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I. Opérateurs en logique propositionnelle (7 pts)
On considére deux nouveaux opérateurs booléens : la barre de Scheffer, notée | ; et le ou exclusif
(xor), noté @. Ils sont définis par la table de vérité suivante :

ablalb|a®b
00| 1 0
01 1 1
10] 1 1
1110 0

1. On peut remarquer que —p = p|p. Donner une formule équivalente & p A ¢ composée unique-
ment avec la barre de Scheffer.

2. En déduire que {|} est fonctionnellement complet.

3. On considére la suite de formules (A;) définie par Ag = p et A;4+1 = —A;. On considere la
suite de formules (B;) obtenues a partir des A; en remplagant les occurrences de — par des
utilisations de |. Montrer que le nombre de connecteurs de B; est 2™ — 1.

4. Etendre la définition de la fonction tseitin pour traiter | et &. Remarque : les clauses de la
fonction tseitin pour BOC sont obtenues par transformation de la formule ¢ < (LgOL,)
en forme normale conjonctive.

II. Formule satisfiable (7 pts)
Soit A la formule propositionnelle suivante :

p < ((7rV=s) A-p)

1. Montrer que A est satisfiable & ’aide d’une table de vérité.

2. Montrer que le séquent = A’ est n’est pas correct en utilisant le systéme G, avec A’ =
(((=r VvV =s) A=p) = p) A (p= ((—rV —s) A—p)). Conclure sur la validité de A. Remarque :
il est inutile de faire une dérivation complete.

3. On donne le résultat de la transformation de Tseitin sur A :
=q2 A(mq2V =pV qi) AN(=g2VpV —q1) A2V pVar) A(gzV—pV—qr)
Co Cq Cs Cs Cy
A=gr V=p) A (g1 V qo) A(=go VpV qr)
—_——— —m
Chs Csg Cr
A(=go V =1V =s) A (sVqo) A (rV qo)
—_—— ~——— ——~

Cs Cy C1o

(a) Indiquer pour chaque sous-formule de A le littéral qui lui correspond dans le résultat
ci-dessus. Pour cela, on dessinera ’arbre de syntaxe abstraire de A et on annotera les
noeuds de cet arbre avec les littéraux correspondants.

(b) On peut remarquer que cette CNF contient une clause unitaire, mais qu’a part g, aucun
littéral ne peut étre déduit de cette information. Effectuer la propagation unitaire en
supposant en plus que la variable p a été affectée a 1. Donner les affectations des
autres variables obtenues par cette propagation, ainsi que, le cas échéant, la clause non
satisfaite. Que peut-on en déduire concernant cette affectation ?

(c) Effectuer la propagation unitaire en supposant cette fois-ci que la variable p a été affectée
a 0. Donner les affectations des autres variables obtenues par cette propagation, ainsi
que, le cas échéant, la clause non satisfaite. Que peut-on en déduire concernant la
satisfiabilité de A ?
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II1. Du francais a la formule (6 pts)

On consideére Palphabet suivant : symboles de constantes : s ; symboles de fonctions : origine/1,
destination/1; symboles de prédicats : arete/3, sommet/1, chemin/2.

On suppose que l'on veut exprimer des formules sur un graphe. On considere 'interprétation
intuitive suivante ol les éléments du domaine peuvent étre des sommets ou des arétes du graphe. La
constante sy est un sommet particulier du graphe. Les fonctions origine et destination représentent
respectivement les points de départ et d’arrivée pour les arétes. On ne sait rien de la valeur de ces
fonctions pour les sommets. Le prédicat sommet/1 est vrai si sont argument est un sommet. Le
prédicat arete/3 est vrai si son premier argument est une aréte qui relie son deuxiéme argument
a son troisieme. Le prédicat chemin/2 est vrai s'il existe une suite d’aréte qui relie son premier
argument a son deuxieme argument.

Donner des formules logiques basées sur cet alphabet pour traduire les affirmations suivantes
en s’appuyant sur cette interprétation intuitive :

1. sg est un sommet et il existe une aréte qui par de ce sommet.

2. La fonction origine/1 est cohérente avec le prédicat arete/3 : toute aréte reliant un sommet
a un autre a pour origine le premier sommet.

3. Il existe un chemin de x a y si on peut trouver une aréte reliant x et y ou si on peut trouver
un sommet tel qu’il existe un chemin pour aller a ce sommet depuis = et un chemin pour
aller depuis ce sommet jusqu’a y.

4. La destination d’une aréte est toujours 'origine d’une autre.

Annexe
Regles du systéme G

va) IAFA T,BFA Vo) THAAB
(Vo T,AVBFA (Vo TFAAVB
(ra) T,A,BFA o) T'AA TFBA
¢ T,ANBFA P I'FAAB,A
() T'FAA T,BFA =) T,AF B,A
¢ T A= BFA P/ THFA=B,A
) THA A o) A A
¢ T SAFA P)OTEA A
(Axlome) m

Transformation de Tseitin

Si tseitin(A) = (L, A”) alors le résultat de la transformation de A est A” A L, avec :

— tseitin(p) = (p, T)

— tseitin(T) = (g, q) avec ¢ une variable fraiche.

— tseitin( L) = (¢, q) avec ¢ une variable fraiche.

— Si tseitin(B) = (L, B"), alors tseitin(—B) = (=L, B").

— Si tseitin(C) = (Lp, B"), si tseitin(C) = (Lc, C”) et si g est une variable fraiche, alors :
— tseitin(BV C) = (¢, B"NC" AN(=LgVq) AN (—~LcVq) AN (—qV LV L¢))
— tseitin(BAC) = (¢, B" NC" AN(—~LgV -LcVq) AN(—qV L) A (—qV L¢))
— tseitin(B = C) (¢, B" NC"N(LpVq)AN(=LcVq)N(—qV-LpV Lc))
— tseitin(B < C) = (¢, B" NC" N(—gV —~LgV Lc)AN(—qV LgV -Lc)A(gV LV Le) A

(gV—-LgV-Lc))
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