Cours logique - Mémo n"3

Calcul des séquents

Emmanuel Coquery

1 Préliminaires

Un multi-ensemble est un ensemble dans lequel on tient compte des occurrences
des éléments. On peut également le voir comme une liste non ordonnée. Plus for-
mellement, on le considére comme une fonction qui & chaque élément associe son
nombre d’occurrences :

Définition 1 Un multi-ensemble I' sur un ensemble £ est une fonction ' : £ — N.

Remarque: Si £ C £ et si I’ est un multi-ensemble sur &, alors on peut définir
un multi-ensemble I' identique & I', mais défini sur &’ par : I'(e) = Gamma(e) si
e € € et I"(e) = 0 sinon. Par la suite, on identifiera I' et I'" et on laissera ’ensemble
& implicite lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Notation: On notera {{ei,...,e,}} le multi-ensemble qui & un élément e associe
le nombre de fois ol il apparait dans ey, ..., e,. Le multi-ensemble vide (qui & tout
élément associe 0) est noté 0.

Définition 2 SiT' et A sont des multi-ensembles alors :
~ TUA est le multi-ensemble défini par : (T UA)(e) =T'(e) + A(e).
- T'\ A est le multi-ensemble défini par :
(T'\A)(e) =0 siI'(e) < Ale)
(T'\ A)(e) =T(e) — A(e) sinon.

Par la suite on prendra I’ensemble des formules du calcul propositionnel pour £
(c’est-a-dire que le 'on manipulera des multi-ensembles de formules) et on emploiera
la notation suivante :

Notation: Par la suite, si I et A sont des multi-ensembles et A et B des formules,
on notera :

- IApourTUA

- T',Aou AT pour ' U{{4}}

— A, B pour {{A, B}}

2 Le systeme de calcul de séquents G
Introduit par Gentzen dans les années 30.
Définition 3 Un jugement en calcul de séquent est de la forme
Ay,...,A, - By,...,Bn

ou Ai,...,A, et By,...,B,, sont des multi-ensembles de formules. On notera
également un tel jugement par IT' F A.

Sil'=A4,...,A, et A= By,...,B,, le jugement I' F A se lit : “de A; et ...
et A, on peut déduire By ou ... ou B,,”.



Définition 4 On dira que I' b A est correct si la formule Ay N...NA, = B1 V
..V B, est valide.

Si on considere un séquent I' - A avecI' = Ay,..., A, et A= By,..., By, alors :
—sin=0alorsI'=0et I' F A est noté - A. Il est correct si By V...V B,, est
valide.
—sim=0alors A=0et I'F A est noté I . Il est correct si ~(A; A...AA,)
est valide.
Les regles du calcul de séquents sont réparties en trois groupes : le groupe logique,
l’axiome et la coupure. Elles sont présentées dans la table 1.

Regles logiques

Vo) IAFA T,BFA Vo) I'-A A B
¢ [LAVBFA D) THAAVB
(he) LA, BF A " I'A,A TFBA
¢ T,ANBFA p THAAB,A
() I'AA T,BFA Sp) T A+ B, A
¢ [LA= BFA b/ THA=BA
~a) THAA o) T,AFA
¢ T SAFA P TEA,-A
Axiome
A aa

Regle de coupure

TFAA  T,AFA
TFA

(Coupure)

TABLE 1 — Regles du systeme G

Exemples de dérivations en calcul de séquents G :
— Preuvede p=p:

— Preuve de =(pA¢q) = —pV ¢ :



(/\Zj) p,gbp (4z) P, gk q
(=) patphg
(=p) p,¢,~(pAq)
(=p) 2 ~(pAq)F—p
(Vp) ~(pAgq)F —p,~q
(=p) =(pAg)F-pV g
F=(pAg)=-pV—q

— Preuve de (pVg) A=(pAg) = (pA—q) V(=P AQ) :
Cette dérivation étant longue, on la découpe en trois partie afin de l'afficher
lisiblement.

Dérivation (a) :

Ag) ——M
(Az) ( )p#ﬁqﬁpAq

- (=
pFaq,p,pAq ( )qu,ﬂq,ﬂpAq
(Az) (Ap)
(AD) pED,PAGPAQ pFqg,pA-qg,pAq
pEPAGDPATGPAG

Dérivation (b) :

(Az) —F————
P, g p,pA—q (Az)

D
Fp,p A g, — Fp,p A
(Apy L PPN 7D 4EPPATGLT

(AD) qEp,pAN—q,—pAq q-q,pAN—q,pAq
qEPAgGPAG PG

Fin de la dérivation :
(a) (b)
(Ve) pEPAGPA—G PAg gFpANgGPA—gpAg
(=) pVagbEpAgpA—g,—pAq
pVag,~(pAqQFpA-g,pAg

(A(V)D) pVg,~(pAq)F(pA-q)V(-pAqg)
(éDf (Vg AN=(pAg)F (pA=g)V(=pAq)

FVaA-(pAg) = (pA-qV(~pAq)

Théoréme 1 (Elimination des coupures, Gentzen) Tout séquent I' - A est
prouvable dans le calcul de séquent G si et seulement si il est prouvable dans le
systéme G sans la régle (Coupure).

Propriété 1 Le systeme G n’est pas sensible a l'ordre d’application des régles : si
deuz régles (Ry) et (Rg) du systéme G peuvent étre appliquées et avoir un séquent
T'F A comme conclusion, et s’il existe une dérivation de I' = A dans G dont la régle
la plus proche de la conclusion est (Ry), alors il existe une dérivation de T+ A dans
G dont la régle la plus proche de la conclusion est (Rz).

Autrement dit, on peut choisir de maniére arbitraire une regle parmi les regles
applicables & un moment donné lorsque I'on construit une dérivation sans que cela
n’aie d’impact sur la possibilité de terminer la dérivation. Si on voit les multi-
ensemble dans les séquent comme des liste, on peut par exemple choisir d’appliquer
la régle qui concerne la formule non atomique la plus a gauche dans le séquent. Si
on réussit la dérivation, on obtient un arbre de dérivation systématique du séquent
conclusion.



Corollaire 1 Etant donné un séquent I' = A, il existe une dérivation de I' H A
dans G si et seulement si il existe un arbre de dérivation systématique de I' B A

dans G.

Ce corollaire donne un algorithme pour prouver un séquent dans G : il suffit d’es-
sayer de construire un arbre de dérivation systématique du séquent. Si la construc-
tion réussit, le séquent admet une dérivation dans G, sinon aucune dérivation dans
G n’admet ce séquent comme conclusion.

Propriété 2 Tout jugement conclusion d’une instance d’une régle dans le systéme
Gest correct si et seulement si l’ensemble des prémisses de cette instance le sont.

Propriété 3 Le systeme G est correct et complet : étant donné un séquent Ay, ..., A, -
By,...,B,,, il existe une dérivation dans G ayant I' = A comme conclusion si et
seulement si la formule A1 A...NA, = B1 V...V By, est valide.

Exemple de dérivation dans le systéme G : preuve de =(p A q) = —pV —q :

Pqtq
————(-p)
pEp,q prq,—q
Fp,—p,q o) Fq,—p ﬁq(ﬁD)
b b b b (/\D)

Fp/\qﬁpﬁq(
F-pVog,pAg
—(pAgF—pV g
F=(pAg)=-pV—q

\/D)
e)

(=bp)

On peut remarquer que cette dérivation a été obtenue de bas en haut en appliquant
systématiquement la régle concernant la formule non atomique la plus & gauche
dans le séquent.



