Cours logique - Mémo n’6

Résolution en logique du premier
ordre
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1 Formes particulieres

1.1 Forme prénexe

Définition 1 Une formule A est dite en forme prénexe si elle est de la forme :

Qll'l s in'nB
ou les QQ; sont des quantificateurs et ou B ne contient pas de quantificateur.

Propriété 1 Soit A une formule. Il existe une formule A’ en forme prénexe telle
que A’ = A.

1.2 Forme rectifiée

Définition 2 Une formule A est dite rectifiée si elle vérifie les conditions sui-
vantes :
- FV(A)NBV(A) =0
- 81 Qix; et Qjx; sont deux occurrences distinctes de quantificateurs dans A,
alors x; # x;

Propriété 2 Etant donné une formule A, il existe une formule A’ rectifide telle
que A= A,

1.3 Skolemisation

Propriété 3 Soit une formule A en forme prénexe rectifiée :
A=Vry.. . Ve,3r,11Qnt2. .. Qmam B

Soit f/n un nouveau symbole de fonction. Soit o la substitution [f(@1-en) /. ],
A est satisfiable si et seulement si la formule

A=Vry.. .. V2,Qnis ... Qmrn,Bo

est satisfiable.
f/n est appelé fonction de Skolem.

Propriété 4 Soit A une formule en forme prénexe rectifiée. Il existe une formule
A’, dite forme de Skolem de A telle que :
— si A posséde k quantificateurs 3, alors A’ contient k nouveauz symboles de
fonction ;
— A’ ne posséde pas de quantificateur 3 ;
— A’ est satisfiable si et seulement si A est satisfiable.

La méthode de skolémisation consiste & transformer une formule en éliminant ses
quantificateurs 3 via 'utilisation de la propriété 3.



1.4 Forme clausale

Définition 3 Un littéral est une formule atomique (littéral positif) ou la négation
d’une formule atomique (littéral négatif).

Définition 4 Une clause est une disjonction de littéraux.

Propriété 5 Soit {A;,..., A,} un ensemble de formules. Il existe un ensemble de
clauses Ca,,... 4, ={C1,...,Cn} tel que {A1,..., A,} est satisfiable si et seulement
51 Ca, ... A, estsatisfiable.

n

Preuve: Pour chaque formule A;, on peut calculer un ensemble de clauses C4, qui
lui correspond de la maniere suivante :

1. Eliminer les connecteur = et < en utilisant les équivalences usuelles. On
obtient alors une formule A}

2. Mettre A} en forme prénexe (on obtient A%).
3. Créer A3 A partir de A? par skolémisation. On a A? qui est de la forme
Vxl .. .VZL‘ktBi.
4. Trouver une forme conjonctive de B; : C} A ... AC™.
5. Utiliser le fait que Vzy ...Vog,C} A ... AC™ est satisfiable si et seulement si
{C},...,C""} est satisfiable.
On termine en posant Cya,, . a, = Ui {C},...,C/"} O

2 Unification

Notation: Soit o1 = [*/,,] et 09 = [/2/,,] deux substitutions. On note o109 la
substitution [t192/, 2 / 1.
Remarque : Si ¢ est un terme, (to1)os = t(0102).

PP 4 p T, JAN A N
Définition 5 Etant donné un ensemble d’égalités {t1 =t},...,t, =t }, le probléme
d’unification consiste o déterminer s’il existe une substitution o telle que ty0 = t)o

: A A
et ... ett,o=tho. Un tel o est appelé un unificateur pour {t1 =¢1,...,t, =t }.

. oy . . .. A A
Définition 6 On dite que o est un unificateur principal pour {t; = t},...,t, =
) . A A
th}, si pour tout unificateur o' de {t1 = t},...,t, = t,,} on peut trouver une
substitution oy telle que o/ = ooy.

2.1 Algorithme d’unification

Le principe de cet algorithme consiste a transformer I'’ensemble d’égalité de
départ en un ensemble d’égalités ayant exactement les mémes unificateurs et pour

lequel on peut trouver facilement un unificateur principal. L’ensemble ainsi obtenu

A A . . .
est de la forme {z1 = $1,...%m = S;} oU les variables z,,, ..., z,, n’apparaissent

dans aucun des termes S, ..., Sy,. Un unificateur principal pour cet ensemble est
[ s fom):

L’algorithme consiste & appliquer les transformations suivantes de maniére itérative,
soit jusqu’a ce que 'on trouve qu’il n’y a pas de solution, soit jusqu’a ce qu’il n’y
ai plus de transformation applicable.

. . RTI JAN

— Si ensemble contient une égalité de la forme f(t1,...,t5) = g(th, ..., th),

avec f/k # g/k’, alors il n’y a pas d’unificateur pour cet ensemble.



. . , qes s A .
— Si ’ensemble contient une égalité de la forme x = ¢, avec x apparaissant dans

. A . .
t, mais ¢t # = (par exemple x = f(x)), alors il n’y a pas d’unificateur pour cet
ensemble.

. . ez A .
— Si 'ensemble contient une égalité de la forme ¢ = x et si ¢ n’est pas une
. A A
variable, alors on remplace t = x par x = t.

. . , s A .
— Si 'ensemble contient une égalité de la forme z = z, alors on supprime cette

égalité.
. . s A
— Si l'ensemble contient une égalité de la forme f(t1,....tx) = f(t),...,t}),
s s A A
alors on remplace cette égalité par les égalités t1 =t1,...,tx = t}.

— Si 'ensemble contient une égalité de la forme x = t, telle que x n’apparait
pas dans t et telle que x apparait dans au moins une des autres égalités
de ’ensemble, alors on remplace = par ¢t dans toutes les autres égalités de
I’ensemble.

Propriété 6 L’algorithme donné ci-dessus termine. Si l’ensemble d’égalités obtenu
n’a pas de solution, alors l’ensemble d’égalités de départ n’en a pas non plus. Si-

A A .
non, l’ensemble obtenu est de la forme {x1 = s1,...Zm = Sm} et la substitution
51wy "™ [u, ] est un unificateur principal pour l’ensemble d’égalités de départ.

3 Résolution

Définition 7 Un renommage d'un ensemble de variables {x1,...,x,} est une sub-
stitution p de la forme [V'/4, ... .Y /2] ot les y; sont des variables telles que
yiFy; sit#jet{xy, ...,z N {yr, ..., un}t =0.

Un renommage d’une formule est un renommage de l’ensemble de ses variables
libres.

Un renommage d’'un ensemble de formules est un renommage de ’ensemble des
variables libres de ces formules.

Remarque : dans une clause, toutes les variables sont libres.

Une clause est satisfiable si et seulement si sa cloture universelle I’est. Un en-
semble de clauses est satisfiable si et seulement si I’ensemble de leur cloture uni-
verselle 'est. En appliquant le principe de renommage on peut transformer cet
ensemble de clauses en un ensemble de clauses qui ne partagent aucune variable.
Cet ensemble de clause est équivalent au précédent et est satisfiable si et seulement
si la conjonction des clauses qui le compose est satisfiable. Comme les clauses ne
partagent pas de variables, on obtient une formule équivalente en mettant tous les
quantificateurs universels en téte de la formule. La formule ainsi obtenue est satis-
fiable si et seulement si la formule sans quantificateurs I'est. Donc on peut tester
la (non) satisfiabilité d’'un ensemble de clauses en testant celle de la conjonction
des clauses obtenues en renommant celles-ci de facon a ce qu’elles n’aient pas de
variables en commun.

Comme en calcul propositionnel, on identifiera une clause avec les clauses obte-
nues en permutant ses littéraux et en éliminant les littéraux en double.

Définition 8 Soient deuz clauses C1 = AV p(ty,...,tn) et Co = BV —p(t},...,t))
ayant des ensembles de variables disjoints. Soit p un renommage de {Cy,Ca}. Si
Pensemble d’égalités {t1p = Py tnp 2 t!. p} admet un unificateur principal o,

alors la formule Apo VvV Bpo est appelée résultante de Cy et Cs.

Propriété 7 Soit C1, Cy et C deux clauses telle que C soient une résultante de
Cq et Cy. Alors si ST est un modele de Cy et de Co, alors c¢’est un modéle de C.



La définition d’un arbre de résolution est similaire a celle utilisée pour le calcul
propositionnel.

Définition 9 Soient {C1,...,C,} un ensemble de clauses ayant des ensembles de
variables distincts. Un arbre de résolution pour cet ensemble de clauses est un arbre
tel que :
— chaque feuille est étiquetée par une des clauses de {C1,...,Cp};
— chaque noeud qui n'est pas une feuille a deux fils et est étiqueté par une
résultante des clauses qui étiquettent ses fils;
— la racine de 'arbre est la clause vide.

Propriété 8 Siil existe un arbre de résolution pour un ensemble de clauses {C1,...,Cp},
alors cet ensemble de clauses est insatisfiable.



