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Objectifs du cours

Apprendre a spécifier/modéliser un probléme formellement
pour faire des programmes corrects

Comprendre comment mécaniser le raisonnement
a travers des systemes de regles

Appréhender les techniques de preuve par induction
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Introduction

Programme

Q@ Rappels

@ Ensembles inductifs

© Calcul propositionnel

Q@ Systémes de regles

© Termes

@ Formules du premier ordre

@ Introduction a la logique de Hoare
et a la preuve de programme

/\ L’emploi du temps change presque toutes les semaines A\
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Un contrdle intermédiaire le lundi 22/10/2017
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/\ penser A toujours avoir du correcteur blanc (pour le QCM) A\
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Booléens

Rappels sur les booléens

Deux valeurs :
0 (faux) et 1 (vrai)

Des opérateurs :

= (non), V (ou), A (et) et = (implique)

X Y| xVy|xNy|x=yYy
X 1 1) 1 1 1
10 1 0 1 0 0
01 01 1 0 1
0 0| O 0 1

Exemple d'expression booléenne :

OV A(V(0=1)=..




© Ensembles



Rappels sur les ensembles

Notation :  {a, b,c,...} {xc E|..}

Appartenance : x € E Inclusion : E € F
J pour tout x : si x € E alors x € F
Intersection : ENF Différence : E \ F
x € ENF si et seulement si x € E\ F si et seulement si
xeEetxeF |} xe€Eetx¢gF
Union : EUF
x € EUF si et seulement si
x€EouxeF )




Gymnastique ensembliste - 1

Soient /, J, K des ensembles. Indiquer les égalités justes parmi les
suivantes :

o (INJH)NK=1In(KNJ)
o IU(JNK)=(IUJ)NK
o IN(JUK)=1U(JNK)
o IN(JUK)=(INJH)UUNK)
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Gymnastique ensembliste - 2

Soient /, J, K des ensembles. Indiquer les inclusions justes parmi les
suivantes :
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Gymnastique ensembliste - 2

Soient /, J, K des ensembles. Indiquer les inclusions justes parmi les
suivantes :

o IC(UNNUK

o (INNHUUNK)CJ
o INJNKCIUJUK
o INJNKCINJNK



Rappels sur les relations

n-uplet J Projection : J

Suite de n valeurs x = (eq, ..., ep) | x[i] = e

Produit cartésien E; X --- x E, :
Ensemble des n-uplets (eq, ..., e,) tels que e; € E; pour 1 <i<n

Relation R (d'arité n) sur Ey x -+ X Ej :

Ensemble de n-uplets tel que R C E; x --- x E,.
Si (e1,...,en) € R, on écrit R(ey, ..., ep).




Exercice : définitions

Définir les notions suivantes :

e La projection R[i] d’une relation R sur son i composant.

@ La projection multiple x[i, ..., ix] d'un n-uplet x sur les composants
T
@ La projection multiple R[i, ..., ix] d'une relation R sur les composants

i1, veey I



Rappels sur les fonctions

Fonction f : E — E' :

Relation sur E x E’ telle que
pour chaque e € E
il existe au plus 1 paire (e, €') € f.

Si f est une fonction et si (e, €') € f alors on peut écrire f(e) = €
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Rappels sur les fonctions

Fonction f : E — E’ :
Relation sur E x E’ telle que
pour chaque e € E
il existe au plus 1 paire (e, €') € f.
@ s'il en existe exactement 1, f est totale

@ si, pour chaque €' € E’, il existe au plus une paire (e, €') € f,
f est injective

@ si, pour chaque €' € E', il existe au moins une paire (e, €) € f,
f est surjective

@ si f est injective et surjective alors f est bijective

Si f est une fonction et si (e, €') € f alors on peut écrire f(e) = €




Exercice : définitions

Définir les notions suivantes :
e dom(f) : domaine de définition f
e img(f) : I'image du domaine de f par f (ou co-domaine)

o f|g : la restriction (du domaine) de f a E



Fonctions a plusieurs arguments (c.f. LIFAP5)

Deux manieres de les représenter : n-uplet et curryfication

n-uplets

Soit f : E — E' telle que E = E; x --- X E,,.
Un seul argument réel qui est un n-uplet unique qui contient les n
arguments “que I'on voudrait avoir”.

f((e1, ..., en)) s'écrit f(e1, ..., en)




_ Eemiies
Fonctions a plusieurs arguments (c.f. LIFAP5)

Curryfication

fEE—(E—(..(En—E)..))
“Fonction prenant le premier argument et renvoyant une fonction qui

prend le second argument, etc jusqu'a obtenir une fonction qui prend le
dernier argument et renvoie une valeur dans E’”

f(e1)(e2) ... (en) ala place de f(eq, ..., €n)




@ Ordres



Propriétés de relations binaires

R relation binaire sur E (R C E x E) est :

symétrique si pour tout R(er, e2), on a également R(e2, e1)

antisymétrique si pour toute paire (e1, €2), si R(e1, &) et R(e, 1),
alors e; = &

réflexive si pour tout e € E, on a R(e, e)
antiréflexive si pour tout e € E, on a pas R(e, e)

transitive si pour tout triplet (e1, e2, €3) si on a R(e1, &) et R(e2, e3)
alors on a R(ey, e3).




(Pré)ordres

R est un préordre :
@ R est réflexive

@ R est transitive

R est un ordre :
@ R est un préordre

@ R est antisymétrique

R est un ordre total sur E
Pour tous e; et e € E, R(e1, &) ou R(e2, e1)

Notation : R(e1, e2) peut se noter e; R e



Ordres stricts

R est un ordre strict
@ R est antiréflexive
@ R est transitive

@ R est antisymétrique

La partie stricte associée a un préordre R

est la relation R\ R™!

avec R~! la relation {(e>, e1) | R(e1, &)}




Ordres bien fondés

R est bien fondé

il n'existe pas de suite infinie (&;);cn strictement décroissante, i.e. telle que
pour tout i € N, R(eit1,€) et € # eit1




Composition d'ordres : ordre lexicographique

Ordre lexicographique Rjex sur Ey X --- X E,
On suppose un ordre R; sur E; pour 1 <i<n
On a Riex((e1, ..., €n), (€], ..., €})) ssi
@ soit il existe 1 < i < n tel que :
e pour tout 1 <j < i, ej:ej
o e # el et Ri(e €f)
/

e soit (e1,...,en) = (€f, ..., €,)

Bonne fondation

Si R; est bien fondé pour
1<i<n

alors Rj., est bien fondé

Totalité

Si R; est total pour 1 <i<n
alors Ry, est total




Exercices

Pour chacun des ordres suivants, dire s'il est total, et s'il est bien fondé :
@ Ordre naturel sur les entiers naturels A/
@ Ordre naturel sur les entiers relatifs Z

@ Soit E un ensemble fini et soit P(E) I'ensemble de ses parties. On
considere I'ordre d'inclusion sur P(E).

Méme question si E est infini

L'ordre alphabétique sur les mots formé sur I'alphabet {a, b}
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