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Les (parties d') exercices noté(e)s avec } sont plus difficiles.

On consideére la signature des termes de I'arithmétique de Peano :
— Cpeano = {zero}
— Fpeano = {succ/1, plus/2, mult/2}

Exercice 1 : Structure de termes

Dire, parmi les suites de symboles suivantes, celles qui sont des termes puis donner leur arbre de
syntaxe abstraite :

1. plus(x, zero)

2. plus(succ, y)

3. plus(mult(x,y), zero)

4. plus(succ(plus(x)), y)

5. mult(y, plus(x, succ(mult(zero, y))))

Exercice 2 : Application de substitution

Soient les substitutions suivantes :
— o1 = [x :=succ(y), z := plus(zero, y)]
— 09 = [x := zero, z := plus(x, y)]

Appliquer ces substitutions sur chacun des termes suivants :
1. mult(x, succ(zero))

2. plus(x, mult(y, z))

Exercice 3 : Filtrage de motif
Soient les motifs suivants :
ml = mult(x, succ(y))
m2 = mult(plus(x, y), zero)
m3 = mult(plus(x, y), x)

Pour chacun des termes suivants, dire s'il correspond aux motifs ci-dessus. Si oui, donner la substi-
tution correspondante :

1. mult(zero, succ(zero))

2. mult(u, v)

3. mult(plus(zero, succ(u)), zero)
4 (

. mult(plus(zero, u), u)



Exercice 4 : Evaluation de terme

On consideére les deux interprétations suivantes :

— Univers Uy = N entiers naturels

In(zero) =0

Inv(succ) =n—n+1

In(plus) =n,m— n+m

In(mult) =n,m— nxm

— Univers Upark : 10 places de parking en ligne

/

bark(zero) = la place la plus a droite

lpark(succ) = p +— la place a droite de p ou

p s'il n'y a pas de place a droite de p

lpark(plus) = p1, p2 — la place plus proche du milieu de p; et py,

/

en privilégiant la plus a gauche en cas d'égalité.

park(mult) = p1, po — la place plus proche du milieu de p; et py,

en privilégiant la plus a droite en cas d'égalité.

Soient les deux valuations :
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la place la plus a gauche
la 3™ place en partant de la gauche

Donner le résultat des évaluations suivantes :

=

e

. eval(ly, ¢1)(plus(x, succ(mult(y, 2))))

eval(ly, ¢1)(plus(x, mult(zero, y)))

(
. eval(lparkx (2)(p/us(x, mUIt(Zero' y)))
(

eval(Iyr, ¢2)(plus(x, mult(zero, y)))



Corrections

Solution de lI'exercice 1
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Solution de I'exercice 2

1. — mult(x, succ(zero))o1 = mult(xo1, succ(zero)o)
= mult(o1(x), succ(zero o1)) = mult(succ(y), succ(zero))
— mult(x, succ(zero))oa = mult(xo2, succ(zero)os)
= mult(o2(x), succ(zero o3)) = mult(zero, succ(zero))
2. — plus(x, mult(y, z))o1 = plus(xo1, mult(y, z)o1)
= plus(o1(x), mult(yo1, zo1)) = plus(succ(y), mult(y, 01(z)))
= plus(succ(y), mult(y, plus(zero, y)))
Remarque : y & dom(oy), donc il n'est pas changé par I'application de o7.
— plus(x, mult(y, z))oa = plus(xoa, mult(y, z)o2)
= plus(o2(x), mult(yoa, zop)) = plus(zero, mult(y, 02(2)))
= plus(zero, mult(y, plus(x, y)))
Remarque : méme si x € dom(oz), on ne lui applique pas oy dans plus(x,y) car la
substitution a déja été appliquée (sur z pour obtenir plus(x, y)).

Solution de I'exercice 3 Remarque : faire le calcul en utilisant la fonction match définie

slides 36 et 37 du CM. On peut juste faire le parcours en paralléle des arbres de syntaxe du motif et
du terme pour voir quelle partie du terme correspond a quelle partie du motif.

ml = mult(x, succ(y))
1. mult(zero, succ(zero)) = mult(x, succ(y))[x := zero, y := zero]

2. mult(u, v) ne correspond pas a ml car il est impossible de changer un terme composite
(succ(y)) en variable (v) en appliquant une substitution.



. mult(plus(zero, succ(u)), zero) ne correspond pas a ml car il est impossible de changer

un terme composite (succ(y)) en une constante (zero) en appliquant une substitution.

mult(plus(zero, u), u) ne correspond pas a ml car il est impossible de changer un terme
composite (succ(y)) en variable (u) en appliquant une substitution.

m2 = mult(plus(x, y), zero)

1.

mult(zero, succ(zero)) ne correspond pas a m2 car il est impossible de changer une
constante (zero) en terme composite (succ(zero)) en appliquant une substitution.

. mult(u, v) ne correspond pas 3 m2 car il est impossible de changer une constante (zero)

en variable (v) en appliquant une substitution. On note également un probléme avec
plus(x,y) qui ne peut pas se changer en u.

3. mult(plus(zero, succ(u)), zero) = mult(plus(x, y), zero)[x := zero, y := succ(u)]

mult(plus(zero, u), u) ne correspond pas a m2 car il est impossible de changer une
constante (zero) en variable (u) en appliquant une substitution.

m3 = mult(plus(x, y), x)

1.

mult(zero, succ(zero)) ne correspond pas a m3 car il est impossible de changer un terme
composite (plus(x, y)) en constante (zero) en appliquant une substitution.

. mult(u, v) ne correspond pas a m3 car il est impossible de changer un terme composite

(plus(x, y)) en variable (u) en appliquant une substitution.

3. mult(plus(zero, succ(u)), zero) = mult(plus(x, y), x)[x := zero, y := succ(u)]

4. mult(plus(zero, u), u) ne correspond pas a m3 il faudrait a la fois substituer x par zero

et par u. C'est un cas ou la fonction merge du cours renvoie fail.

Solution de I'exercice 4
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. la 4®™me place en partant de la gauche (faire le dessin).

. Cette évaluation n'est pas possible, car /> donne des valeurs dans U, ce qui est incompatible

avec Iy



