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Introduction

Courbes dans I’espace
Forme paramétrique ou implicite

Intersection des surfaces
\

C={p=/()ER €O} C={peR?®/(p)=0"y(p) =0}

Equation paramétrique

S={p=/(,v)€R3,v) €}

Forme explicite

NS

Surfaces

S={peR®/(p) =0}

/\
C= {p(x/, (x)),x ENC R}

7
S={p(x 7 /() () €2 cR?}

p(t) = Bt/(1 +t3),3t2/(1+t3)),t € R — {—1}
flr,y) =x3+y3>-3xy=0

4

Patchs de Monge
ou surfaces d’élévation

A

| )
N/
N

Folium
de Descartes
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Introduction

Introduction Rappels
Courbe C paramétrée sur un intervalle unité : ¢ = {p(t),t € [0,1]}
Souvent, on a besoin de p'(t) et p’'(t)
Approximation de la dérivée premiére et seconde

p(t+ ) —pt—2) ,,(t)~p(t+ ) —2p(®) +p(t — )
2 N p ~/1 2
N\ /

Factoriser les appels si besoin de p’ et p”

p'(t) =
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Géeomeétrie différentielle

Tangente
Fundamentals Tangente a la courbe en t(t) = p’'(t)

W=p'@/

Vitesse

Longueur d’arc
Longueur d’arc élémentaire

ds = |p’(w)|du

Longueur d’une courbe paramétrique sur l'intervalle [0,t]
Point régulier de la courbe p'(t) # 0

Normale
Vecteur (unitaire) n orthogonal a t

On définit la courbure comme

1
Kk=—=[p"(s)|
p
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dp/dt

t t
S=f ds=j |p'(w)|du
0 0
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Dans le plan

Courbes planes

Fundamentals Courbure signée en définissant le vecteur | n = tt
Le systeme (t, n,z) est orthonormé

Changement de signe aux points d’inflexion

(x! y)-L = (_yr X)

Courbure
Paramétrage quelconque en t

K(t) _ p,(t) X p”(t) _ xlyll _ ylxll
||p’(t)||3 (xrz +}"2)3/2

[ Appendix : points ou k(t) est extrémal ? }

eric.galin@liris.cnrs.fr

http://liris.cnrs.fr/~egalin

4 septembre 2024



Fundamentals
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Dans I’espace

Dans I'espace
Vecteur bi normal

Le systeme (t,n, b) est orthonormé

Courbure

Paramétrage quelconque en t k(t) =

_Ip'(©) xp"(©)
lp' @I

k(t) =

((Z”y, _ yIIZI)Z + (X"Z’ _ x’z”)2 + (ynxr _ yrxrr)2)1/2

(xrz + yrz + Z’2)3/2

Torsion

Maniére dont la courbe s’écarte du plan osculateur
La dérivée de b est colinéaire a n ; par définition db/ds = —' n
Pour une courbe de classe C3

_|f'f"f""| «— Déterminant <— Produit mixte
If % ]2 labc| = (axb)-c

xlll(ylzll _ yIIZI) + ylll(xllzl _ xIZH) + ZIII(nyII _ xllyl)

(y’Z” _ _’y”Z’)Z + (xIZII _ XHZ’)Z + (xlyll _ x//yl)z
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Courbes de Bézier

Bases
Base de Bernstein (t) au lieu de la base canonique t*

Polynomial curves Courbe d’approximation passant par les points de contréle extrémaux c;

N Po
PO =D e () «— 1 (0 = Gtk = ok
k=0 n!

Ck= ————
Base de Bernstein \k' (n—k)!

Table pré calculée

int binomials[5][5] = {
{1 0,0,0,0},

}
{ 2
{ 2
{ 2
{ }
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Courbes de Bézier

Algorithme de De Casteljau
Construction récursive
Pour une suite {q,}, k € [0,n] on construit une nouvelle suite {,},k € [0,n — 1]
Points ¢/, obtenus par interpolation linéaire

P2 P1
P1 P2 = p()
Po
Po Ps3

Corgg;;e(ffﬂ”z p() Tableau q partiellement
For j in 1 to n - écrasé achague étape
ForkinOton—j

qx = (1 —1)qy + 1Qyeq
Return qq

Polynomial curves
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Courbes de Bézier

Dérivées
Propriétés des dérivées de la base de Bernstein By, B, .(t)=n (Bn—1,k—1(t) — Bn—1,k(t))

Polynomial curves

PO =D 1B k(O —c)

k=0

p©=) B i(O)(Cirz = 26141 + )

k=0
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Hermite Cubiques Splines

Formulation
Courbe cubique d’interpolation
Raccords entre cubiques de classe C!

Polynomial curves . .
Contraintes de position p; et de tangente t;

p(w) = 2ud —3tu? + Dp, + W3 = 2u? + w)t, + Qud = 3u?)p, + W3 —u?)t,

p(uw) =po +utyg+ 1 (=3pg — 2ty +3p; —t; ) + 1 (2py + to — 2p; + ;)

Probléme inverse

Points de controle de Bézier by, k € [0,3] d’'une cubique c(t) = ¢g + ¢4t + cat% + c3t3

bz =Cy + Z(Cl + Cz)/3

b1:C0+C1/3 C(t)

by = ¢(0)
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Cubiques par morceaux

Catmull-Rom Spline
Cubique par morceaux, tangente selon les points p, de parameétres u;

Polynomial curves

t, = Pk+1 = Pk-1
k=—————
Ug+1 — Uk-1

/

Simplifieen ty = prs1 — Pr—1 Siux =k pP1

© po

Kochanek-Bartels Spline
Cubiques, tangentes selon des parametres de tension t, continuité y et biais 3

¢ _A-90+pH0+y) 1-90-p0-y)

K 3 Pk — Pk-1) + 3 (Pk+1 — Px)

1-0( 1- 1-0(1-p)(1
tk+1=( 7)( -lz-ﬁ)( y)(pk+1—pk)+( 7)( 2ﬁ)( +7)

(Pr+2 — Pr+1)

eric.galin@liris.cnrs.fr
http://liris.cnrs.fri~egalin D. Kochanek, H. Bartels. Interpolating splines with local tension, continuity, and bias control. Proceedings of Siggraph, 33-41, 1984.

4 septembre 2024




Approximation de cubique en quadriques

Cubiques
Les courbes cubiques peuvent étre colteuses [Truong 2020]
Calculer d(p, T') requiert la résolution d’'une équation de degré 5 [ Appendix : calcul de d(p,T) ]

Polynomial curves

Approximation de I' par deux quadriques Q selon un terme de controle y

Compute b;, i € [0,3] the Bézier control points of T
Define the new mid control points

q: = by +3/2y(c; —byg)

q3 =b; —3/2(1—y)(bz —by)

@=>0-q +rq3
Two Bézier quadrics Q(qo,q1,9q2) and Q(qz, qs3 ,q4)

Q#B

eric.galin@liris.cnrs.fr
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Longueur d’arc

Définition
Intégrale de la norme de la dérivée
Pas de solution analytique si C € R*[t],n = 3

Polynomial curves . . -,
Approximation de l'intégrale par une somme

- (@

Length (c, n)
Compute e =1/n

Forifromton—1

/vl<— [+p—aql

Update length - Update q = p

Setl =0, t =0, and compute q = c(t)

Sett « t+ ¢ and compute q = c(t)

Quadriques
Solution analytique : p(t) = a,t? + a;t + ag
Jusqu’a 25 X plus rapide qu’'une somme
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L= lay| [uvuZ + 7 4k In(u + Vuz + )](11
A

+d

/

_ a3 af — (a; -a;)?
4 aj
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Quadrigue passant par trois points

Remarque
Une courbe de Bézier B de degré 2 ne passe pas par le point de contréle b,
On définit une quadrique Q telle que c() = by, ¢(1) = by, etc(l) = b,

Polynomial curves

Deux systemes a 3 inconnues a, b, cenx ety

. -
Matrice T~ < ) @ _ <b2>

”

Vecteur des coefficient de la Vecteur des points de
quadrique at? + bt + cenx ety passage, en x et y

1 1 1 P T~1 se calcule facilement
0 0 1\7! 2-1 1-t|&
t2 ¢t 1 -1 t
1 1 1 t2—1 t—1
0 0
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Appendix
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Calcul de la distance a une courbe

Courbe quelconque
Soit I’ d’équation c: [0,1] —» R? une courbe paramétrée
On cherche le minimum du carré de la distance soit :

d*(p,1) = min(p - c(®))’

Les extrémaux sont atteints pour les racines de (d?)’, donc on cherche les racines de :

o — o —

K=o

@' = ((p - c®)’) = ).

Pour ¢ polynomiale de degré n, il faut résoudre une équation degré 2n — 1
Soit # = {r,} l'ensemble des racines de (d?)' = 0

d?(p,T) = m1n (p—c(t ))

t € Rn[0,1]

™

Equivalent a {r, € [0,1]} U {0,1}
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Points de courbure maximale

Courbe plane
Paramétrage quelconque en t

() = p'() xp"(®) _ x'y" —y'x"
Appendix Iip’II? (x'2 +y'2)3/2

Les extrémaux sont atteintes pour les racines de «'(t)

o — o — o —

AN V4 v

k'(t) =

‘ ! 1244 ! i ! 144 ! ! 144 ! 144 ! r
G4y = X"y +3 "y =Xy DX+ )
(x'2 + y'2)5/2

Pour p de degré n, le numérateur est a priori de degré 4n — 6
Pour une cubique, il faut (a priori) résoudre une sextique
Si p(t) quadrique, n = 2 et y'"" = x"" = 0 et le numérateur se simplifie

K'(t) « Zt((xz)z + (}’2)2) + XX + Y21

_ (x2x1 + y2y1)
(x2)% + (¥2)?
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