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Faits et objets

Termes : valeur dans |'univers U

Formules : valeur booléenne

Quel lien?



Signature - étendue

Definition

Une signature S = (C, F, P, ar) :
e C : ensemble (non vide) de symboles de constantes
@ F : ensemble de symboles de fonction
@ P : ensemble de symboles de prédicats

@ ar: FUP — N* : nombre d’arguments de chaque symbole de
fonction et de prédicat

Notation
f/n signifie ar(f) = n
p/n signifie ar(p) = n




Exemples

Entiers (de Peano) : Speano = (CpeanOv ereano: arpeano)
@ Cpeano = {zero}
® Fpeano = {succ/1, plus/2, mult/2}
® Ppeano = {inf /2, pair/1}

Chaines de caracteres : Schar = (Cchary Fehars afchar)
@ Cchar = {a,b,c}
@ Fehar = {concat/2}
® Pcpar = {suff /2, pref /2}
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Quantificateurs

Deux quantificateurs :
oV, 3

@ lie une variable



Formules

Le plus petit ensemble stable par les régles suivantes
@ Sity,..,tn €T etsi P/n€ P alors P(t1, ..., t,) est une formule
o Sit;,tr €T alors t; = t» est une formule
@ | est une formule
@ Si A est une formule, alors (—A) est une formule

@ Si A et B sont des formules, alors (AV B), (AA B) et (A= B) sont
des formules

@ Si A est une formule et x € V alors (Vx A) et (3x A) sont des
formules

A terme # formule A



Exemples de formule

o (x =succ(y)) Ainf(x,y)

e Jy inf(succ(x),y)

e Vx Vy (x = succ(y) A succ(x) =y)
e Vx inf(x, succ(x))

e Vx Vy (inf(x,y) = inf(x, succ(y))
e inf(x,zero) = Ty succ(y) = zero

e inf(x, zero) = 3x succ(x) = zero



Variables de termes

V/(t) : variables de t
o V(x)={x}sixeV
o V(c)=0siceC

o V(F(ty, ..., ty)) = U V(t)




Variables libres

Variables non masquées par un quantificateur

FV(A) : variables libres de A
o FV(P(t1,....ta)) = ULy V()




Syntaxe

Exemples

o FV((x = succ(y)) Ainf(x,y)) = {x,y}

e FV(3y inf(succ(x),y)) = {x}

o FV(Vx Yy (x = succ(y) A succ(x) =y)) =0
e FV(Vx inf(x,succ(x))) =10

e FV(Vx Yy (inf(x,y) = inf(x,succ(y))) =

e FV(inf(x, zero) = Jy succ(y) = zero) = {x}
(i (x) = zer0) = {x]

e FV/(inf(x, zero) = 3x succ



Fermetures

Ajout de quantificateurs pour les variables libres

Fermeture universelle

Si FV(A) = {x1, ..., xn} alors sa fermeture universelle (notée VA) est

Vxy ...Vx, A

Fermeture existentielle

Si FV(A) = {x1, ..., xn} alors sa fermeture existentielle (notée JA) est

dx; ...3x, A
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Interprétations

Interprétation | des symboles dans C, F et P

e SiceCalors I(c) el
e Sif/ne Falors I(f):U" - U
e Si P/ne€ Palors I(P) CU"



Evaluation - 1

Fonction récursive eval(/, ¢)(A) :
e Si A= P(ty,.. )

Si eval(l, ¢)(t ) =u ... eval(l,{)(ty) = u, etsi I(P/n) =
alors eval(/,¢)(A) = 1 ssi (u1,...,u,) € R

0 SiA=(t1 = t)
Sieval(l,{)(t1)) =ue t eval(l,{)(t2) = u

2
alors eval(/, ¢)(A
sinon eval(/,()(A) =

e eval(l,{)(—=B) = non(eva/(/, ¢)(B))

e eval(l,{)(BV C) = ou( eval(l,{)(B) , eval(l,¢)(C) )

e eval(l,{)(BAC)=et( eval(l,{)(B), eval(l,{)(C))
(1,$)(B= C) = implique( eval(l,{)(B) , eval(l,¢)(C) )

e eval(l,



Evaluation - 2

@ Si A=Vx B et pour tous les u € U alors
si eval(l,{[x :=u])(B) =1
alors eval(/,¢)(A) =1
sinon eval(/,()(A) =0
e SiA=3dxB:
si on peut trouver u € U tel que
eval(l,([x := u])(B) =1,
alors eval(1,¢)(A) =1
sinon eval(/,()(A) =0

(x=u]: x—u
y=Cy)six#y



Interprétation dans les entier naturels

Univers Uys = N entiers naturels



Interprétation dans les chaines de caractéres

Univers Usyy = {a, b, c}* : chaines de caractéres sur I'alphabet a, b, ¢

o a

|
a

)
)
)

Istr(concat) = sy, 55 — s152
) = {(s1,52) | s commence par s}
)

= {(51, 52) ’ S» fini par 51}



Evaluation : exemple

C: x—4
y—3
eval(ly, ¢)((x = succ(y)) A inf(x,y))

et 0



Evaluation : exemple - avec quantificateur

eval(Iy, C)(Vx Yy (inf(x,y) = inf(x, succ(y)))) =1

Vérification compliquée
car pas directement calculable



Modele

Interprétation “correspondant™ a la formule :

Définition

Soit un univers U et une interprétation /. L'interprétation est un modeéle de
A (noté | = A) si pour toute valuation ¢ : V — U :

eval(l,¢)(A) =1




Satisfiabilité - validité

Définition : satisfiabilité
Une formule est satisfiable si elle admet un modeéle.

Définition : validité
Une formule est valide si toute interprétation est un modeéle de cette
formule.




Conséquence logique

Définition
Soit E un ensemble de formules et A une formule.

E a pour conséquence logique A (noté E = A) si pour tout univers U,
interprétation / et valuation (

@ si pour toute formule B € E :
eval(1,¢)(B) =1

@ alors
eval(l,{)(A) =1




Equivalence de formule

Définition
A est logiquement équivalente a B (noté A = B) ssi :

AEB e BEA




Substitutions et renommages
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Substitutions et renommages

Application de substitution sur une formule

Substitution o : V — T

V B)o = (Ao) V (Bo),
AN B)o = (Ao) A (Bo),
A= B)o = (Ao) = (Bo)
(Vx A)o = Vx (Ao)

(Ix A)o = 3x (Ao) }

si x € dom(o) et x & U V(a(y))

yE€dom(o)



Substitutions et renommages

Exemple

( (x = succ(y)) Ainf(x,y) )[x := succ(y),y := plus(zero, z)]

(succ(y) = succ(plus(zero, z))) A inf (succ(y), plus(zero, z))



Substitutions et renommages

Exemple - 2

( Jy inf(succ(x),y) )[x := z] = 3y inf(succ(z), y)

( Jy inf(succ(x),y) )y = 2] non défini

( Jy inf(succ(x),y) )[x = y] non défini



Substitutions et renommages

Equivalences remarquables

Renommage de variable :
e Vx A=Vy Alx :=y]siy & FV(A)
e Ix A=y Alx :=y]siy & FV(A)

Autres équivalences
o VxVy A=VyVx A
o dxdy A=dydx A
e dx "A=-Vx A
o Vx "A=-3dx A
Inversions 3V : pas d'équivalence
e JyVx AEvVx3dy A
o Vx dy AEdy Vx A
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Théories logiques

Raisonnement sur une interprétation difficile

@ Possible de raisonner sur un univers fini en faisant des vérifications
systématiques
e Trés coliteux en général
@ Pas toujours possible sur un univers infini : pas de vérification
systématique

@ Infinité d'interprétation possibles



Théories logiques

Représenter les hypothéses / la connaissance

Utiliser des formules pour représenter ce que I'on sait.

Théorie : ensemble de formules représentant la connaissance d'un domaine

Savoir si une formule est “vraie” : savoir si elle est conséquence logique de
la théorie



Déduction naturelle
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Déduction naturelle

Extension de la déduction naturelle au premier ordre

Regles additionnelles pour les quantificateurs et pour =

Manipulation des termes a travers des substitutions

Théories a gauche dans les séquents



Déduction naturelle

Regles proposit

Axiome

ionnelles

FAF A (¥

Regles pour =

Affaiblissement

r-A
NBEA

(aff)

LA-B [FA=B A
FraAsB () e (e
Regles pour L
TEA THE-A rel
Tl Hi)ou(ne) rrA (be) |
Regles pour —
LAEL LoAFL )
rF-A 7 rFA ' °©




Déduction naturelle

Regles propositionnelles - 2

régles pour A

r'-A r=B,,. FAAB [ ,.g r’FAAB

rN-AnB Mr-A

régles pour V
r-A g r-B
r-ave V)

r'FAVB TLAEC F,BI—C(V)
r=¢ y

rN-Ave

(v)




Déduction naturelle

Regles sur les quantificateurs et I'égalité

Regles pour V

_EA
MEvx A

[Evx A

(V;) si x & FV(I) TEA (Ve)

Regles pour 3
M= A[Y/]

bl g Ndx B I,BEA .
rraxa ) (3e) si x & FV(T, B)
N=A )
Regle pour =
— (= FEA[] THe=¢
rl—t:t( /) /]

Al /] =)




Déduction naturelle

Exemple de dérivation

[ = Vx Vy (inf(x,y) = inf(x, succ(y)) , Vx inf(x, succ(x))

ax)

I+ V¥x inf(x, succ(x)) ((Ve)

I+ inf(zero, succ(zero))
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