Cours logique - Mémo n"3

Calcul des séquents

Emmanuel Coquery

1 Préliminaires

Un multi-ensemble est un ensemble dans lequel on tient compte des occurrences
des éléments. On peut également le voir comme une liste non ordonnée. Plus for-
mellement, on le considére comme une fonction qui & chaque élément associe son
nombre d’occurrences :

Définition 1 Un multi-ensemble I' sur un ensemble £ est une fonctionT' : £ — N.

Remarque: Si £ C £ et si I’ est un multi-ensemble sur &, alors on peut définir
un multi-ensemble I' identique & I', mais défini sur & par : I'V(e) = Gamma(e) si
e € £ et I"(e) = 0 sinon. Par la suite, on identifiera I' et I'" et on laissera ’ensemble
& implicite lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Notation: On notera {{ei,...,e,}} le multi-ensemble qui & un élément e associe
le nombre de fois ol il apparait dans ey, ..., e,. Le multi-ensemble vide (qui & tout
élément associe 0) est noté 0.

Définition 2 SiT' et A sont des multi-ensembles alors :
~ TUA est le multi-ensemble défini par : (T UA)(e) = T'(e) + A(e).
- '\ A est le multi-ensemble défini par :
(T'\A)(e) =0 siI'(e) < Ale)
(T'\ A)(e) =T(e) — A(e) sinon.

Par la suite on prendra I’ensemble des formules du calcul propositionnel pour £
(c’est-a-dire que le 'on manipulera des multi-ensembles de formules) et on emploiera
la notation suivante :

Notation: Par la suite, si I et A sont des multi-ensembles et A et B des formules,
on notera :

- IApourTUA

- T',Aou AT pour ' U{{4}}

— A, B pour {{A, B}}

2 Le systeme de calcul de séquents LK
Introduit par Gentzen dans les années 30.
Définition 3 Un jugement en calcul de séquent est de la forme
Ay, ..,A,F By,...,Bny

ou Ai,...,A, et By,...,B,, sont des multi-ensembles de formules. On notera
également un tel jugement par ' F A.

Sil'=A4,...,A, et A= By,...,B,, le jugement I' F A se lit : “de A; et ...
et A, on peut déduire By ou ... ou B,,”.



Définition 4 On dira que I' = A est correct si la formule Ay AN...NA, = B1 V
...V B, est valide.

Si on considere un séquent I' - A avecI' = Ay,..., A, et A= By,..., By, alors :
—sin=0alorsI'=0et I' F A est noté - A. Il est correct si By V...V B,, est
valide.
—sim=0alors A=0et I'F A est noté I . Il est correct si ~(A; A...AA,)
est valide.
Les regles du calcul des séquents sont réparties en quatre groupes : le groupe
structurel, le groupe logique, 'identité et la coupure. Elles sont présentées dans la
table 1.

Théoréme 1 (Elimination des coupures, Gentzen) Tout séquent T' - A est
prouvable dans le calcul de séquent LIC si et seulement si il est prouvable dans le
systeme LIC sans la régle (Coupure).

Exemples de dérivations en calcul de séquents LI :
— Preuve de p — p :
pEp (
= (p=p)

— Preuve de =(pA¢q) = —pV g :

é[))

rtp qtq
Fp,p Fq,~q
FpAg,—p,—q
—(pAg)F—p,—q
~(pAg) - —-p,—pV g
“(pAg@)F—pV g, pV g
~(pAgF-pV—g
F=(pAg) = -pV—q

(VD)
(Vb)
(Cp)

(=np)

— Preuve de (pV @) A=(pAq) = (PA=q)V (P A q) :

pEp quv qkq pEp pkp qkq
—(Vea) —— (b ——(-p — = =
pVqbkpq Fq,~q F-p,p pVaqlkaqp
(AD (
pVqkpA—qq.q pVqk-pAqp,p
(Cp) (Cbp)
pVqkEpA—qq qu%ﬁpA%p(
pv%quFpAﬁ%ﬁpA%pAqu)
quFpAﬂ%ﬂpA%pAq(ﬁd
pVg,-(pAg)FpA-q,-pAg (v3)
pVa,~pAQFpA—-g,(pA=q)V(-pAq) " v
pv%ﬁ@AqﬂﬂpAﬁwVCqu%@Aﬁwvbquhog
pVqg,-(pAq)F(pA-q)V(-pAq) (A2)
PVa.(Va)A-pA) F(pA-a) V(AT
(pv®Aﬂ@AwipvwAﬂ@AqﬂﬂpAﬂvamAw“g)
(pvaﬂ@AQN-@Aﬁwvbqu)(iD)
FeVaA-(pAg = (pA-q)V(-pAq)

(Va)
/\D)
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Reégles structurelles

T-A T-A
Ag) ——— Ap) ——
(4a) T,AFA (4p) THAA
LA AR A THAAA
(Ce) T,AF A (Cp) TFA A
Regles logiques
(ML) AR A
Ly 4t a
ILANBFA (hy) DEAA  TEALB
, I BLEA PP TR AN AN
W) T aNBrA
THAA

1 B,
FAFA T BFA Vp) TEaave
(\/G) b b
T Av BEAA (\/2) I'+AB
D) THA,AVB

(0) IFAA T, BFA o) DAEAB
¢ T I ,A= BF AN D) THA A= B
(o) Lraa () LAEA
YT CAFA PV TEA A
Axiome identité
7 _
(Id) A A
Regle de coupure
'-AA I A A’
(Coupure) ’ :

T,TF A, A

TAB. 1 — Regles du calcul des séquents LK

3 Le systeme G

Il s’agit d’un systeme équivalent au calcul de séquent, mais plus déterministe
dans la recherche des preuves. Les régles du systeme G sont données dans la table 2.

Par la suite, lorsque I'on aura besoin de parler du systéme G et du systeme LI
au méme moment, on indicera le nom de leur regles par leur systeme. Par exemple
(Va) ek est la regle (V) dans LI et la regle (Vg)g est la regle (V) dans G.



Regles logiques

Vo) IAFA  T,BFA Vo) TFAAB
¢ T,AVBFA P) THFAAVB
ro) LA BFA " TFAA TFBA
(Ao [LANBFA p) TFAAB,A
o) I'-AA T,BFA ) T AF B,A
@ [LA=BF A b/ THA=BA
=) TFA A o) T,AF A
¢ T SAFA P)OTEA A

Axiome
INAFAA
TAB. 2 — Regles du systeme G

Lemme 1 Un séquent I' - A est prouvable dans le systéeme G auquel on ajoute les
regles structurelles du systeme LIC si et seulement si il est prouvable dans G.

La preuve du lemme, que nous ne détaillerons pas ici, consiste a montrer que 1’on
peut faire “remonter” les régles d’affaiblissement (Ag) et (Ap), ainsi que les regles
de contractions (Cg) et (Cp) vers les feuilles ou elles seront “absorbées” par les
axiomes (i.e. appliquer un affaiblissement ou une contraction juste avant un axiome
en remontant dans la preuve est inutile).

On peut remarquer que les régles de G correspondent toutes a une ou deux
regles de LK. On peut par exemple montrer que (Vg )g correspond a (Vg) . Cette
démonstration fait intervenir les regles structurelles, mais d’apres le lemme 1, on
peut les ajouter dans G sans changer les séquents démontrables par le systéme.
Pour démontrer cette correspondance, on montre que (Vg)g peut étre vue comme
un morceau de dérivation faisant intervenir (Vg)zi, et inversement :

- (Vg)g vue comme un morceau de dérivation faisant intervenir (Vg)oic :

IAFA T,BFA
I,T,AVBFA,A
I,T,AVBFA
T,AVBFA

(Va)cx
(Cp) appliquée m fois pour dupliquer A

(Cq) appliquée n fois pour dupliquer T’

— (V@) ek vue comme un morceau de dérivation faisant intervenir (Vg)g :

! /
—Eﬁgté—(AD)m/mm Allfitég%AD)nlbm
TAF A, A D I BFA,A ,
—(AG) n fOlS —<AG) n fOlS
LTV AFA A TV BFA,A
(Va)g

T, AVBFA,A

on suppose que la taille de T' (resp. IV, A et A’) est n (resp. n’, m, m’). Les
régles d’affaiblissement (Ag) et (Ap) sont utilisées pour supprimer T, TV, A
et A’ lorsque c’est nécessaire.



On peut montrer de la méme manieére que (Ap)cx correspond & (Ap)g et que
(:>G)£]C correspond a (ég)g.
On montre également que (Vp)g correspond & (Vh) i et (V) zk
— (Vp)g vue comme un morceau de dérivation faisant intervenir (V1),xc et
(Vh)ex -
'-AAB
I'FA A AvB
I'FAAVB,AVB
THFAAVB

(VB)ck

UH
R
g

~ (VL) zx vue comme un morceau de dérivation faisant intervenir (Vp)g :

THA, A
————(4Ap)
LEAAB
rFa Avp P9

— (V%)) 2k vue comme un morceau de dérivation faisant intervenir (Vp)g :

I'FA,B
————(4p)
LEAAB
rFAa,AvB P9

On peut montrer de la méme maniere que (Ag)g correspond & (AL)ck et
(A& k-

On peut également remarquer que les régles (=p), (—¢) et (—p) sont identiques
dans G et dans LIC.

Enfin laxiome dans LK est un cas particulier de I'axiome dans G (il suffit de
prendre I' = ) et A = (). D’un autre c6té Paxiome I'; A - A, B de G est prouvable
dans LK : il suffit d’appliquer de maniere répétée (Ag) et (Ap) pour éliminer I" et
A en remontant et ainsi obtenir A F A qui est 'axiome dans LK.

Lemme 2 Un séquent I' F A dans le systéme G auquel on ajoute les régles struc-
turelles de LK si et seulement si il est prouvable dans LIC sans (Coupure).

Preuve: Etant donnée une dérivation de I' - A dans £K sans (Coupure), on peut
construire une dérivation de I' - A dans G auquel on ajoute les regles structurelles
de LK en remplagant chaque application de regle par le morceau de dérivation qui
lui correspond (donné ci-dessus pour (Vg), (V) et (V%)).

De méme, étant donnée une dérivation de I' A dans G auquel on ajoute les
regles structurelles de L£IC, il est possible de construire une dérivation de I' - A
dans LK sans (Coupure). O

Propriété 1 Etant donné un séquent I' B A, il existe une dérivation dans LK
ayant I' B A comme conclusion si et seulement si il existe une dérivation dans G
ayant également I' = A comme conclusion.

Preuve: D’apres le théoreme d’élimination des coupures, I' - A est prouvable dans
LK si seulement si il est prouvable dans LK sans (Coupure). Cest-a~dire, d’apres
le lemme 2 si et seulement si il est prouvable dans G auquel on ajoute les regles
structurelles de LK. C’est-a-dire, d’apres le lemme 1, si et seulement si il est prou-
vable dans G. O



Propriété 2 Le systeme G n’est pas sensible a l'ordre d’application des régles : si
deuzx régles (Ry) et (Rg) du systéme G peuvent étre appliquées et avoir un séquent
I'F A comme conclusion, et s’il existe une dérivation de I' = A dans G dont la régle
la plus proche de la conclusion est (Ry), alors il existe une dérivation de I' = A dans
G dont la régle la plus proche de la conclusion est (Rz).

Autrement dit, on peut choisir de maniére arbitraire une regle parmi les regles
applicables a un moment donné lorsque ’on construit une dérivation sans que cela
n’aie d’impact sur la possibilité de terminer la dérivation. Si on voit les multi-
ensemble dans les séquent comme des liste, on peut par exemple choisir d’appliquer
la regle qui concerne la formule non atomique la plus & gauche dans le séquent. Si
on réussit la dérivation, on obtient un arbre de dérivation systématique du séquent
conclusion.

Corollaire 1 Etant donné un séquent I' - A, il existe une dérivation de T' F A
dans G si et seulement si il existe un arbre de dérivation systématique de I' = A
dans G.

Ce corollaire donne un algorithme pour prouver un séquent dans G : il suffit d’es-
sayer de construire un arbre de dérivation systématique du séquent. Si la construc-
tion réussit, le séquent admet une dérivation dans G, sinon aucune dérivation dans
G n’admet ce séquent comme conclusion.

Propriété 3 Le systeme G est correct et complet : étant donné un séquent Ay, ..., A, F
By, ..., By, il existe une dérivation dans G ayant I' = A comme conclusion si et
seulement si la formule Ay A...NA, = By V...V B, est valide.

Corollaire 2 Le systéme LK est correct et complet : étant donné un séquent A1, ..., A,
By,..., B, il existe une dérivation dans LK ayant T' = A comme conclusion si et
seulement si la formule Ay A...NA, = By V...V B, est valide.

Exemple de dérivation dans le systeme G : preuve de =(p A q) = —pV —¢ :

p.aq (=)
pEp,—q (=) pFa,—q (=)
Fp,—p, g e 2| (Ap)

FpAg,—p,—q
——————(Vp)
F-pV-q,pAq
re)
—(pAg)F-pV g (=)
F=(pAq)=-pVq

On peut remarquer que cette dérivation a été obtenue de bas en haut en appliquant
systématiquement la régle concernant la formule non atomique la plus a gauche
dans le séquent.



