LIF11 - TD2
Correction

Exercice 1:

Un prisonnier doit choisir entre deux cellules dont I'une cache une princesse et ’autre un tigre.
S’il choisit la princesse, il doit I’épouser, mais s’il tombe sur le tigre, il est dévoré. A noter que les
deux cellules peuvent contenir un tigre, ou les deux cellules une princesse.

Sur I'une des portes (la porte A), Paffiche indique: ”Il y a une princesse dans cette cellule et
un tigre dans I'autre”; sur la deuxiéme porte (la porte B), il est écrit: "Il y a une princesse dans
une cellule et il y a un tigre dans une cellule”. Il faut encore noter qu'une affiche dit la vérité et
que I'autre ment. Ecrire une formule qui permet de représenter la situation et en déduire quelle
porte le prisonnier doit ouvrir (i.e. ce qu'il y a dans chacune de ces cellules).

Correction: On introduit une variable p4 (resp. pp) qui vaudra vrai si la cellule A (resp. B)
contient une princesse. la premiere affiche se traduit par pa A —pg. La seconde se traduit par
(paVpB)A(—paV-pp). L’énoncé se traduit donc par ~(pa A—pp) < ((paVpe)A(—paV-pp)),
formule que ’on cherche & rendre vraie. Il suffit de prendre une interprétation I telle que I(pa) = F
et I(pg) =V, c’est & dire qu’il y a une princesse dans la cellule B et un tigre dans la cellule A. O

Variation: D'affiche de la cellule A dit la vérité s’il y a une princesse dans la cellule A, elle ment

s’il y a un tigre. Pour la cellule B, c’est I'inverse: s’il y a un tigre, elle dit la vérité, s’il y a une
princesse, elle ment. Voici donc les deux affiches. L’une dit: ”Les deux cellules contiennent des
tigres” et l'autre: ”Cette cellule contient un tigre”. Quelle porte choisir?
Correction: On ne sait pas sur quelle porte est collée quelle affiche. On introduit donc une
variable p.e;; qui vaudra vrai si la premiere affiche est collée sur la cellule A et faux sinon. Dans
le cas ou la premiere affiche est collée sur la cellule A, la formule suivante traduit la situation:
(pa < (—=pa A—pp)) A (—pp < —pp). S la premiere affiche est collée sur la deuxiéme cellule, on
obtient: (pa < —pa)A(—pp < (—paA-pp)). La formule totale représentant la situation est donc
(Peett = (pa & (mpaA=pB)) A (=pB & —PB)) A "Peett = (pa < —pa) A (—pp < (~pa A—pp)). Il
faut prendre comme interprétation I: I(pa) = F, I(pg) =V et peeyy = V (ce qui peut étre obtenu
soit avec un calcul de table de vérité, soit en réfléchissant directement sur les formules).

Exercice 2:

Pour chacune des fonctions f; et fs, donner une formule qui la réalise. On pourra éventuellement
pour cela suivre la méthode suggérée a travers la démonstration du fait que {T, L, =, A, =, V} est
fonctionnellement complet.

€ Y z fl(xvyvz) fQ(xvwa)

Vv V. V A% F

vV V F \Y% F

VvV F V F F

VvV F F \Y% A%

F VvV V F F

F V F F A%

F F V A% F

F F F F F
Correction: On décompose f; en deux fonctions & 2 arguments fi(y,z) = fi(V,y,2) et
fi(y,2) = fi(F,y,2). On recommence l'opération avec fi décomposée en fil et fi? et fi



; y 21 22
décomposée en fi et fi
a chaque étape des équivalences remarquables. On procede de la méme maniére pour fo

On en donne également une version simplifiée obtenue en utilisant

’ Fonction ‘ Formule Formule simplifiée ‘

111 (pz = T) A (_‘pz = T) T

112 (pz = J—) A (_'pz = T) Pz

121 (pz = J—) A (_‘pz = J—) 1

21 (pz = T) A (—'Pz = J—) D=
fl (py = T) A (_‘py = ﬁpz) Pz = Dy
f (py = L) A (=py = p2) ~(pz = py)
fl (pm = (pz = py)> <_‘pa: = _‘(pz = pu)) Pz <= (pz = py)
211 (pz = J—) (_‘pz = J—) 1

212 (pz = J—) A (_'pz = T) Pz

221 (pz = J—) A (_'pz = T) Pz

’;)21 (pz :>J—)/\(jpz :>J—) 1

1

b (py = L) A (=py = ) Py A P2

5 (py = —w2) A (=py = 1) Py A\ 7Dz
f2 (pw = (_‘py A _‘pz)) A (_‘pw = (py A ﬁpz)) B ZAN _‘(pw < py)

Exercice 3:

Soient les substitutions suivantes:
° 0 = [qu/p’uév /q}
o oy = [u@—w/p,v/\u /q’—\(u\/v) /r}

® 03 = [1)/17’“/\” /qau /r]

Donner le résultat de I’application de o1, o9 et o3 sur les formules suivantes:

e A=(pA=g)V-pVyg
Correction:
Aoy = (uVo)A=(u=v)Va(uVo)V(u=v)
Aoy = ((u & v)A=(vAw)V-(ues )V (vAu)
Aos = (W A=(uAv))V-oV(uAv)
e B=(pVqVr)
Correction:
Boy = ((uvo)V(u=v)Vr)
Bos = ((u< )V (vAw)V (=(uVw)))
Bosz = ((v) V(uAv)V (u))
e C=(r={@EVa)IAPsqgAr)
Correction:
Coy = (r = (V) V (1= 0))) A (V) & (1= v) AT)
Coy = ((— (u \/v)) = ((ue W) VwAuw)A(ue —w) e (vAu) A(-(uVo)))
Coz =(u= (vV(uAv))A (e (uAv)Au)

Donner la table de vérité des formules qui apparaissent dans oy, o2 et o3, ainsi que celle des

formules A, B et C.
Correction:



En utilisant les tables de vérité précédentes, donner la table de vérité de Aoy, Bosy et Cos.
Correction: On utilise la table de vérité des formules des substitutions pour connaitre la valeur
des formules remplagant p, g et r, puis on utilise les tables de A, B et C avec ces valeurs:

w v 1 | Bop|Cop

vV VvV V|V \%4

Vv VvV F| V F

Vv F V|V F

Vv F F| V F

F v V|V \%4

F VvV F Vv F

F F V vV F

F F F| V \%4
w v | Aoy | Aoy | Bog | Cog | Aos | Bos | Cos
Vv V|V \% \% \% \% \% \%
Vv F| V \% \% r \% \% F
F vV \% \% Ia \% \% F
F F|V \% \% F \% F \%

u v |uVo(por) | u=v(go1) | us w(pos) | v Au(qoz) | 7(uVv)(roz) | v(pos) | uAv(gos) | u(ros)
Vv Vv Vv F Vv F % Vv Vv
vV F v F v F F F F \%4
F Vv % \% |4 F F \% F F
F F F \% F F \% F F F
p q|(pAN-g)V-pVyg
Vv Vv
vV F \%
F v v
F F v
p_q r|pVgVr|(r= (Ve ApsqgAr)
VvV Vv Vv %
vV V. F 1% F
vV PV v F
vV F F v F
F v v v F
r v F v Vv
F PV v F
F F F F v
O




Exercice 4: Additionneur binaire

Un additionneur binaire est un circuit électronique permettant de réaliser des additions sur
des entier positifs écrit en base 2. Un additionneur additionnant des nombres codés sur n bits
possede 2 X n entrées et n + 1 sorties (en effet, en binaire 10 + 10 = 100).

On souhaite vérifier un additionneur binaire en controlant ses sorties en fonction de ses entrées.
L’additionneur est représenté par n + 1 formules Ay, ..., A,11 ayant 2n variables représentant les
entrées du circuit et telle que valeur de vérité de A;, correpond & la valeur de la k7™ sortie.

1. Donner la table de vérité de deux fonctions pour I’addition de 3 bits:

e la premiere calcule la somme des 3 bits sans retenue (i.e. 1+ 1+ 1+ 1);

e la second calcule la retenue de cette somme.

Correction:

somme | retenue

HEmEHE << <|T
HHEH<<HE<g<)e
mH<H<H<TE<|

HomR<md<

H<<TH<TmE<

2. Donner deux formules réalisant ces fonctions.

Correction:

e somme: S=p & (g&T)
e retenue: R=(p= (gVr))A(-p=(qgAr))
3. En déduire les formules spécifiant les sorties d’un additionneur 2 bits. On considere que les

entier sont représentés avec le bit de poids faible ayant le plus petit indice, que le premier
entier est représenté par pi,ps et que le second est représenté par q1, qo.

Correction:

e By =p; & ¢ (obtenue & partir de la formule pour la somme en replagant r par L).

e On pose R; = p1 A q1 (obtenue & partir de la formule pour la retenue en replagant r
par L). On a alors By = S[pa2/p,q2/q, R1/7] = p2 < (g2 < (p1 A q1))-

® B3 =R[ps/p,q2/q, Ri/r] = (p2 = (2 V (01 Aq1))) A (—p2 = (g2 A p1 A qu)).

4. Généraliser la construction précédente pour donner une maniere de construire les formules
de spécification des sorties d’'un additionneur n bits.

Correction: On construit itérativement les formules By et Ry selon le schéma suivant:
[ ] Rl =p1 AN q1

By, = S[pi/p, qx/q, Ri—1/7] pour 2 < k <n

Ry = Rlpi/p, q1/q, Re—1/r] pour 2 <k <n+1

Bn+1 - Rn+1



5. Expliquer comment on peut utiliser ces formules avec les formules Ay,..., A,11 afin de
vérifier que ’additionneur est correct.

Correction: Il suffit de vérifier que A; = B; pour 1 <i<n+ 1.

Exercice 5:
Démontrer que les séquents suivants sont corrects en utilisant le systéeme G puis en utilisant le

systeme LKC:
e p=q)Aptq
et(p=q9=p=p
e p=q,q=>rkFp=r
e EpVigAr)=(pVgA(Vr)

Correction:
e (p=aq)Aptyq
Syste :
ysteme G (Ax) (Ax)
pFaqp p,qu(:m)
pP=qpkq (Ae)
(p=q Aptq
Systeme LK: (1d) (1d)
pkp q-q
(=a)
p=q,pkgq (A2,)
p=q.(p=>q Apkgq G(/\l)
(p;‘q)Ap,(p;&Q)ApF(%G)G
(p=q) Apkq
etb(lp=q¢ =p =rp
Systeme G: . (Ax)
w(ip) 7(Ax)
Fp=q,p pr<:>G)
p=q=pkp (=p)
Flp=q) =p) =rp
Systeme LKC:
T(Id)
pr (Ap)
W(jm —(Id)
Fp=gqp pr(éG)
(p:>Q)$pr,p(CD)
(p=q) =pkp (=p)
Fllp=>q =p) =rp
ep=>q,q=>rktp=r
Systeme G:
—(Azx ——(Ax
A p,qﬂ",q( ) 10,477”"7'( )
—(Ax) (=¢c)
p,q=>TFET,p p,q7q=>7+r(:>g>

»p=q,q=>ThkT
(=Db)
p=qq=>rkp=r




Systeme LK:

Y i
——(Id) =a)
pkEp ¢, q=>rkr
=q)
pp=q.q=>rtr
p=q,q=>rkFp=r
e EpV(gAT)= (Vg A(PVT)
Systeme G:
(Ax) (Ax)

T Fop, ,rEp,r
pkp q(Ax) pkp T(Ax) ;TFIZ;\/QQ(VD) :W;)VT(VD)
————(Vp) ——(Vp) ’ : (AD)

D D
pkEpVyg pEpVr qg,rE (Vg N(pVr
(AD) (pVa) A( )(A)

pEoVa Ay " ATV APV )
pVAr)E(@VgA(pVr) (=p)
FpVi(gAr)=(pVgA(pVr)
Systeme LK:
—(Id) (Id)
) ) Ty T )
PN PP grpvVg 1 rEpvr 9
n Vb (Vp) G (AG)
pEpVg prv(vD) gATrtpVyg q/\erV(/(D)
me(qu)/\(p\/r)(CG) qAT,q/\TF(p\/Q)/\(pW)(Cg)
pE(pVgyA(pVrT) qMF(pVQ)A(pW)(vG)

pV(qM’)F(p\/Q)A(pVT)v(pVQ)A(p\/T’)(CD)
pVAr)E(@VgA(pVr) —p)
FpVi(gAr)=(pVgA(pVr)

Exercice 6:

Montrer que les régles (Ag) et (Cp) du systeme LK sont correctes. Montrer que la régle (Vp) du
systéme G et la regle (=) du systéme LK sont correctes.

Correction:  On pose I' = {{A4,...,A,}} et A = {{B1,...,Br}}. On pose également
I ={{4],... A, }} et A" = {{Bj{,..., B}, }}. Remarque les cas présentés ne sont pas toujours
mutuellement exclusifs, mais ce n’est pas grave.

(Ag): SiT k A est correct, alors = A\l A; = \/f:1 B;. Donc pour toute interprétation I:
e Soit [Al_; A;]r = F. Alors [\l_; Ai N A]; = F et donc [\]_; A, NA= \/f:1 Bl =V
e Soit [V¥_, B =V. Alors [NI_, AiAnA= ' Bl =V
Donc = AL, AiNA= \/f:1 B;, donc I'; A+ A est correct.

(Cp): SiT F A A, A est correct, alors = Al A; = \/f:1 B, VAV A Comme AV A = A,
= A, A =V Bi VA DoncT kA, A est correct.

(Vp): SiT + A, A, B est correct, alors = A7, A; = \/I_,Bi VAV B. Alors = \I_, A; =
\/f:1 B;V(AV B) et donc '+ A, A, VB est correct.

(=¢g): SiTF A, A est correct, alors = A7, 4; = AV V' B;. SiT/,BF A, alors = /\;il AL N
B=\/"_ Bl. Onpose C = A\, Ai, Ni_; A} A (A = B) = \/*_, B; v \V*_, B]. Pour toute
interprétation I:



o Soit [A"_, Ai]; = F, alors [A"_, A, AN, AN (A= B)]; = Fet [C]; =V.
o Soit [\, Al]; = F, alors [\, A, AN, AL A (A= B)]; = F et [C]; = V.
o Soit [\V*_ Bi]; =V, alors [V*_, BivVV' B, =Vet[C], =V.

Vv

Lalors ¥, BV, B, =Vet[Cl; =V.

%RWFJ%H]:FJ%mMéBh:R®mML&ANL&AM$
B)l;=F,dou[C];=V.

[}
w
o)
=
-+
<
>
)\_I‘
=
=
I

Donc = Ay Ai, A1y A5 A (A = B) = Vi, B, vV Bl, donc T, T, A = B+ A, A’ est
correct.

Exercice 7:

Montrer que les régles (AG) et (AZ) du systeme LK peuvent étre remplacées par la régle (Ag) du
systeme G.

Montrer que la régle (=-¢) du systéeme LK peut étre remplacée par celle du systeme G.
Correction: Il faut montrer que toute application de (AL)cxc ou de (AZ)zxc peut étre remplacée
par un morceau de dérivation utilisant (Ag)g et inversement.

(A&)ck:
T AFA
T.ABLA
T AABE A

(Ag)

(Aa)g

I'BFA
————(4q)
RABFA(A)
T AANBFA ¢

LABEA o
I, A ANBEA N

FAABAABF&g)K
ILAABF A

11 faut montrer que toute application de (=) cic peut étre remplacée par un morceau de dérivation

utilisant (=¢)g et inversement.
Onpose: I' = {{A1,...., A} }, A={{B1,.... B} }, I" ={{4},.. ., A, }}et A = {{B{,...,Bl.} }.

(=a)ck:
! !
M(AD) w k! ﬂ(flp) < k
-AA A , I BFAAN
TSR (Mg xS (Ag) xn
I, A A, A RﬂBFAAe”
T, A= BFA,A @9
(=a)g
'-AA I',BFA
(=a)cx
I'T,A= BFAA
(CD) X k
I.,,A= BFA
(CG) Xn
[LA= BFA



Reégles du systeme LK

T'FA T'FA
(4a) T,AF A (4p) THAA
TLAAFA THAAA
(Ce) TAF A (Cp) TFA A
(L) TAFA
Ly A48
I,AABEA (hy) FEAA  TEALE
) I BEA Pl IR AAANB
(AG) ILAANBFEA
o) THA A
by o 2d
(o) DACA  TBEN T-AAVE
¢ [.I",AVBFA,A /2 I'A B
(VD) I'-AAVB
) T-FAA TI.,BFA =) IA-A,B
¢ IV A= BF AN b) THFAA=B
=) THAA o) AR A
YT CAFA PV TEA -A
) T2
© ) THAA  TLAFA
oupure T F A A
Reégles du systéme G
Vo) IAFA T,BFA Vo) T'+A,AB
¢ T,AVBFA b) THAAVB
(he) I A, BFA (o) I'-A,A TFBA
¢ T,ANBFA b T-AAB,A
() I'AA T©,BFA ) T A+ B,A
¢ [LA=BF A P/ THA=BA
. THAA o) AR A
¢ T SAFA PV TEA A
(Axiome)

A-AA



