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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Caractérisation
Sommets a b c
Centre de gravité 𝐠𝐠 = 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 + 𝐜𝐜 /3
Normale �𝐧𝐧 unitaire (sens de parcours) et aire 𝑠𝑠

Normale moyenne un sommet d’un maillage

a

b

c

g 

n

Triangles

𝐧𝐧 = 𝐛𝐛 − 𝐚𝐚 × 𝐜𝐜 − 𝐚𝐚
On définit �𝐧𝐧 = 𝐧𝐧/ 𝐧𝐧

s = 1/2 |𝐧𝐧| = 1/2 |(𝐛𝐛 − 𝐚𝐚) × (𝐜𝐜 − 𝐚𝐚)|

Norme du produit vectoriel

𝐩𝐩𝑖𝑖 𝐩𝐩𝑖𝑖+1

𝐩𝐩0
𝐧𝐧 = �

𝑖𝑖=0

𝑖𝑖=𝑛𝑛

(𝐩𝐩0 − 𝐩𝐩𝑖𝑖) × (𝐩𝐩0 − 𝐩𝐩𝑖𝑖+1)

Coordonnées 𝐩𝐩 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧
Norme ||𝐩𝐩|| = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 1/2

Vecteur unitaire �𝐩𝐩 = 𝐩𝐩/||𝐩𝐩||
n

Souvent on travaille avec 𝐩𝐩2 pour 
éviter le calcul de la racine
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Classification d’un point 
Trouver les solutions 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 de 𝐩𝐩 = 𝐚𝐚 + 𝑢𝑢 𝐛𝐛 − 𝐚𝐚 + 𝑣𝑣 𝐜𝐜 − 𝐚𝐚
Les coordonnées 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 d’un point dans 𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚 permettent d’interpoler des valeurs aux sommets

Triangles

bool Triangle::Inside(const Vector& p) const
{
Vector ac = c - a ; // Vecteurs dans le repère de a
Vector ab = b - a ;
Vector ap = p - a ;

double abab = ab * ab ; // Produits scalaires
double abac = ab * ac ;
double abap = ab * ap ;
double acap = ac * ap ;

// Coordonnée u et test de demi espace
double u = acac * abap - abac * acap ;
if (u<0.0) return false;

// Coordonnée v et test de demi espace
double abab = ab * ab ;
double v = abab * acap - abac * abap ;
if (v<0.0) return false;

double d = abab * acac - abac * abac ;

// Dernier test
return (u + v <= d) ;

}

a

b

c

u

v

u > 0
v > 0 

u + v < 1

𝑢𝑢 = 𝐩𝐩 − 𝐚𝐚 ⋅ 𝐜𝐜 − 𝐚𝐚 ^ × 𝐛𝐛 − 𝐚𝐚 ⋅ 𝐜𝐜 − 𝐚𝐚 ^

𝑣𝑣 = 𝐩𝐩 − 𝐚𝐚 ⋅ 𝐛𝐛 − 𝐚𝐚 ^ × 𝐜𝐜 − 𝐚𝐚 ⋅ 𝐛𝐛 − 𝐚𝐚 ^
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

a

𝐧𝐧a

b

c
Caractérisation

Sommets a b c augmentés de normales 𝐧𝐧a, 𝐧𝐧b, et 𝐧𝐧c
La pseudo normale �𝐧𝐧 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 de T interpole 𝐧𝐧a, 𝐧𝐧b, et 𝐧𝐧c

Triangles lisses

𝐧𝐧b

𝐧𝐧c

SmoothFlat

Point p = a + u ( b – a ) + v ( c – a )
Normale �𝐧𝐧 = 1 − 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 𝐧𝐧a + 𝑢𝑢𝐧𝐧b + 𝑣𝑣𝐧𝐧c

Géométrie plane
Lissage lors du rendu

Diffus
𝐧𝐧 ⋅ 𝐥𝐥

Spéculaire
𝐫𝐫 ⋅ 𝐞𝐞 où 𝐫𝐫 = 𝐥𝐥 − 2 𝐧𝐧 ⋅ 𝐥𝐥 𝐧𝐧

Point normal triangles
Triangles de Bézier incurvés 
Géométrie obtenue à partir des sommets a b c et normales 𝐧𝐧a, 𝐧𝐧b, et 𝐧𝐧c Master

𝐩𝐩 𝑢𝑢, 𝑣𝑣
�𝐧𝐧 𝑢𝑢, 𝑣𝑣
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Cercles
Cercles inscrit et circonscrit

Le centre des cercles conscrit et inscrit

L’aspect 𝜌𝜌 définit l’aplatissement du triangle

Notations
Sommets 𝐚𝐚, 𝐛𝐛, 𝐜𝐜 et longueurs d’arêtes 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐
Demi périmètre 2𝑠𝑠 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

Propriétés

𝐴𝐴2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
4𝑅𝑅

= 𝑟𝑟𝑟𝑟

a

b

c

𝑟𝑟2 =
𝐴𝐴
𝑠𝑠

= 𝑠𝑠 − 𝑎𝑎 𝑠𝑠 − 𝑏𝑏 𝑠𝑠 − 𝑐𝑐 𝑅𝑅 =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
4𝐴𝐴

0 < 𝜌𝜌 = 𝑟𝑟/𝑅𝑅 < 1/2

Circonscrit 𝐚𝐚, 𝑎𝑎2 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2 , 𝐛𝐛, 𝑏𝑏2 𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2 , 𝐜𝐜, 𝑐𝑐2 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2
Inscrit 𝐚𝐚, 𝑎𝑎 , 𝐛𝐛, 𝑏𝑏 , 𝐜𝐜, 𝑐𝑐
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Triangle Meshes
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Maillages géométriques
Structure

Géométrie G : coordonnées (sommets, normales)
Topologie T : connectivité entre sommets V, arêtes E, faces F
Le maintien de T est couteux (𝑛𝑛 F → E, 𝑛𝑛 V → E,…) 

2 E → F

𝑛𝑛 V → E

𝑛𝑛 F → E

Constante
Certaines déformations
Transformations affines 
Affichage

Changements
Découpage
Union, différence
Raffinement, simplification

Topologie
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Structure topologique minimale
Maillages triangulaires à topologie constante

Géométrie contenant les sommets et les normales
Facettes F triangulaires (3 F → V)
Triplets a, b, c pour chaque triangle

p3

p0

p1 p2

class Mesh {
std::vector<Vector> p ; // Vertexes
std::vector<int> t ; // Indexes

};

p3

p0

p1

p2

Géométrie G

0 3 2

1 0 2 

Topologie T

3 F → V
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Normales aux sommets
Géométrie G augmentée des normales aux sommets n
Double triplet entrelacés a, na, b, nb, c, nc pour chaque triangle
Triangles plats avec normales identiques, lisses avec normales différentes

Triangles lisses

class Mesh {
std::vector<Vector> p ; // Vertexes
std::vector<Vector> n ; // Normals
std::vector<int> t ; // Indexes

};

p3

p0

p1

p2

Géométrie G

0 0 3 1 2 2

1 3 0 3 2 3

Topologie T

n3

n0

n1

n2

p3

p0

p1 p2

p4

Smooth

Flat
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Structure
5 sommets, 4 faces triangulaires et 1 rectangulaire (donc 6 triangles)

Pyramide

𝜓𝜓(+𝑎𝑎, 0,0)

(−𝑎𝑎, 0,0)

(0,−𝑎𝑎, 0)

Géométrie G

0 0 1 0 4 0

1 1 2 0 4 1

Topologie T

𝐳𝐳

𝐱𝐱

𝐲𝐲

0 4 2 4 1 4

0 4 3 4 2 4

(0, +𝑎𝑎, 0)

Triangles 
plats

Rectangle
plat

𝐧𝐧𝟎𝟎

(0,0,𝑎𝑎)

𝐩𝐩0

𝐩𝐩1

𝐩𝐩2

𝐩𝐩𝟑𝟑

𝐩𝐩4

𝐩𝐩0

𝐩𝐩1
𝐩𝐩2

𝐩𝐩𝟑𝟑

𝐩𝐩4 𝐧𝐧𝟑𝟑

𝐧𝐧𝟐𝟐

𝐧𝐧𝟏𝟏

𝐧𝐧𝟒𝟒

2 2 3 2 4 2

3 3 0 3 4 3

(𝜓𝜓,𝜓𝜓,𝜓𝜓)

(−𝜓𝜓,−𝜓𝜓,𝜓𝜓)

(𝜓𝜓,−𝜓𝜓,𝜓𝜓)

(−𝜓𝜓,𝜓𝜓,𝜓𝜓)

(0,0,−1)

𝐧𝐧0

𝐧𝐧1

𝐧𝐧2

𝐧𝐧𝟑𝟑

𝐧𝐧4

𝜓𝜓 = 1/ 3
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Structure
𝑛𝑛 + 2 sommets, dont 𝑛𝑛 pour la circonférence, et 2 pour le sommet et la base
𝑛𝑛 + 1 normales, 𝑛𝑛 partagées pour la partie conique, 1 pour le disque inférieur
2𝑛𝑛 triangles, dont 𝑛𝑛 plats et 𝑛𝑛 lisses

Cône

𝐩𝐩𝑛𝑛

𝐩𝐩0

𝐩𝐩𝑛𝑛−1

Géométrie G

0 0 1 1 n+1 0

n-1 n-1 0 0 n+1 n-1

Topologie T

𝐧𝐧𝑛𝑛

𝐧𝐧0

𝐧𝐧𝑛𝑛−1
𝐳𝐳

𝐱𝐱

𝐲𝐲

𝐩𝐩𝑛𝑛+1

𝐩𝐩𝑖𝑖 𝐩𝐩𝑖𝑖+1

0 n 1 n n n

n-1 n 0 n n n

⋮ ⋮

⋮
𝐩𝐩𝑛𝑛

𝐩𝐩𝑛𝑛+1

Points 
du cercle

Centre 
du cercle

Sommet

Partie conique 
à triangles lisses

Disque 
triangles plats

𝐧𝐧𝑖𝑖

𝐧𝐧𝑖𝑖+1
𝐧𝐧𝑛𝑛

𝐧𝐧𝑖𝑖

Choix pour réduire le 
nombre de normales
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Parametric surfaces

Computer Graphics



Meshes

eric.galin@liris.cnrs.fr

http://liris.cnrs.fr/~egalin

16 février 2023 15

Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Formes particulières
Cylindre

Soit 𝐶𝐶 le cylindre de sommets 𝐚𝐚 et 𝐛𝐛, de rayon 𝑟𝑟
Paramétrage avec 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 0,1 2 par changement de variable

a

b
𝐩𝐩 = 𝐚𝐚 + 𝑢𝑢 ℎ 𝐳𝐳 + 𝑟𝑟 cos2𝜋𝜋𝑣𝑣 𝐱𝐱 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋𝑣𝑣 𝐲𝐲

Discrétisation
Maillage de révolution de 2𝑛𝑛 sommets, 2𝑛𝑛 triangles et 𝑛𝑛 normales 
Tableau de sommets 𝐯𝐯

For 𝑖𝑖 ∈ 0,𝑛𝑛 − 1
𝑢𝑢 = 𝑖𝑖/(𝑛𝑛 − 1)
Calculate 𝐚𝐚𝑖𝑖 = 𝐚𝐚 + 𝑟𝑟 cos2𝜋𝜋𝑣𝑣 𝐱𝐱 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑣𝑣 𝐲𝐲
Set 𝐯𝐯 𝑖𝑖 to 𝐚𝐚𝑖𝑖 and 𝐯𝐯 𝑖𝑖 + 𝑛𝑛 to 𝐚𝐚𝑖𝑖 + ℎ 𝐳𝐳

Géométrie G

For 𝑖𝑖 ∈ 0,𝑛𝑛 − 1
Add triangles as integer triples
𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 + 1 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 + 1
𝑖𝑖 + 1 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 + 1, (𝑖𝑖 + 1) 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 + 1

Topologie T

𝐚𝐚𝑖𝑖

𝐱𝐱 = 𝐳𝐳⊥ 𝐲𝐲 = 𝐳𝐳⊥ × 𝐳𝐳ℎ = 𝐛𝐛 − 𝐚𝐚
𝐳𝐳 = (𝐛𝐛 − 𝐚𝐚)/ℎ

𝐳𝐳

𝐱𝐱

𝐲𝐲

𝐚𝐚𝑖𝑖+1

𝐛𝐛𝑖𝑖
𝐛𝐛𝑖𝑖+1

Prendre modulo 𝑛𝑛

𝐧𝐧𝑖𝑖

𝐧𝐧𝑖𝑖
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Surfaces paramétriques
Surfaces d’élévation

Equation de type 𝑧𝑧 = ℎ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) où 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑥𝑥𝐚𝐚, 𝑥𝑥𝐛𝐛 × 𝑦𝑦𝐚𝐚, 𝑦𝑦𝐛𝐛
Paramétrage équivalent sur 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 0,1 2 par changement de variable

𝑥𝑥 = 1 − 𝑢𝑢 𝑥𝑥𝐚𝐚 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝐛𝐛
𝑦𝑦 = 1 − 𝑣𝑣 𝑦𝑦𝐚𝐚 + 𝑣𝑣𝑦𝑦𝐛𝐛

𝑧𝑧 = 𝑓𝑓 𝑢𝑢, 𝑣𝑣

a b

p

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦

𝑧𝑧 = ℎ 𝑥𝑥, 𝑦𝑦

Discrétisation régulière
Génération d’un maillage de 𝑛𝑛2 sommets et de 2 𝑛𝑛 − 1 2 triangles
Tableau de sommets 𝐯𝐯

For 𝑖𝑖 ∈ 0,𝑛𝑛 − 1
For 𝑗𝑗 ∈ 0,𝑛𝑛 − 1

𝑢𝑢 = 𝑖𝑖/(𝑛𝑛 − 1) and 𝑣𝑣 = 𝑗𝑗/(𝑛𝑛 − 1)
Calculate 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, and 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓 𝑢𝑢, 𝑣𝑣
Set 𝐯𝐯 𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 to 𝐩𝐩𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧

Géométrie G

For 𝑖𝑖 ∈ 0,𝑛𝑛 − 2
For 𝑗𝑗 ∈ 0,𝑛𝑛 − 2

Add triangles as integer triples
𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 + 1 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 + 1 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 + 1
𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 + 1 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 + 1, 𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 + 1

Topologie T

𝐩𝐩𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐩𝐩𝑖𝑖+1𝑗𝑗

𝐩𝐩𝑖𝑖+1𝑗𝑗+1

𝐩𝐩𝑖𝑖𝑖𝑖+1
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Surfaces paramétriques
Surfaces de révolution

Courbe Γ: r = 𝜌𝜌 𝑢𝑢 , 𝑢𝑢 ∈ 0,1 et révolution autour d’un axe
Paramétrage sur 𝑢𝑢 ∈ 0,1

a b𝜌𝜌 𝑢𝑢𝐪𝐪 = 1 − 𝑢𝑢 𝐚𝐚 + 𝑢𝑢 𝐛𝐛
𝑟𝑟 = 𝜌𝜌 𝑢𝑢

𝐩𝐩 𝜃𝜃 = 𝐪𝐪 + 𝑟𝑟 cos𝜃𝜃 𝐱𝐱 + sin 𝜃𝜃 𝐲𝐲

q

Discrétisation régulière
Génération de 𝑚𝑚 sommets le long de l’axe, 𝑛𝑛 points par cercle
Total de 𝑚𝑚𝑛𝑛 sommets et 2(𝑚𝑚− 1 )(𝑛𝑛 − 1) triangles

For 𝑖𝑖 ∈ 0,𝑚𝑚− 1
𝑢𝑢 = 𝑖𝑖/(𝑛𝑛 − 1)
Calculate 𝐪𝐪
For 𝑗𝑗 ∈ 0,𝑛𝑛 − 1

Let 𝜃𝜃 = 2𝑗𝑗𝑗𝑗/(𝑛𝑛 − 1) ∈ 0,2𝜋𝜋
Set 𝐯𝐯 𝑖𝑖 𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 to 𝐩𝐩(𝜃𝜃)

Géométrie G
Extrusion

Balayage d’un contour le long d’une courbe directrice

𝐩𝐩 𝜃𝜃
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Triangles

Triangle Meshes

Parametric Surfaces

Surfaces de Bézier

𝐩𝐩 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = �
𝑖𝑖=0

𝑚𝑚

�
𝑗𝑗=0

𝑛𝑛

𝐵𝐵𝑖𝑖𝑚𝑚 𝑢𝑢 𝐵𝐵𝑗𝑗𝑛𝑛 𝑣𝑣 𝐩𝐩𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐵𝐵𝑖𝑖𝑚𝑚 𝑢𝑢 = 𝐶𝐶𝑚𝑚𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑖𝑖 1 − 𝑢𝑢 𝑚𝑚−𝑖𝑖

Carreaux
Surface produit tensoriel sur la base des polynômes de Bernstein
Points de contrôle 𝐩𝐩𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 0,1 2

Propriétés
Enveloppe englobante 𝑆𝑆 ⊂ 𝐶𝐶 𝐩𝐩𝑖𝑖𝑖𝑖 ⊂ 𝐵𝐵 𝐩𝐩𝑖𝑖𝑖𝑖
Normale

𝐧𝐧 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 =
𝜕𝜕𝐩𝐩
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ×
𝜕𝜕𝐩𝐩
𝜕𝜕𝑣𝑣

𝑢𝑢, 𝑣𝑣
𝜕𝜕𝐩𝐩
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = �
𝑖𝑖=0

𝑚𝑚−1

�
𝑗𝑗=0

𝑛𝑛

𝑚𝑚 𝐩𝐩𝑖𝑖+1𝑗𝑗 − 𝐩𝐩𝑖𝑖𝑗𝑗 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑚𝑚−1 𝑢𝑢 𝐵𝐵𝑗𝑗𝑛𝑛 𝑣𝑣

Carreau de degré  3 × 4

𝐩𝐩00

𝐩𝐩04

𝐩𝐩30

𝐩𝐩34

Enveloppe convexe

Master
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