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Introduction

Classification

Sous catégorie de courbes et surfaces
Formes implicites, explicites, paramétriques

Courbes et surfaces

Courbes dans R? et R3

Surfaces dans R3

Courbes et surfaces paramétriques
Formes polynomiales a points de contréle
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Introduction

Introduction Courbes dans I’'espace

Forme paramétrique ou implicite Intersection des surfaces

R
C={p=/()ER €O} C={peR?/(p)=0"y(p) =0}

NS

Surfaces

Equation paramétrique

S={p=/(w) R, )€ Q} S={p€eR’/(p) =0}

Forme explicite

~ T
c={p(",/()),r €QcR} S = (p( /(1)) (1) € 2 < R?)

1y

p(t) = Bt/(1+t3),3t2/(1+t3)),teR — {-1} O

x,
f,y)=x>+y*=3xy=0 .
Folium
de Descartes
http://liris.cnrs.fr/~egalin
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Géomeétrie différentielle

Tangente
Fundamentals Tangente a la courbe en t(t) = p’(t)

W=p'@)/

Vitesse

Longueur d’arc
Longueur d’arc élémentaire

ds = |p'(D)|dt

Longueur d’'une courbe paramétrique sur l'intervalle [0,t]
Point régulier de la courbe p'(t) # 0

Normale
Vecteur (unitaire) i orthogonal a t

On définit la courbure comme

eric.galin@liris.cnrs.fr
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dp/dt

t
t

s =f ds = flp’(t)ldt
0 0
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Géomeétrie différentielle

Courbes planes
Fundamentals Courbure signée en définissant le vecteur | n = t*
Le systeme (t,n, z) est orthonormé
Changement de signe aux points d’inflexion (x, )+ = (—y,%)

Dans I'espace
Vecteur bi normal b
Le systéme (t, b, n) est orthonorme

Torsion
Maniére dont la courbe s’écarte du plan osculateur
La dérivée de b est colinéaire a n ; par définition db/ds = —7 n
Pour une courbe de classe €3

_ If'f"f™| «— Déterminant +— Produit mixte
If' % f"]? labc] = (axb)-c

B x”’(y’z” _ yrer) + ylll(xIIZI _ xlzll) + lel(xlyll _ xrryr)
- (yIZII _ yIIZ’)Z + (xIZII _ xuzl)z + (xlyll _ x//y')z
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Courbes de Bézier

Bases
Base de Bernstein

Polynomial curves Courbe d’approximation passant par les points de contréle extrémaux

n n

p(t) = Z ay, t* p(t) = Z a, B, (1) +— Do (®) = itk — ok

k=0 k=0

Base canonique Base de Bernstein

B;1(t) Accélération par table pré calculée

int binomials[5][5] = {
{1,0,0,0,0},
{ 1! ) ’ ]
{ 1! ) ’ ]
{ 1! ) ’ 1]
{ 1! ) ’ ]

7\
Université Claude Bernard;\f' Lyon 1
=~/
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Hermite Cubiques Splines

Formulation
Courbe cubique d’interpolation
Raccords entre cubiques de classe C*!
Contraintes de position p; et de tangente t;

Polynomial curves

p(w) = 2ud —3tu? + Dp, + w3 — 2u? + w)t, + Qu3 = 3u?)p, + W3 —u?)t,

p(w) = pg + 1ty + 1 (=3pg — 2ty +3p; —t; ) + 1 (2po + to — 2p; + ty)

Probléme inverse
Points de contrdle de Bézier by, k € [0,3] d’'une cubique c(t)

b2 = Cp + Z(Cl + Cz)/3

b1 =C0+C1/3

c(t)

by = ¢(0)
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Cubiques par morceaux

Catmull-Rom Spline
Cubique par morceaux, tangente selon les points p;, de paramétres uy

Polynomial curves
— Pk-1

Simplifie en ty, = prs1 — Pr_1 Siux =k

p; @
Po

Kochanek—-Bartels Spline
Cubiques, tangentes selon des paramétres de tension t, continuité y et biais 3

1- 1 1 1- 1- 1-
e = (1= ;ﬁ)( ) Pk — Pr-1) + Sl > A7) (Pr+1 — Pi)

1-0( 1- 1-D1-B(
tk+1=( 7)( ;ﬁ)( Y)(pk+1—pk)+( 7)( 2ﬁ)( +v)

(Pr+2 — Pk+1)

eric.galin@liris.cnrs.fr
http://liris.cnrs.fr/~egalin D. Kochanek, H. Bartels. Interpolating splines with local tension, continuity, and bias control. Proceedings of Siggraph, 33-41, 1984.
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Approximation de cubique en quadriques

Cubiques
Les courbes cubiques peuvent étre colteuses [Truong 2020]
Calculer d(p, T') requiert la résolution d’'une équation de degré 5

Polynomial curves g ; . .
Approximation de T par deux quadriques Q selon un terme de contrdle

o Pardefaut, y =1/2

Compute b;,i € [0,3] the Bézier control points of T
Define the new mid control points

q; =bg +3/2y(c; —by)

qz = b3 —3/2(1—))(b3 —by)

Q@ :=0-7)q: +7qs
Two Bézier quadrics Q(qo,91,92) and Q(q2,93 ,q4)

eric.galin@liris.cnrs.fr
http://liris.cnrs.fr/~egalin N. Truong, C. Yuksel and L. Seiler. Quadratic Approximation of Cubic Curves. ACM Computer Graphics and Interactive Techniques, 2020.
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Longueur d’arc

Définition

1
Intégrale de la norme de la dérivée L= f (Ip’ 1| e
0
\

Pas de solution analytique si C € R*[t], n > 3
Approximation de l'intégrale par somme

Polynomial curves

Forme p’(t) = a,t? + a;t + a,
Quadriques pour une quadrique
Solution analytique

Jusqu’a 25 X plus rapide qu’'une somme 1+d
g P pide q = lay| [uvuZ + /- + © In(u + Vu? + )]dﬂ
A

/
_ a3 af — (ay -a,)?
4 aj
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Courbes d’interpolation

Polynémes de Lagrange
Courbe polynomiale satisfaisant des contraintes de position

=Y pu0 | L= []
i=0 '

Jj=0,j#i

Polynomial curves

Degré éleve lorsque n augmente, oscillations
Changements de la forme lors de 'ajout de points
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