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Insertion de détail dans des figures autosimilaires
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Abstract

This paper deals with the approximation of natural objects using a fractal model equipped with a detail concept
like wavelet transforms. The fractal model is a projected Iterated Function System (IFS) model. This model unifies
the IFS model and a classical model used in computer graphics (free form representation with control points). The
concept of wavelet transforms is used for adding a detail part to the fractal model. The approximation problem
has a two steps formulation : a nonlinear fitting optimisation of the fractal model and a linear transform for the
computation of the detail coefficients. We have used this approximation method to approximate two leaves border:
Then, the detail concept has been used to transfer the geometric texture from one leaf to another, and also to
amplify these geometric details.

Résumé

Cet article traite de I’approximation d’objets naturels grdce a un modéle fractal équipé d’un concept de détail
comme celui présent dans les ondelettes. Le modéle fractal est un modele IFS (Iterated Function System) projeté.
Ce modeéle unifie le modele IFS et un modéle classique utilisés en infographie (déformation des objets grdce a
des points de contrdle). Le concept des transformations par ondelettes est immité par ’ajout d’une partie de
détail au modeéle fractal. L’approximation se fait alors en deux phases : une phase d’optimisation non linéaire
du modeéle fractal et une phase de transformation linéaire qui permet de calculer les coefficients de détail. Nous
avons employé cette méthode pour approximer la frontiere de deux feuilles. Le concept de détail a ensuite été
employé pour transférer la texture géométrique d’une feuille a une autre, ainsi que pour I’amplification de détails
géométriques.

1. Introduction grande expansion, notamment par l’intermédiaire de ce
qu’on I’on appelle les ondelettes. JPEG 2000 est un stan-
dard de compression d’image qui emploie cette théorie pour

la compression des images.

La modélisation auto-similaire est un outil efficace pour pro-
duire des objets naturels qui posseédent d’emblée la propriété
d’auto-similarité (arbres, montagnes, etc.). Les fractales, qui

permettent de faire ce type de modélisation, ont été util-
isées depuis longtemps pour synthétiser des plantes comme
les fougeres. Si les outils de syntheése sont trés nombreux
dans ce domaine, on ne peut pas en dire autant des outils
d’analyse et d’approximation. Ces derniers doivent parvenir,
a partir d’un objet naturel issu du monde réel, a extraire une
représentation informatique qui le reproduise le plus fidele-
ment. Ces outils posent la problématique connue sous le
terme de probléme inverse. Jacquin a été I’'un des pionniers
dans la matiére en introduisant une méthode de compression
d’images basée sur un modele fractal.

Dans un domaine connexe, les outils permettant une
analyse multi-échelle des objets ont récemment connu une

A plusieurs reprises, des auteurs ont montré les liens qu’il
pouvait y avoir entre la théorie des ondelettes et les fractales.
Nous proposons dans ce papier de développer une méth-
ode pour approximer les objets naturels basée sur un modele
fractal équipé d’un concept de détail comme celui présent
dans les ondelettes. Notre modele est capable de reconstruire
ces objets de maniere exacte et ce avec un paradigme multi-
résolution. Nous avons appliqué ce modele au transfert de
textures géométriques de contours ainsi qu’a I’amplification
de détails géométriques.

Dans une premiere partie, nous présentons un apergu des
travaux liés a cette étude. Dans une deuxiéme partie, nous
introduisons quelques définitions pour la base théorique
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de notre modele. Notre contribution est introduite dans la
troisiéme partie. Enfin, nous présentons quelques applica-
tions basées sur notre modele.

2. Travaux liés

On peut classifier la géométrie fractale en deux domaines,
les modeles stochastiques et les modeles déterministes. Le
modele stochastique d’un objet ou d’un phénomene est
défini pour étre un modele ou l'objet est représenté par
un processus stochastique d’une ou plusieurs variables.
Dans cette lignée, les travaux de Mandelbrot et Van Ness
[Nes68] introduisent le concept de fBm (fractional Brown-
ian motion). En revanche avec les modeles déterministes les
phénomenes sont reproductibles, chaque instance de modele
génere une méme figure. Parmi les modeles déterministes
on peut citer les L-System [Lin68] qui ont plusieurs applica-
tions dans I’informatique graphiques [PH89, PL91, Smi84],
ainsi que les IFS (Iterated Function System) [Bar88]. Fondés
sur un formalisme mathématique rigoureux, les IFS sont
un outil puissant pour 1’analyse comme pour la synthese
d’objets fractals. Hutchinson [Hut81] fut le premier a les
étudier en appliquant le théoréme du point fixe aux ensem-
bles de compacts d’un espace métrique complet. Barnsley
[Bar93] a développé ce formalisme et I’a utilisé dans toute
une série d’applications, entre autres, en infographie et en
compression d’image.

Notre travail est basé sur une variante des IFS appelée IFS
projeté [Zai98], ce modele utilise le principe utilisé dans les
formes a poles comme Bézier par exemple. L’idée principale
des IFS projetés est la séparation entre I’espace d’itération
et I’espace de modélisation. Une forme a pdles consiste
en deux parties: les points de contrdles et les fonctions de
mélange. Les fonctions de mélange dans les IFS projetés de-
viennent des modeles IFS.

L’TIFS projeté est efficace pour la modélisation des ob-
jets fractals, Zair [Zai98] est le premier a I’introduire et
I'utilise pour la modélisation. Guérin [Gué02] a employé
ce modele pour I’approximation de courbes et de surfaces.
Les avantages de ce modele sont, premierement qu’il s’agit
de modeles simples a implémenter, et deuxiemement la sé-
paration entre 1’espace de modélisation qui est représenté
par les points de contrdle, et I’espace d’itération qui est
représenté par les IFS. L’utilisation des IFS projetés pour
I’approximation de courbes et de surfaces pose le probleme
inverse qui est résolu par Guérin [GTBO1] par la minimisa-
tion de la distance entre la courbe ou la surface originale
et ’autre généré, mais cette méthode a besoin d’un mo-
dele avec beaucoup de parametres ce qui rend la méthode
d’approximation complexe. Un autre inconvénient de I'IFS
projeté est qu’il ne peut pas approximer tous les objets com-
plexes.

Les modeles fractals possedent la  propriété
d’autosimilarité. Cela signifie que 1'objet est com-
posé de parties qui lui ressemblent. La théorie des

ondelettes [Mey87, Mal89] est utile pour étudier
I’autosimilarité des signaux et des images, elle est utilisée
pour la compression des images. Méme si les ondelettes
sont utiles et efficaces pour 1’analyse et la synthese des
objets, la fonctionnelle utilisée (fonction d’ondelette et
fonction d’échelle) dépend de I’application visée et non de
I’objet lui-méme.

L autosimilarité est une propriété commune entre les IFS
et les ondelettes, c’est pourquoi plusieurs personnes ont
utilisés les IFS et les ondelettes ensembles pour analyser
I’autosimilarité des objets [Dau88, Dau90, ET07].

3. La base théorique de notre modéele

Dans cette section nous expliquons la base théorique de
notre modele, en commencant par rappeler quelques défi-
nitions dans la théorie des IFS, puis dans les IFS projetés.

3.1. IFS

Ici on va mentionner les définitions principales dans la
théorie des IFS.

Définition 1 (IFS) Soit (X',d) un espace métrique complet.
Nous appelons IFS tout ensemble fini 7 = {Tp,...,Ty_1}
d’opérateurs contractants sur X' [Bar88].

Définition 2 (théoréme d’existence d’attracteur) Pour tout
IFS 7, il existe un compact unique non vide A de H(X) tel
que :
A =TA
= THAU...UTy_1A
A est appelé attracteur de 7 et sera noté A(7).

11 est donc possible d’associer a tout IFS 7 un compact, ap-
pelé attracteur. Par définition, tout attracteur possede la pro-
priété d’auto-similarité au sens large, c’est-a-dire :

A=TAU...UTy_1A

avec les 7; appartenant a une classe de fonctions contrac-
tantes.

Définition 3 (alphabet) Soit un IFS 7 =
{Ty,...,Ty—1}.X = {0,...,N — 1} sera appelé I’alphabet
associé a 7.

En notant ©* I’ensemble des mots finis sur X, et X"
I’ensemble des mots infinis sur X, on a le résultat suivant
(voir Barnsley [Bar88]) :

Soit 6 = 610,03... € . Pour tout A € X la limite :
'lim Tel ‘e TOj"'

‘]4)00
existe et est indépendante de A.

On peut définir une fonction d’adressage, qui, 2 un mot
infini sur X, associe un point de I’attracteur.



Houssam Hnaidi, Eric Guérin et Samir Akkouche / Insertion de détail dans des figures autosimilaires 3

Définition 4 (fonction d’adressage) Soient 7 un IFS et
¥ son alphabet associé. On appelle fonction d’adressage la
fonction ¢ qui a mot infini de ¥ fait correspondre un élément
de X de la fagon suivante :

0 X - X
J—00

avec A € X quelconque.

La figure (1) donne un exemple d’IFS composé de quatre
transformations affines qui sont chacune des combinaisons
d’homothéties, translations et rotations.

Figure 1: Exemple d’IFS composé de transformations
affines dans le plane

3.2. IFS projeté

Pour fabriquer des fonctions de mélange fractales, il faut les
définir en coordonnées barycentriques. Il faut donc choisir
comme espace d’itération un espace barycentrique.

Définition 5 (espace barycentrique) Soit J un ensemble
d’indices. L’espace barycentrique B’ associé a J est défini
par :

B = {(M)je] Y A= 1}

JjEJ
avec Aj € R.

Il faut maintenant se fixer un semigroupe d’itération qui
opere dans cet espace barycentrique. La solution la plus sim-
ple est d’utiliser des matrices dont les colonnes sont barycen-
triques.

Définition 6 (semigroupe de matrices barycentriques)
Soit J un ensemble d’index. Le semigroupe de matrices
barycentriques Sy associe a J est défini par :

Sy = {T|ZT,-,~ I,VieJ}

jeJ
Grace a ces choix, il est possible de fiprojeterz un attracteur
d’IFS.

Définition 7 (attracteur d’IFS projeté) Soient J un en-
semble d’indices, 7 un IFS constitué d’opérateurs de Sy, et
P = (pj) jes une famille de points de contrdle. L’attracteur
d’IFS projeté associé a 7 est défini par :
PA(T) {PAML e A(T)}
= Po(6)
Y 0,(0)p;

j€J

La figure (2) est un exemple de courbe fractale a pole. Elle a

été générée avec quatre points de contrdle et deux transfor-
mations.

Figure 2: Exemple de courbe généré avec IFS projeté

3.3. Notre modéle

Afin de présenter une formule qui représente les détails
insérés dans notre modele fractals, on va commencer par
présenter un moyen de visualiser les IFS projetés.

Définition 8 (visualisation d’attracteurs d’IFS projetés)
Soient (X,d) un espace métrique complet, 7 un IFS, et P
un vecteur de points de contrdle. Soit la suite définie par :

(S, ) = SO - {P}
VHEN T St = SuT VnEN
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Alors,on a:
lim S,K =PA(T)
n—oo
avec K € H(X).

Sp est un ensemble fini de polygones que I’on peut dévelop-
per de maniere récursive grice a un arbre

Sn = PT” = {PTQI . ..Ten‘ \9| = n}

Afin de formaliser notre modele on va écrire la suite précé-
dente ainsi :

Sn :PTQ ou Te = T91 ...Ten et |9| =n

Maintenant si on applique une seule transformation sur Sy
alorsona:

SuT; = PTyT; ot i€X

en projetant le coté droit de 1I’équation précédente et en
prenant la notation PTy = Py, on peut maintenant écrire :

Po; = PoT; ou ieX

La figure (3) représente 1’arbre utilisé pour visualiser cette
formule. Cette figure montre le cas de deux transformations
pour simplifier. On note P le polygone initial de points de
contrdle ou € représente le mot vide. Inspiré par les travaux

p5=7)

Y
4 \\

Figure 3: Arbre de construction d’un IFS projeté

de Tosan et al. [ET07] on peut ajouter une partie de détail
sur la formule Py; = PyT; de cette maniere :

Poi = PoT; +0PgU; ou i€X

Ou 8Py est un vecteur de détail associé au polygone de
points Py, et U; (ou i € ¥) est une matrice que I’on appelle
la matrice de déplacement de détail. La figure (4) représente
I’arbre utilisé pour visualiser cette formule, aussi on utilise
deux transformations et deux matrices de déplacement de
détail pour simplifier le dessin. Comme on peut le remar-
quer sur la figure les détails sont ajoutés pour chaque niveau
de I’arbre. Si on considere n points de contrdle, N transfor-

P(:P

~ ‘\\

7 St

szpfrg’% n P =PI HiPT;

//\\\
M:,l // \\é’P]
y / \
y'/ \\ k’/ \\
Poo=Polp+4Polly Por =Pl +8Pel Pro=Pilo+dPilly Pyy =Pyfy +dP,Cy

iny/

I y BN £ L 4

Figure 4: Arbre de construction d’un IFS projeté équipé de
détails

mations, et on emploie 1’espace RK, alors la dimension de
la matrice T; est n X n, U; est n.(N — 1) x n, Pg estd X n, et
dPgestd xn.(N—1).

Le choix de la dimension des matrices de déplacement
de détail et du vecteur de détail se base sur le fait que I’on
cherche un systeme inversible.

En prenant la formule Pg; = PyT; + dPgU; pour tout i € X
ona:

Poo = PoTy+ 0Pgly

Pon—1 = PoTy—1+0PeUn—_1

Maintenant on peut écrire les formules précédentes sous
forme matricielle :

Ty | - | Tv=1 )
Pool - .- |Pon—1) = (Pe 8P
(Peol .- - |Pon—1) = (Pe| e)( Uo | ... [ Uy,

en utilisant la notation suivante :
To | - | Tn—1 )
R=
( Uo | .. [Uv—y
la formule devient :
(Peol---|Pen—1) = (Po|6Pe) R

la formule dite inverse est

(Pg|8Pg) = (Peol - - - |Pan—1)R

ainsi R peut étre apparenté a un filtre de synthese et R~ 'a
un filtre d’analyse utilisés dans la transformée en ondelette.

4. Application de notre modele

Un domaine ol I’on peut utiliser notre modele est la re-
construction d’objets. Le but est de pouvoir reconstruire
n’importe quel objet avec un minimum d’information de dé-
tails. Pour cela, une phase préalable d’optimisation de la
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matrice R est nécessaire. Dans la suite, nous expliquons la
méthode utilisée pour cette optimisation dans le cadre de la
reconstruction de courbes.

4.1. Méthode d’optimisation pour les courbes

Dans cette partie, nous considérons qu’une courbe est un
ensemble ordonné de points. La méthode d’optimisation est
basée sur la minimisation de la distance entre la courbe orig-
inale et la courbe reconstruite avec notre modele en prenant
comme parametres la position des points de contrdle et la
matrice R. On note les points de la courbe originale par p; ou
i=0...n—1 et nest le nombre de points initiaux. On note
les points générés avec notre modgle par P/. Il est important
de noter ici que notre modele permettant de reconstruire par-
faitement les données d’entrée, nous allons volontairement
omettre une partie de I’information de détail lors de la re-
construction. La distance entre chaque doublon de points est
définie par :

di=|pi—pi| ob i=0..n—1

Nous avons choisi la méthode de Levenberg-Marquardt
[PFTV93] pour minimiser cette distance. Il s’agit d’une
méthode de régression non linéaire basée sur la différen-

tiabilité de la fonction a minimiser. Formellement, elle
s’exprime de cette maniere, soient :

e 1 points dans le plan (x;,y;)i—0..n—1
e une fonction y = f(x,a), ol a représente une vecteur des
parametres.

Le but est de trouver le vecteur de parametres daopt qui ap-
proxime le mieux les données c’est-a-dire :

f(xi-,aopl) ~ )’i)i:O...nfl

Dans notre cas, chaque donnée d’entrée (x;,y;) va cor-
respondre au couple (i,0) et la fonction f sera définie par
f(i,a) = d; ou a est le vecteur de parametres représentant
dans notre cas la position des points de contrdle et les valeurs
de la matrice R.

La fonction de mérite X% (a) utilisée dans la méthode de
Levenberg-Marquardt est la suivante :

n—1 n—1

2 . 2 2
X (@)=Y (0= f(i,a)” =} (0—di)
i=0 i=0
La méthode étant différentielle, nous devons calculer
numériquement la dérivée de f par rapport aux parametres
ay .

af(iva) _ f(iva)ak‘Hi _f(i>a)

aak €

avec k =0...m— 1 ol m est le nombre de parametres.

Nous avons utilisé la notation f(i,a)q+e pour dire que la
valeur g; du vecteur de parametres a été modifiée de €.

La minimisation s’effectue en deux étapes :

e Dans la premiere étape, on minimise la distance entre la
courbe originale et la courbe construite avec notre modele
en utilisant les positions de points de controle et les co-
efficient des matrices 7 comme paramétres. Dans ce cas,
aucune information de détail n’est utilisée pour reconstru-
ire la courbe.

e Dans la deuxieme étape, on minimise cette distance en
prenant les coefficient des matrices Z/ comme parametres.
Dans ce cas, une partie de 1’information de détail seule-
ment est utilisée, sinon la reconstruction serait parfaite
et il n’y aurait rien a minimiser. En pratique, les trois
derniers niveaux de détails sont omis.

Les détails utilisés dans I’optimisation sont produit
par application de la formule d’analyse (Pg|0Py) =
(Poo] - |Pon—1)R™" en commengant par les points initi-
aux jusqu’a arriver aux points de controle.

Les Figures (5,6) représentent deux exemples d’utilisation
de notre modele pour reconstruire deux courbes. La premiere
représente la frontiere d’un feuille de pomme, et la deuxieme
représente la frontiere d’un feuille de cerise.

Pour les deux exemples, notre modele est composé de
quatre points de contrdle, deux transformations et deux ma-
trices de détails. Aussi dans les deux exemples on a re-
construit les courbes en omettant les derniers trois niveaux
de détails. Cela signifie que 1’on utilise un huitiéme de
I’information initiale.

4.2. Transfert de texture géométrique

Nous pouvons appliquer notre modele au transfert de tex-
ture géométrique en utilisant la possibilité d’extraction de
détails. Les coefficients de détails (a divers niveaux) peu-
vent étre déplacés d’un objet a un autre. Sur un méme objets,
il peuvent étre amplifiés, diminués. La puissance et la flex-
ibilit¢ de notre modele pour I’analyse et la reconstruction
nous donnent la liberté de 1'utiliser pour diverses applica-
tions. Par exemple on optimise notre modele avec un objet,
puis on applique le modele optimisé sur un autre objet, apres
on modifie les détails du premier objet en utilisant les détails
du deuxieéme objet. La possibilité inverse est offerte : on op-
timise notre modele avec le deuxieéme objet puis on modifie
aussi les détails du premier objet.

Le figure (7) est un exemple de transfert de texture entre
deux objets. le modele qui est optimisé avec la courbe orig-
inale (courbe (a)) est utilisé pour 1’opération de transfert de
texture. En revanche la figure (8) utilise le modele qui est
optimisé avec la courbe qui contient la texture pour la méme
opération.

Le figure (9) donne un exemple d’amplification et diminu-
tion de détails et leur influence sur la texture.
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5. Conclusion

Nous avons présenté une méthode pour approximer les
courbes basée sur un modele fractal équipé d’un concept
de détail comme celui utilisé dans les transformations en
ondelettes. Nous avons utilisé ce modele pour approximer
les courbes et pour le transfert et I’amplification de texture
géométriques. L’avantage le plus important de notre modele
est qu’il est simple, car il utilise un nombre de parametre
plus faible pour approximer les courbes qu’avec un mod-
ele fractal normal non doté de détail. Nos envisageons de
développer notre modele afin de traiter les surfaces de pro-
fondeur ainsi que les surfaces générales.
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Figure 5: (a) La courbe originale de la feuille de pomme. (b) La courbe reconstruite en utilisant un huitieme de ’information

de la courbe originale.
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Figure 6: (a) La courbe originale de la feuille de cerise. (b) La courbe reconstruite en utilisant un huitiéme de [’information
de la courbe originale.
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Figure 7: Transfert la texture en utilisant le modéle de la courbe originale. (a) La courbe originale. (b) La courbe qui contient

la texture. (c) La courbe originale avec la texture de la deuxieme courbe.
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Figure 8: Transfert la texture en utilisant le modéle de la courbe qui contient la texture.

qui contient la texture. (c) La courbe originale avec la texture de la deuxieme courbe.
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Figure 9: (a) La courbe originale. (b) La courbe avec texture doublée. (c¢) La courbe avec texture diminuée.



