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s(η) =

{
x(η) = a1 cosε1(η)

y(η) = a2 sinε1(η)
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y(η) = a2 sinε(η)
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x2(η) = a2

1 cos2ε(η)

y2(η) = a2
2 sin2ε(η)



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)2
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
(

x(η)
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) 2
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[
u1(η)

u2(η)

]
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v(η) =

[
v1(µ)

v2(µ)

]
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
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cos φ cos θ cos ψ − sinφ sin ψ − cos φ cos θ sin ψ − sinφ cos ψ cos φ sin θ tx
sin φ cos θ cos ψ + cos φ sin θ − sinφ cos θ sinψ + cos φ cos θ sin φ sin θ ty

− sin θ cos ψ sin θ sin ψ cos θ tz
0 0 0 1
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S ′(η, µ) =


 a1ρ(η, µ) cos(η) cos(µ)

a2ρ(η, µ) cos(η) sin(µ)

a3ρ(η, µ) sin(η)


 ,

−π
2
≤ η ≤ π

2

−π ≤ µ ≤ π

���	 #

ρ(η, µ) =

((
| cos(µ) cos(η)| 2

ε2 + | sin(µ) cos(η)| 2
ε2

) ε2
ε1 + | sin(η)| 2

ε1

)− ε1
ε2
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N(η, µ) = δSη(η,µ)
δη

∧ Sµ(η,µ)
δη

=


 −a1ε1 sin(η) cosε1−1(η) cosε2(µ)

−a2ε1 sin(η) cosε1−1(η) sinε2(µ)

a3ε1 cos(η) sinε1−1(η)


 ∧


 −a1ε2 sin(µ) cosε1(η) cosε2−1(µ)

a2ε2 cos(µ) cosε1(η) sinε2−1(µ)

0



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
 −a2a3ε1ε2 cos(µ) sinε1−1(η) cosε1+1(η) sinε2−1(µ)

−a1a3ε1ε2 sin(µ) sinε1−1(η) cosε1+1(η) cosε2−1(µ)

−a1a2ε1ε2 sin(η) cos2ε1−1(η) sinε2−1(µ) cosε2−1(µ)
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f(η, µ) = −a1a2a3ε1ε2 sinε1−1(η) cos2ε1−1(η) sinε2−1(µ) cosε1−1(µ)
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N ′
x(η, µ) = 1

a1
cos2−ε1(η)cos2−ε2(µ)

N ′
y(η, µ) = 1

a2
cos2−ε1(η)sin2−ε2(µ)

N ′
z(η, µ) = 1

a3
sin2−ε1(η)

,
η ∈ [−π

2
, π

2
],

µ ∈ [−π, π]
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F1(x, y, z) = f(x, y, z)
ε1
2 − 1 2��)3
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5� �� ��G
� 
������� ����� 
� �%�

���� �� 	����� ����
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� 	�� �%��� ������	� ��	
�������< 
�� 	
��,�� ������� �
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��� # F1
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�� ���������

� ��������

$
�� 	
������ 	�� ��
,
����< �%������ ����
��� ������� @��� ���
������ �� ������	�
Y��	
������� �����
�Z ��� 
� ������	� �� �
��� P �� �
��� �%�������	��
� ����� 
� �����	�
�� 
� ��
��� ������� ��� P �� 
� 	����� �� 
� ������

���
!��< 	%���. .���� ||−−→P ′′P || LH�4&�N�
����� ������	� ��� ���
�  
� ������	� ��	
������� �� P ′ �� P ′′ �
�� 	
��
����< 	%���. .����
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� ��
��� (OP ) ��� 	
��
���� ���	 
%�� ��� �-�� �� 
� ������

���
!���

$������ O< P �� P ′′ �
�� �
�����<
−−→
OP ′′ = k ∗ −→OP � D� � ����� #

−−→
PP ′′ =

−→
OP −−−→

OP ′′ =
−→
OP − k ∗ −→OP = (1 − k) ∗ −→OP

D�< O �� P �
�� ���- �
���� �
�� �
�� ��
�� 
�� 	

��
�����< �
�	 �
�� ����������

� ������	� Y��	
������� �����
�Z 2||−−→P ′′P ||), �
 ��?� �� ��
���� k� O< P �� P ′′ ����� �
�����<

� � #

F (P ) = F (k ∗ P ′′) =

((
k ∗ x2

a1

) 2
ε2

+

(
k ∗ y2

a2

) 2
ε2

) ε2
ε1

+

(
k ∗ z2

a3

) 2
ε1

=

(
k

2
ε2

(
x2

a1

) 2
ε2

+ k
2
ε2

(
y2

a2

) 2
ε2

) ε2
ε1

+ k
2
ε1

(
z2

a3

) 2
ε1

= k
2
ε1 F (x2, y2, z2) = k

2
ε1 F (P ′′)

D� � �
�	 #

F
ε1
2 (P ) = kF (P ′′)
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� ������ ��� 
%
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� ���������� ���	����� # 
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�
��� ��� "

��� 2F

ε1
2 (P )3 ��9������� �
���� 
� �@�� �����.

�
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� ���� 2k3� �
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� � �
�	 F (P ′′) = 1<
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� �� ������ #
k = F

ε1
2 (P )

D� � �
�	 # −−→
PP ′′ = |1 − F

ε1
2 (P )| ∗ −→OP 2��*3

+� �
����� F2 	���� �
�	��
� �� Y������	�Z #

F2(x1, y1, z1) = ||−−→PP ′′|| = ||−→OP || ∗ |1 − F
ε1
2 (P )| 2���3
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�� 	

��
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���� ���( Q ������	� ��	
������� �����
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D� ���� ����� ��������� ��� 
� �
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� ��* �
�� ������ �� ���
����� 
� ��
������
��� 
%
� ����� ����� �
�� 
� �
��� ���
�	��� #

Q F (x, y, z) = 1< �� P ��� ��� 
� �����	� �� 
� ������

���
!�� >
Q F (x, y, z) > 1< �� P ���  
%�-������� �� 
� �����	� �� 
� ������

���
!�� >
Q F (x, y, z) < 1< �� P ���  
%��������� �� 
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� ������
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������� �������� ��  	��� �� !�	�� "#$�%&

����� ����
-�����
� �� 
� ������	�< ��
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�
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F(x, y, z) = ||−−→PP ′′|| =
√

(Px − P ′′
x )2 + (Py − P ′′

y )2 + (Pz − P ′′
z )2 2��&3

�%
������
��� �� 
� ����
�� ��� �� 	�
	�
�� 
�� 	

��
����� �� P ′′ ��C	�  
� �
���
�
������������ �� 
� ������

���
!��� $
�� 	�
� �
 �%���� �� ���� �� ���������� 
�� ���
�� # η

�� µ� H
�
� �� 1�
�� 
�� 	�
	�
��� ����� #

P ′′ = S(η, ω)

ω =

(
tan−1

(
a1vy

a2vx

) 1
ε2

)

η =

(
tan−1

(
a1vz

a3vx sinε2 (ω)

) 1
ε1

)


 vx

vy

vz


 = RT ∗




 x

y

z


−


 tx

ty
tz





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��� ���� 
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�� ����� ��� ������	� �%���
����� ��� 
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������� �%�� �
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F (P ) = F (P ′) + F (P ′).(
−−→
P ′P ) + O(||−−→P ′P ||2)

�%
F

||−−→PP ′|| =
|F (P ) − 1|
||−→�F (P ′)||

E� 	
��������� ��� P ′< ���� 
� ��	���� ��
	�� �� P < 
� ����
-���
−→�F (P ′) ���−→�F (P ) #

||−−→PP ′|| =
|F (P ) − 1|
||−→�F (P )||
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F ��� �
���

� ������	� F3 ��9��� ��� #

F3(x, y, z) =
|F (x, y, z) − 1|
||−→�F (x, y, z)|| 2���(3
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x(η, µ) =


 a1 secε1(η) cosε2(µ)

a2 secε1(η) sinε2(µ)

a3 tanε1(η)


 ,

−π
2
≤ η ≤ π

2

−π ≤ µ ≤ π

7
��� ���
�	��� #

�sec 
�� �� ������
 �����
 ����
 �����
	�
 �� ������� sec(α) = 1
cos(α)
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F (x, y, z) =

((
x

a1

) 2
ε2

+

(
y

a2

) 2
ε2

) ε2
ε1

−
(

z

a3

) 2
ε1

= 1
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x(η, µ) =


 a1 secε1(η) secε2(µ)

a2 secε1(η) tanε2(µ)

a3 tanε1(η)


 ,

−π
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≤ η ≤ π

2

−π ≤ µ ≤ π
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F (x, y, z) =
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x

a1

) 2
ε2 −

(
y
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) 2
ε2
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ε1

−
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z

a3

) 2
ε1
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x(η, µ) =


 a1(a4 + cosε1(η)) cosε2(µ)

a2(a4 + cosε1(η)) sinε2(µ)

a3 sinε1(η)


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−π
2
≤ η ≤ π

2

−π ≤ µ ≤ π

7
��� ���
�	��� >

F (x, y, z) =


(( x

a1

) 2
ε2

+

(
y

a2

) 2
ε2

) ε2
2

− a4




2
ε1

+

(
z

a3

) 2
ε1

= 1
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!���
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!�� 	
������� �� �
��
� �� �����	� ������
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� �
�����< �� �
��< 	�������� ��
������� ��� ������� �
�
���
�����
� ����I ����
�� �� 	
��,�����
� �� 
� �
��� ���
�	��� �� �� 
� �
��� ������������
��	�
���  
� �
�� 
�� ���
�	���
�� �� �:�� ����
-�����
� �� 	�

�� �� ������ +

�� ����������

� ������������
� �� �
���� ����I ������� ��	
���� ������� �
���� 
�� �
���� ,������� #
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%���
���,�
��� �� ��	���� ���	 ��� ���
� ��������� ��� �
���� �� �:�� �:��������
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�� ������

���
!���< �� �� 
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� ��� �
�� 
�� ����������< �
�������
	
����� �� ��������������� �-������� +

�� �
�� �
���� �
���� �� �
�,���- ��
��� �� 
�
�
����� ��� ����
���� �-�
��� �	� �
�� �� ���� �������- ��- ������ 	
������ �� �
��< �� �
��
��
�� ��	��� �%���
���� 
�� ������

���
!��� 	
��� ���������� �� �
��� ���	�������< 
� ����
��	�
����� �������� 
%�
����������� ��� ����
��� �� �
��
�����
� ��- ������
�
!��� ���
�
��< �� ����< ��� �-�����
� ��� ������

���
!��� ���	 �� ��������� ����
��������� �
��
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-�����
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�� ������� ���� 
� 	�������
�������< ��� ���
�����
� ������������ ��� 
� �
����
� �%�� �
���  
� �����	� ��� ��	��������
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 �-���� �
������� ����
���
��� 	
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%����� ����
�
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������� �����
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��%�

� �� �
�� ��� 	�

� 
� �
�� 	
��������� ���
���� ���,
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�� ������������� E
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����
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 �� ���< �� ��������< ���� 
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�� �������� ����� �
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,����� �� ���	������� �� �
����� ����������
���
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�� ���������������< 
� �
�� �-�	������ �� ������

���
!���< ��� �� ���
�� ����
-���� ��
�����,
� �� �
���� �� ��� ��� ������

���
!��� �%���. .����< ����� �
��� �� �����,
� ��
�
����< @��� 	���,
� �� ���������� 
%�����,
� ��� �� ���������� ���������� �� ��9��� 
�
������

���
!�� �
��
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� ����- 
�� �
����� > 	�� ,��� �6� �
 ��� ���� ���� ��%�� �����,
�
�� �
���� �� ������ 	
�����
���� �-�	������  
� �����	� �%��� ���
� ������

���
!���

�� ����
�� ��� �
�� ���
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�� ��� ����I 	
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� �6� ��
�
��� ��� "

��� �� H�;�A�
L"H&(N� /
 �%���� �%��� ����
-�����
� �� ���� ��� �
������ 	������ E
�� 	
������
�� ���

� ������

���
!�� ��� ����
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� �
�� �������,
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����� 
�� �
����� ��� 	�

� �
�� 
�
�
��� ��� ������	�� �� 	���� �� 	����� �
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� �
�� ���,
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�� ��
�����,
� �� N �
���� ����������
���
�< �
 �%���� �� ��
���� 
� ��	���� ��� �� ����������
a = [a1, a2, a3, ε1, ε2, tx, ty, tz, φ, θ, ψ] ��� �������� #

N∑
i=1

d(xi, a)2

���	 d 
� ������	� �%�� �
���  
� ������

���
!�� 2	
����������� ����� �� 
%������
� ��)
���� �
����� ����� ��
����� �� ���3�

"

��� �� H�;�A� ������

����� ��� ��� �
����� �� �:�� ������ �� ��
�
������ ��� 
,;���
��%�
� ����
-������� ������� ��� 	
�������� ��	
��
��� 2��� ���
� ��	� ����,
�3� H���	
��
�� ������

���
!��� ������� �

�� 	
�����
���� ��- �
������ $
�� ���
���� 	� ��
,
���<
�
� �
�� ����
����� 
� ��	���� (a1 ∗ a2 ∗ a3)

1
3 ���� 
� �
���
�  ��������� �����
������ �����
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∆(a) = (a1 ∗ a2 ∗ a3)
1
3

N∑
i=1

d(xi, a)2 2���3

�� ���
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���
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� ��������
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�� 
%����
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� ���
����,
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�
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� ��� ���������� ��� ���� ���
������ �
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� ����� ��
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����� ��� ����
��� �� ��������
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�
������ �� ��������
��

E
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�� ��� ����:�� �%������� 
�� 	
�?	����� �� 	
��,��� �� 
� ������

���
!���
/
 �%��� ��� �
���,
� �� 
� ����� ����
������ �%��� �
����
�< 
� 9-� ��,����������� 
��
���������� ε1 �� ε2  �� ��
� �������  ���������� 
� ����
� �

���
!�� 
� �
�� ��
	�� ���
�
������

�-#-# .�����	��� ���
�����

�%����
	�� �� "

��� �� H�;�A� ��� �%���
���� 
� 	����� �� ������� ��� �
����� �� 
�
�����	� ��� �
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����
� �� 
%
��������
� �� 
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���
!���
�
��� �
�� �
��
�� 
� ���������� �� 	
��� �
�� �


�� 
� �
��< 	���� ����
	�� �����������
�%��������
� ���� 
%�:�
����� �� �
����� ����
�������� ��������� ��� 
� �����	�� E%
�,
�
��
��� ��� "

��� �� H�;�A�< ��� 
�� ��
�
�� 
� ����
��< ������

����� ��� ��� �
����� ��
�:�� ������ �� ��
�
����� ���  ������ �%@��� 	
��
����< �
�� ��� �
����� ����
��������
����������

�� 	����� �� 
� ������

���
!�� 2���������� �%���
��� 
�� ���������� �� �����
���
�3
��� ������
����� 
� 	����� �� ������� �� 
%�����,
� �� �
���� #

tx = x̄

ty = ȳ

tz = z̄
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 ��� �����
���� ��

$
�� ������� 
%
��������
� �� 
� ������

���
!�� 2
�� ���������� �� �
����
�3 �� �� ���

�
2a1< a2< a33< 
� ���
��� 
� �����	� ��� �
����� 	������- �%������� �%
���� � #

M =
1

N

N∑
i=1


 (yi − ȳ)2 + (zi − z̄)2 −(yi − ȳ)(xi − x̄) −(zi − z̄)(xi − x̄)

−(xi − x̄)(yi − ȳ) (xi − x̄)2 + (zi − z̄)2 −(zi − z̄)(yi − ȳ)

−(xi − x̄)(zi − z̄) −(yi − ȳ)(zi − z̄) (xi − x̄)2 + (yi − ȳ)2




D� 	���	�� �

�� 
� �����	� �� �
����
� R ��� ����
��
��� M #

D = R−1MR

R ��� 
� �����	� �
�� 
�� 	


���� �
�� 
�� ��	����� ��
���� �� M # e1< e2 �� e3 �� D 
�
�����	� ����
��
� 	
������� 
�� ��
���� ��
���� �� M # λ1< λ2 �� λ3� R ��� 
� �����	� ��
�
����
� ���������� �� ������ �� ������ �,�

� �� ������ ����������� �� 
%�

���
!��� D�
�� �
�	 ������� �� 	���� �����	� 
%��������
� ��� ���������� �� �
����
� �� 
%������9���
 ��� �����	� �� �
����
� ��������� D� ���� �
�	< ��� �-���
� #

φ = − arcsin(R1,3)

θ = arctan(− R2,3

cos(θ)
,− R3,3

cos(θ)
)

ψ = arctan(− R1,2

cos(θ)
,− R1,1

cos(θ)
)

���	 φ< θ �� ψ 
�� ���
�� �� �
����
� �����	�������� ��� 
�� �-�� x< y �� z�

D� � �
�	 �
�� 
�� ���������� �� �����
���
� �� �� �
����
�< 	%���. .���� �
�� 	��-
	
������ ���� 
� �����	� �� ������
�����
� T � /
 �
�� ���� ���������� ������� 
�� ��
�� ���.
����� ���������� �� 
%�

���
!��< 	%���. .���� 	��- ��9������� �� ���

� 2a1< a2< a33� 0����.
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!�� 2ε1 = ε2 = 13�

���� 
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��� ���
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� ������	� �� 	����� �� ������� �� �
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�� ���������� 
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����
� �
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�� 
�
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�� �� H������� LH�4&�N ��� �� 	
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��
� ��� ��
���� ��
����
�� 
� �����	� �%������� J �%��� �

���
!�� #

J =
1

3


 a2

2 + a2
3 0 0

0 a2
1 + a2

3 0

0 0 a2
1 + a2

2




������ �� 	�
	�
�� #

a2
1 = 3

2
(λ2 + λ3 − λ1)

a2
2 = 3

2
(λ1 + λ3 − λ2)

a2
3 = 3

2
(λ1 + λ2 − λ3)
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��� �
��  ���� ������  
� ����
��<
�� �� �	�����


����� ��C	�  
� �
��� ������������ ����
���� ��� �� 	
�	������ 
�� �
����
���� 
�� �S
�� ��� ���������������� �%
,;�� �
��� ������� ��� �����	�
���< �
 �%���� �%���
������ �	�����


���� ����
�������� ���� 	
���� ��- ���-.������

��� ����
���� �� 
%��������
� �
�� ��������� ���� 
� ��,
��� ������ /
� �
������  ���

�
��� 
� ����
�� ��� �����,
�  
� ����
����� �� 
%�	�����


������ ���� �
�� 
�� 	��< 
�
����
�� ��� �
�� �?	�	� �
�� ��� �
����� �� ������� 	
�������� ��
� ��� �����	�
��������
����,
� �
�� 
�� 
,;��� "������ H��� �������< 	�
� ����� 	
��
������� �������,
� �������

� ����
�� ���� 
%�:�
����� �� 	���� ����
����� �
�� ������� 
�� �����������



���� ,��	���	�
 ��� �����
���� �*

E
� ]	�����


����� E
�,�� ���������� �� 
� ������

���
!��
�� �
���� a1 a2 a3 e1 e2

"����� � ������������ ���) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

"����� � ����
��� �((( 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

�:
����� T[ � ������������ ���) 3.00 3.00 1.00 0.01 1.00

�:
����� T[ � ����
��� �((( 3.00 3.00 1.00 0.01 1.00

�:
����� \ � ������������ ���) 1.00 1.00 3.00 0.01 1.00

�:
����� \ � ����
��� �((( 1.00 1.00 3.00 0.01 1.00

+

���
!�� � ������������ ���) 3.00 1.00 1.00 1.00 1.00

+

���
!�� � ����
��� �((( 3.00 1.00 1.00 1.00 1.00

$���

�
������� � ������������ ���) 1.00 1.00 3.00 0.01 0.01

$���

�
������� � ����
��� �((( 1.00 1.00 3.00 0.01 0.01

���� ��� Q ��B������� �
����� �:���������� ���
����� ���� 
�� �����

D� ���� ����� �
��� ��� 	�� ����
���� �
�� ,������ ��� 
� ���� ��� 	�� �
����� �:����.
������ �
�� 
,������ �� ������� 	
��
������� �:�������� ��� ����
�� ��- ��
�� �-���
��
� �-�
���� 
� ������ �-�	������ ��� ���������� �� �����
���
� ��� 	
�����
����� ��
,��:	����� �� 
%�����,
� ��� �
����� ��� ������ ���������� ��� �
�� ������� �� 
� �����	�
�� 	
������	�< 	�
	�
��  ������ �� 	� ,��:	�����< �
�� �
�	 
,����� ���� ��� 	��	
��.
���	� ���� ���
��,
��� +� ����< 	�� ����
���� �
������ �
�	 ���������� 
� �����,�
���  
�
����
����� �� 
� ������� ��� ���������� �� ��	���� �%�	��

� �� �� �
����
��

�-#-0 .�������	
 ������� �
 �� 
���
� ��� ������	������	
 �������

���������

�� ����
�� ���	������ �%��������
� ��� ���������� �������- ��� ���� 	
����� ��
���� 	�

� ��� �
�� ���
��
��< ���� ��
��
�� �
�� �� �@�� 
%���� �%��� ��������
� ���
���������� ,���� ��� ��� ����
�� �%����
-�����
� �%�

���
!��� �� ���� ��� �
������
	�����< �
�.���������< ��� ������ 
%�-�����
� �� 	�

� �-������ �
�� 
�� �

����� ��
�
��� ���
7��I��,,
� L7$7&&N�

"
� ����
	�� ��� 
� �������� # ��� 	
����� ������
� ���� @��� ����������� ��� 
%������
�
���
�	��� ����
� ^������	� �
��,�����^ #

F (a,x) = a.x = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0

���	 a = [a, b, c, d, e, f ] �� x = [x2, xy, y2, x, y, 1]�

"� 
%
� ������ ����
-���� �� �����,
� �� N �
���� ��< ��� ����
	�� ��� �� ���������



�� ����	��� �� *����+	���	�
 �'�
 �
������ �� ��	
�� �# ��� �
� ��������	���"��

D
,
;��

�
���
���
�

�����
�����
��

�
���
���

���
!��

a
1

a
2

a
3

e
1

e
2

t
x

t
y

t
z

r
x

r
y

r
z

"�����
�

(�((���*

0.866
0.866

1.224
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

0.000
0.000

0.394

"�����
�

(�(((��&

0.999
0.999

0.999
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

0.000
0.000

0.000

"�����
�

(�((����

0.689
1.058

1.058
1.000

1.000
0.308

0.000
0.000

0.104
0.000

0.000

�
:
�����
T
[
�

(�((*�)�

1.367
2.976

2.976
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

−
0.016

1.570
0.000

�
:
�����
T
[
�

(�((����

1.707
2.614

2.614
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

0.000
1.570

0.009

�
:
�����
\
�

(�((*(��

0.992
0.992

4.103
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

0.000
0.000

0.000

�
:
�����
\
�

(�((�(&�

1.171
1.190

3.348
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

0.000
0.001

0.451

+


��

!��
�

(�((���&

1.204
0.880

2.640
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

0.000
1.570

0.000

+


��

!��
�

(�((��(�

1.008
1.008

2.891
1.000

1.000
0.000

0.002
0.000

0.004
1.571

0.604

$
���

�
����
_��
�

(�((��&�

1.089
1.089

4.205
1.000

1.000
0.000

0.000
0.000

0.000
0.000

0.002

$
���

�
����
_��
�

(�(()���

1.362
1.364

3.386
1.000

1.000
0.000

0.000
0.030

0.000
0.000

−
0.382

�
�
�
�
���
Q
+
����
���
�

,�����
��C	�
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�
���
��
��

%�

���
!��
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���� ,��	���	�
 ��� �����
���� �&


� �
��� ��� 	����� �� 
� Y������	� �
��,�����Z �%�� �
���  
� 	
��,� #

E(a) =

N∑
i=1

F (a,xi)
2

�
�� 
� 	
�������� ��� 
� 	
����� ����������� ��� a �
�� ��� �

����< 	%���. .���� ��� #

4ac − b2 > 0

�
�� #

aT Ca = aT




0 0 2 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




a > 0

E
�
�� ��� 	���� 	
�������� �������� ����� 
� �

���
� ������
�  ���
�� a ��� �� ��	����
��
�

"� 
� 	
������� ���������� 
� �����	� �� �
���� D = [x1,x2...xN ]T < 
� ��
,
���
������� # ��������� E(a) = |Da|2 ���	 aT Ca > 0�

"� 
� ������ �� ������ 
 < 
� ��
,
��� ������ 	
��
�-�< ���� ������� �
��� 	
�����
��9��� ��� 
%�����,
� �� ���������� a ���� ����� 
%@��� ���	 
�� ���������� a′ = k ∗ a

�
�� �
�� k ∈ R
∗< 
� ���� ����
�9�� 
� 	
�������� ��� aT Ca = 1�

+� ��9������< 
� �
�� ��������� E(a) = |Da|2 ���	 aT Ca = 1< �� 	���� ����
�9	���
�
�
�� ������ �%���
���� 
� ���
���� �� ��������� D� � #

2DT Da − 2λCa = 0

DT Da = λCa
1

λ
∗ a = (DTD)−1Ca

D� ���
�� 
� �:����� ��C	�  ��� ����
� �-���	��
� ��� ��	�����R��
���� ��
�����

1�
����2� �� �����3� �
 ��

/
 ������ ���� ����������� �� �
��
�� ���
���� ��� ��

� ����
�� �
�� 
%��������
� ���
���������� �� 
� ������

���
!��� �� ����
����� �� 
� ���������
� ��� �
����� ;
������
,���	
�� �
��� ��� 
� ����
��� �� 
� 	������ 2����������
� �� ���� ��� �
������ 	�����3
��� �
��  ���� ������ �
�� 
� ����� �� 
%����
-�����
��



�( ����	��� �� *����+	���	�
 �'�
 �
������ �� ��	
�� �# ��� �
� ��������	���"��

���� 
%��������
�  
� �� �%��� ��� ���������� �� ��
,
��� ��� 
� 	
�������� ���
����������� +� �B��< �
�� ��� ���������< 
� �
���
� ���������� �%������� ��� 
� �

���
�
��9��� ,��� ��� �

���
!�� �%��� ��� ������������ +

� �� ���� �
�	 ��� @��� �-������ �
��

� �
��� aT Ca� �� ��
,
��� �� ���� �

�� �
�� @��� ���

� �� ������� ����
� ���	 ���
�-���	��
� �� ��
���� �� ��	����� ��
���� �� ���� ,���	
�� �� �
� �����@��

��� ������������ �� �"���
���

���������� ��� �
�� ���
�� 
,����� ��� �������� ��������
� ��� ���������� �� 
�
������

���
!��< �
�� ���
�� ��
�	��
���� �� �
�
������ �� ����������
�� �� ����
�� ��
��������
� ����� @��� ���
�	�,
�  ��� �
�	��
� �
�.
������� �� �
���� ���
���� ��� ��������
������� �
�� �
��
�� 
�� 	�
	�
��  
� �
�� ������������� �� ���
:���������� �%�
�
������
���
���� ��� "

��� ��� 	�
�� �� �����,���.����������

H��� ��� 	�� �
�
������ �
�� �� 	
������� �� 
� ��������
� �
�.
�������< �
 � ��� 
�������
4����< 	������� ����:����� �� ���
���� 	���� ����������
�  
%���� �%������ �
�
������� ��
�� �����	�
��� �%�
�
������� ��
	��������� # �
�
������ ���������< ��	��� ����
��

E
�� ��
�� ���
������ �� ����� ��B������� ����
��� �� ��������
� # �����,���.���������<
�"�< �
�
������� ����������� 4���� �� ,��� �����
 �� �
�	��
������� �� 	�� ����
���<
�
�� 	
������
�� 
���� ����
����	�� �� ����� �� ����� �� 	�
	�
 �� �� ���
��� �� ��.
��
��� �� 
�� ���
����� �
�� �
��� ��
,
��� �� �� ������� ��B������� ����
-�����
�� �� 
�
������	� �%�� �
���  
� �����	��

�	4
'��� ������� ���'	� "�56&

�� ����
�� �"� 2�
U���

 "���
�- ����
�3 � ��� ��
�
��� ��� E�
��� �� ����
�� �&)� LE�)�N� ����� ����
�� �%� ,��
��< �
�� ��������� ��� �
�	��
�< ��� �� �
�
���
����
�� +

� ��� �
����� ���� �?	�	� �
�� 
�� �
�	��
�� �
�.������,
�� 2	� ��� �%���
��� �
��� 	��3 ���� ����I �
������� �� ����� �� 	�
	�
�

=� ����
�- ��� ��9�� 	
��� ��� 9����  N +1 �
����� ���� �� ����	� �� ��	���	��
�� �������
� N � ���� 
� 	�� �� 
� ����������
� �%��� �
�	��
� f(x)< 
� ����
�- ����
�� ������� > ���� 	�
�� �� g(x, y)< 	� ���� �� ������
�� 0����

�� ��� 
%������� ��� �
��
�����
�� ��������� � 
�I� ���������� 2������
� ���3< �
��� ����
�- ���� �
�	 ��� 9����
 �
�I� �
������

�� ����
�- ������
 ���� @��� ��9�� ��� �� �
��� ������
 P0 ��
������ �%��� ��������
��������
� �� 
� �

���
�< ���� �
�� i ������� �� 1  N + 1 #

Pi = P0 + λi ∗ ei



���� �	
	�	���	�
 �� �'�
��&	� ��


F ei ��� 
� �.��� ��	���� �������� �� 
%����	� �� ��	���	�� �� λi �� �	�
���� �
�	��
� �� 
�
�����,�
��� ��� ���������� �
�� 
� ��
,
��� �������

�� ����	��� �� �"� ��� ������� �%
����� ��� ����� ��		������ �%������ 	
��������  
���
���� 
� ����
�- �� �
��9��� �� �� ��� �
���� Pi� "� 
� �
�� P 
� ,��:	����� ��

%�����,
� ��� �
���� �� ����
�- ����� �� Pi< 
�� 
������
�� �
���,
�� �� �
��9	���
��
�
�� �

�� 
�� ��������� #

Q 
� �
+
���� # P ′
i = (1 + α)P − αPi ���	 α ��� 	
������� �
������ >

Q 
%
�������� # P ′
i = (1 − γ)P − γPi ���	 γ ��� 	
������� �
������ >

Q 
� ����������� #P ′
i = (1 − β)P − βPi ���	 β ��� 	
������� 	
������ ����� ( �� ��

�� ������	� ��� �
��9	���
�� 
������ ��� �

�� 
� �������� #

�� D� ��������� ���� �� ������� ����� 
� ���

��� Pl �� 
� �
��� ,
� �
��� Ph �������

� �
�	��
� �%���
����
�  ����������

�� =�� ��K�-�
� �� �
��� 
� �
��� ,
� ��� ������� "� 
%���
����
� �� �
��� 
,���� ���
	
������ ����� 
�� ���
����
�� �� Pl �� �� Ph< 
� 	
������ 	� �
����� �
��� �� 
�
��	
����	� �� ��

�� "��
�< �� 
� ��
��� �� �
��� 
,���� ��� ���

���� ��� 
� ��
��� �� Pl< 
� ����� ���
�-�����
�� D� 	
������ 
�� ���

���� ��� ���- �
���� 2����� 
� ����� �-�����
�3 ��

� ������� �� ��

�� "� ����� ��K�-�
� Ph ����� 
� �
��� ,
� �
���< �

�� 
� 	
������ 
� ���

��� ��� ���-
�
���� 2����� 
� ����� ��K�-�
�3 �� 
� 
���� ��� 	
����	��
� �� 	� �
��� ����� ��
��	
����	�� �� ��

=�� ������	� ����
����� �� ��

�� 
������
�� 	
������  
� 	
�������	� �� ����
�-
���� �� ��������

�%�
�
������ �� �"�< ��� �
�� �


�� ������< �
����� �� �
�� ��� 
������
� �� ����.
��
� �%�� �
��� �� ����
�- ��� �� ��������� �� 	�� �� ���,
� ��
������
� �� ���:�������

� �:����� �� 
�� ����;�	���� �� 
%��������

+�2�

��3�6��7�����

�%�
�
������ �� �����,���.��������� ��� ��� ����
�� 	
������� �� 
� ��������
� �
�.

������� L$8'7&�< H�4&�N� /
 ��	������ 
�� �������� �� ������� 
���� �� 
� �
�	��
�  
����������

��� �
�
������ �� 
�	�

�� ����� ���- ����
��� �� ����������
�� �� �������� ��� ���
����
� ���	���� �� ��������< ��� ���� @��� �
���
�� ����� #

a′ = a − C∇∆(a) 2���3



�� ����	��� �� *����+	���	�
 �'�
 �
������ �� ��	
�� �# ��� �
� ��������	���"��

���	 a �� �����,
� �� 
�I� ���������� ��9������� ��� �������������� �� C ��� 	
�������
��9������� 
� ��� �� ���	�����

�� ��	
��� ����
�� ��� ��� ����
�� �� ���	���� �����������< ��� �� ����
��� ���<


����� 
%
� ��� ��
	�� �� 
� �

���
�< 
� �
�	��
�  ��������� ���� @��� ����
-���� ���
��� �
��� ������������ �� ������� �� 
%�������  ��������� ��� �

�� 
� ������� �� 
�
�
��� ����������� ��� ���� �� 	�
	�
�� ����	������ #

amin = a + D−1. [−∇∆(a)] 2���3

���	 D 
� �����	� O�������� �� ∆(a)�

�%���� �� 
%�
�
������ �� �����,���.��������� ��� �� 	
�,���� 	�� ����
	��� �� ��.
�������� ��� ����� D ��� ����
��
� 
� ����
�� ����������� ������� ��� ����
� ���	����
�� ��������� "� 
� �
�� �

�� D′ ��

� ��� #

D′
jj = Djj ∗ (1 + λ)

D′
ij = Dij (j 
= i)

�� �
���
� ���������� 
� ��������
� ������� #

amin = a +
1

λ
D′−1. [−∇∆(a)]

4����< ����� λ ���� �����< 
� �����	� D′ ���� ������� ����
��
� �� �
�	 
� ���� ��
	��
�� 
%������
� ��� �� �� 
� ����
�� �� ���	���� �� ��������< ������ ��� ����� λ ���� ��
	��
�� 0< 
� ��������
� �� ����  
� ������� �%��� ���	���� ����������� 2������
� ���3

"� a ��� �� �����,
� �� ���������� �� 
� �
�	��
�  ���������  ��� ����� �
���� ��

� ��������
�< 
%����� �������� �� ���
�
� �

�� ����� #

�� ��
	�
�� a′

�� "� ∆(a′) > ∆(a)) �

�� λ = 10 ∗ λ

�� "� ∆(a′) ≤ ∆(a)) �

�� λ = 0.1 ∗ λ �� a = a′�

D� ������ ������������� 	� ��
	��� ;����% 	� ��� ∆(a) �� �������� �
��< 	� ��� �������
 �%���@��� ����� λ ��� ��
� ������

�%�
�
������ �� �����,���.��������� 	
������ ������
����� ����I ���������� ����
�� 
����� ������ ��� 
�� ������ 

	��-� / 
 ��� �
�;
��� �
���,
�< 	
��� ���� 
� 	�� ��
�"� �� �� �
���� �� 	�� ������ 

	��- �� ��	
���� 
�� ���������� ����� ��� ��������
	
�������	� ���� �� ��
��	�� 
� ��������
�� E
�� 
%��
�� ����< ���� 
�� ����
���� ��������� �	�<

�� ��� 
,����� ��C	�  ��� ����
� ���
�	���
� �� 
%�
�
������ �� �����,���.����������



���� �	
	�	���	�
 �� �'�
��&	� ��

8�3	���'�� !(
(��7��

=� �
�
������ ��������� ��� ��� ����
	�� �%
���������
� ��
	�������� ��� �� ,��� ���

�� 

�� �� 
� ��
�	��
� ������

� �� 
%��

���
� ��� ����	���

=�� �
��
���
� P �%��������� �� ��

���< 	��	�� �%�����.��- ����� ���� �%�� �����,
�
�� ������ =� �������� ��� �� ���� �� �
��� ���� 
%����	� �� ��	���	��� ����� ��

���
�
	
������  ��� ���
�
����
� �� 
� �
��
���
� �� ���� �� 
� �
�	��
�  ���������� J 	�����
�����< 
� ���

��� �������� ���� ��� �

���
� �
���,
� �� 
%
���������
��

/�����
�����< 
� �
��
���
� ��� ������� �� ��G
� �
���
��� ���� 
%����	� �� ��	���	���
$
�� �
��< �
 �%����� �%�� �����,
� �� ������

���
!��� �� 
�� ����� ���
�� 
�� 
�I� ����.
������� �%��

���
� �� 	���� �
��
���
� ���< �� ����< ��� ��		����
� �� ��������
�� ;����% 
	� ��� 
� 	
�������	� ��� 
����

������ ��������
� �� ��	
��
�� �� ���- ������� �� �������� ����� ��� 	�

� ���� ��
��
�	��
�� 8
�� 
�� ��������� �
�� @��� ���
��� ��� 
� �
�	��
�  
�������� ���� ����� ��
�
�	��
� �� 	���� ���
����
�< �
�� �
�� 
� ��
��� �� 
%������
� ��� �� 
� ���� ��� +������
�� �����,
� �� 	
��
�� �� �@�� ���

� ��� 
� �
��
���
� �� @��� 	�
���� $
�� 
� 	
��������
�%�� �������� ��� ,
�< �
�� �
 ���� �� 	���	�� �%@��� ���� �� 	
��
�� H��� �6�< �� �@��
�������� ���� @��� ���� �
������� 	
��
��  
� �
���

+������< ������ 
� ����� ���� �� ����
��	��
�< 
�� 	
��
�� �
�� �
���� �������	�  
��� �
���

� �
��
���
�� �
���� ���� �� �
�� �� ��
�	��
� ��� 	
��
��< 
�� ��������� 
��
�
��� ,
�� �� �� ����
����
�� ������� ;����� 2	%��� 
� ��
�	��
� ������

�3� �� 	�����
	
��
� �
����� �� �
���
 �������� �
�� 
�� ����� ���
�� �� ��
���� �
���
��� �� 	��- ��
��� �������� �� �
��< 	����� ���� �
���� �
���
������� #

�� @��� �������� ����	� >

�� ����
��� �%�� 	�
������� ��� ����� ��� ���- �������< 	%���. .���� �� ��
���� ���
�
���� �� ����� �
�� �� ������ ,������ 2
�� n 2�
���
���3 �������� ,��� ������ �� ����<

�� � ��	
��� �� 
� ����3< �
�� �� ������� ���	 
�� ���
� 2�� 
�� ���������� �
�� ���
�3
���	 �� �
:������ �
����� 2�
���
���3 ��� �-���
� >

�� ��,�� ��� ������
�< 	%���. .���� ��� �
������
� �
���
����

����� ����
	�� �� ����� ��

��� ��� �
��
���
� ��� ���� �� �
�� �� �
�� ��
	�� �� 
�
�

���
�� $
�� �������� 
� ��
������
�< ��� ��	������ ����
� ��� �� ������ 
�2�3 ���

���2�3
��������2�3 �%��� ��������
� ��� 
%������

��� �
�
������ �� �
�� ��� 
� ��
,
��� ��� ������ 

	��-� +� �����	��< �
 ��	������ 
�
���
��� �� �
�,���- ���������� # 
� ���- �� ������
� ��� �����< 
��� ���- �� 	�
�������<

� ���

� �� 
� �
��
���
�< ��	�



�� ����	��� �� *����+	���	�
 �'�
 �
������ �� ��	
�� �# ��� �
� ��������	���"��

�	�������	
 ��� �(�������

E
�� ��
�� ����:� �%���
���� 	�� ��
�� �
�
������� �� ����������
� �
�� 
� ����� �� ��.
������
� �� 
� ����
�� �%����
-�����
� �%�� �����,
� �� �
���� ��� ��� ������

���
!���
$
�� 	��	�� �� 	�� �
�
�������< 
�� ����� 
�� ��� ���
���� ���	 ���- ����
��� �%����
-���.
��
� �� 
� ������	� # 
� �
�	��
� Y��������Z F1 �%����
-�����
� �� 
� ������	� Y��	
�������
�����
�Z F2�

E
�� �������
�� �	� 
�� ����
���� ��� ��
�� �-���
�� �%
,;��� ����
�� # �� ����

�
�������
��	����
� 	
������� �%�� �	�����


� �� �(�� �
����< �� 	:
����� 2�(�& �
����3 �� ���
�

���
!�� ��
����� ��- ��
�� ������ ���� 
� ���� �� 
� 

������ 2�(*( �
����3 29���� ���3�

��� ��� ���

���� ��� Q ��� �����,
�� �� �
���� �
� ,������ ���
���� �
�� 
�� ����� �%����
-�����
� 2�3
�%
,;�� 0�	����
� 2,3 �%
,;�� �:
����� 2	3 �%
,;�� +

���
!�� ��
�����

��� 9����� ���  ��� �
������ 
%��

���
� �� 
� ����
���
� �� �
�	��
� �� ����� 

��
�� 
%���
�����
� ��� ��
�� �
�
�������� �� ����� ��� �-����� �� ��	
����� �� ����
���
�
��� 	�
	�
�� ���	 
� �
�	��
� �� ������	� ���
���� > 	%��� 
� ��
��� �� 
� �
�	��
� �������
���������� $
�� �
���� 	�� 9�����< 
� ��������
� ��� �����,���.��������� ��� �����������
��� �� ����� �
���< 	�

� ��� �
�
������ ��������� 
%��� ��� ��� ������ ������ ��� 
�� �
����

��
	
�����
����� �� �"��

����� �-������
� �� 
%��

���
� �� 
� ����
���
� �� ��	
���� ��� ���
� �
�� 	
������
	
�	�������� 
%�?	�	��� ��� ����
��� �
�� �
�� ����
�
��� E����
���< �
 ���� ������
 
%������ ��%�

� �%��� ��
�,
� ��� �
�� 
�� ���
��������
�� ��� �
�
������� ��� �
��
���
��
�� �� ��%�
 ���� �
�	 : ��
�� ��� �������
�� ���
������� ������� 
�� �����
�� ��

���������
�� ���
�����  ��
 
� ��
 �
�
������� $
�� ��
�� ��� ����
� �
�� ������������ ��

� �������
� 
� ���� �
��� ��� ��� 
�� �-���
�� �%�����
� �((( �
����< �
� �����
�� �� �"�
�� 
%�
�
������ �� �����,���.��������� ��
������ �%�����
� �( �������
�� ��� ��	
���
�

�� ��� 
%�
�
������ ��������� ��
������  ��� ������� �� � �������
�� ��� ��	
��� �
��



���� �	
	�	���	�
 �� �'�
��&	� ��

��� �
��
���
� �� �(( ���������� �� ������� �� 	�� ��
�� �
�
������� ������� �� �������
�

,�
���� 
������� �� �
�	��
� �� �
�,�� �� �
�����

(
(�((�
(�((�
(�(()
(�((�
(�(�
(�(��
(�(��
(�(�)
(�(��
(�(�
(�(��

( � � ) � �( �� ��

��� F1

(�((�
(�(�
(�(��
(�(�
(�(��
(�(�
(�(��
(�(�

( � � ) � �( �� ��

��� F2

���� ��� Q ]�

���
� �� 
� ����
���
� ��- �
����� 0�	����
� �� �
�	��
� �� ����� ��
��	
��� 

�� �� 
� ��������
� ��� �����,���.��������� 2����� �
���3< 4
�
������ 1��������
2������3 �� �"� 2�
����

��3� �� ����
���
� ��� �-������ �� �
�	��
� �� 
� Y������	�Z ���
����<
�%
F 
� ��B����	� �%
���� �� ��������� $
�� ��� 	
�������
� ��� ����
���
�� 
,������ �

���� �� ���
���� �� ��,
��� ��� 2�3 =��
�����
� �� 
� ������	� Y��������Z 2,3 =��
�����
� ��

� ������	� Y��	
������� �����
�Z

(
(�((�
(�((�
(�(()
(�((�
(�(�
(�(��
(�(��
(�(�)

( � � ) � �( �� ��

��� F1

(
(�((�
(�(�
(�(��
(�(�
(�(��
(�(�
(�(��
(�(�

( � � ) � �( �� ��

��� F2

���� ��� Q �@�� 	�
�� ��� �
�� 
� 9���� ��� ���
����� ��- �
����� �:
�����

�� 9���� ��� ��
�
�� ��� ����� 	
��,� �%��

���
� �� 
� ����
���
� ��� 
%
,;�� +

���
!��
��
����� �����
 �
�� ��
�� �;
��� �� ��� 29�� ���� �� ���,3 ���� ,���	
�� 29�� ���	
�� ����3 �� ,����� J 	���� �� �
��� ����
�� �%��������
� ��� ���������� ��
���������
���������� �� ,��:	����� �� 
%�����,
� �� �
����< 
� ���� �%���
���� ��� �

���
!�� ��
�����
�
��� �� �
��� �� ������ ���� �

������ ��
� �%���@	�� ��� 
� 	
�������	� ��� ��� �%��

����



�) ����	��� �� *����+	���	�
 �'�
 �
������ �� ��	
�� �# ��� �
� ��������	���"��

(�((�
(�((�
(�((�
(�((�
(�((�
(�(()
(�((*
(�((�
(�((&

( � � ) � �( �� ��

��� F1

(�((�
(�((�
(�(()
(�((�
(�(�

(�(��
(�(��
(�(�)
(�(��

( � � ) � �( �� ��

��� F2

���� ��� Q �@�� 	�
�� ��� �
�� 
� 9���� ��� ���
����� ��- �
����� +

���
!���

���� ������ �� �� ,
��� ���
��� ���� 
� 	�� �� �����,���.���������� D� �
�� ����� ���
�
�� �
 : � �� ,���� �� �
��� 
%����
-�����
� ��� ,
���� ��
� �� �����9� ��� ��� 
� ����
��
�� ��������
� ��� �
��� �?	�	� ���� 	� 	�� 2
� �
�� �%��

���� ��� 
�� 	
��,�� 
�� �� ��
9

����
�����3� "���
�����< 
� ���

���� ������

���
!�� ��� �
��� ��
	�� ��� �
�����  	����
�� 	� ,���� 2�
 �%���� �� 
� ����
���
� �;
���� ���� 
�� �
����� �� ���
��� �
���3�

�� 9���� ��) �
���� 
%��

���
� �� 
� ����
���
� �
�� 
%
,;�� �:
����� ��� �
�� ��
��
���� �� ������� ����� �
��.�	�����


��
� 29�� ��)� �� ��),3 ���� ���.�	�����


�� 29�� ��)	
�� ��)�3� ��� 	
��,�� �
������ ��� 	�
�����	� ��
��������� 
������� �� ����� ��	�������  

� ��������
� �� ����
�� �� ,��� �
��� ,
� ����
���� ��� 
� 	:
����� �
��.�	�����


�� ���
��� 
� 	:
����� 
������
 �� ���.�	�����


���

+�9�< �
�� ��
�� 	���
� 
�� ���- �
��9	���
�� ���	������� ��� 
� ����

�
�������
��	����
� �
�� �
����� 
�� 	
��,�� �� 
� 9���� ��*� ��� 	
��,�� ��*� 
�� ��� 
,������
����� �� �
��.�	�����


����� �� 
%�;
�� �%�� ,���� 
����< ������ ��� 
�� 	
��,�� ��*,
������������ 
%��

���
� �� 
� ����
���
� ����� ��
�� ���.�	�����


�� ���� �
������� ,�����

� ����

�
��������

��� 9����� �
�� �
������ �
������� 	�
���� $����������� 
� �
�� 	
�������� ��� 
%�
.
�
������ �"� �%��� ��� �� �
�� ������  �
��� ��
,
���� "�� 	
��,�� ��� 	�� �������

�
�� ����I� ��	
���� 2���� 
� 	�� ��� 
,;��� �%�� ��

���� �� �
����3 ���,
��� ������� �
.
��I
���
��� �� ��������
� ��� �
�	 ���� 
����� �%�
�
������ ��������� �
��� �� ���

����
����
���� ��� 
� �"� ���� 
%�
�
������ �� �����,���.��������� � 	
�������� 
%���������
���-��������< ���

� ��� �
�� 
� ����
�� �� ��������
�< 
%���
�����
� �� 
%��� 
� 
%�����
����
-�����
� �� 
� ������	� �%�� �
���  
� �����	� �� ���,
� ���
���� ��	�� ���� �%��.
9	�	��� �� ����� �� �������� �� ��B����	� �� ����
���
� ����,
� ����� 
�� ����
����  ������
�� 
%����
-�����
� �� 
� ������	� F1 
� F2 ��� ����
����� ��� �� ���� ��� 	���� ����
���
�



���� �	
	�	���	�
 �� �'�
��&	� �*

(�((�
(�((�
(�((�
(�((�
(�((�
(�(()
(�((*
(�((�
(�((&

( � � ) � �( �� ��

��� F1

(�((�

(�((�

(�(()

(�((�

(�(�

(�(��

(�(��

( � � ) � �( �� ��

��� F2

(�((�
(�((�
(�((�
(�(()
(�((*
(�((�
(�((&
(�(�

( � � ) � �( �� ��

��� F1

(�((�
(�(()
(�((�
(�(�
(�(��
(�(��
(�(�)
(�(��

( � � ) � �( �� ��

��� F2

���� ��� Q �@�� 	�
�� ��� �
�� 
� 9���� ��� ���
����� ��- �
����� +

���
!�� ,�������
���� 
� 	�� �� 2�3 �� 2,3 �� ���� ,������� ���� 
� 	�� �� 2	3 �� 2�3�

��� ;�������� �-������ �� �
�	��
� �� F1 ���� 
� ������� 	�� �� �� F2 ���� 
� ��	
�� ��
�%��� �
�	 ��� 	
�����,
��

�� ��,
��� ��� �
���� 
� ����
���
� ���

�< �� ����� �� ������	� ��	
�������< ��� �
��

,���
��� D� �
�� 	
�������� ��� 
�� ���

���� ����
����< �� ����< �
�� 
,����� ��C	�  

%�
�
������ �� �����,���.���������� �%�
�
������ �"�< �����  
�� ��� ���� �� ��������

�%����
-�����
� �� 
� ������	� ���
���� ���,
� �%��
�� ��� ��� �%���
����	�� ��
� ��
����� ��� �� 	���� 
� ���� ��� 
� ������	� ��	
������� �����
� ��� �
�� ����
����  �
���
��
,
���� ��� 	� �%��� ��� ���� �
�� 
%����
-�����
� ��� �
�� ��
�
�
�� �
� ���
�����
�
���� ����
�� 

�� �� 
� ����������
� �9� �%��
�� ��� ����
���
� �
���
���� ��� ����
��  
�
���

� �� 
� �
��� �� �
��� ������

���
!��� ��� ����
���� �
������ ��� 
� ����
�� ��� ����I
�����,
� ��- ���- �%�	�����


������< 
�� ����
���
�� ��� 
�� �
����� �
��.�	�����


����
����� ��- �
�� �
�� �
����� ��� 
�� �������

�%�� �
��� �� ��� �
�� ������
< �� �� 	
��������� ��� ���
����� 
�� �-���
�� ����������



�� ����	��� �� *����+	���	�
 �'�
 �
������ �� ��	
�� �# ��� �
� ��������	���"��

(�((�
(�(�
(�(��
(�(��
(�(�)
(�(��
(�(�
(�(��
(�(��

( (�� � ��� �

��� F1

(
(�(�
(�(�
(�(�
(�(�
(�(�
(�()
(�(*
(�(�
(�(&

( (�� � ��� �

��� F2

(
(�((�
(�((�
(�((�
(�((�
(�((�
(�(()
(�((*
(�((�

( �( �( �( �( �( )( *( �( &(

��� F1

(
(�((�
(�((�
(�(()
(�((�
(�(�

(�(��
(�(��

( �( �( �( �( �( )( *( �( &(

��� F2

���� ��) Q �@�� 	�
�� ��� �
�� 
� 9���� ��� ���
����� ��- �
����� �:
����� �
��.
�	�����


����� 2��� �
����3 ���� 
� 	�� �� 2�3 �� 2,3 �� ���.�	�����


������ 2���� �
����3
���� 
� 	�� �� 2	3 �� 2�3�

���� 	� 	������� ���� 
%�����,
� ��� ����� �B�	���� ������ �
��� ������
< 
� ���� ���� ���

%�
�
������ ��������� �� 
%�
�
������ �� �����,���.��������� �
����� �
�� ���- �� ,
��
����
����� �� ������� � ����
�� 
%�������� �� �
���� �� ���

���� ����
���� ��� ��� ����� ��
��������
�� �
�� 

��� ��� 	��- ��� �
�� ��
�� ��������� �	� �� 
� ��	
�� �%@��� ,���	
��
�
�� �?	�	� ���� 
�� ��������� ��	
���� �� 
� ����������
�� �� �
��< �� �������� ��
�����,���.��������� ��� �� �� ��	������� ��	�� �����������< ������ ��%����� �� �
��
��
���
���� 
%�
�
������ ���������< �
 ���� 9-�� 
� ���

� �� 
� �
��
���
�< 
� ���- �� ������
��<

� ���- �� 	�
������� �� ������ ������ ���������� ��� �
�� ����� 	
��
���� 
�� ����
���
��	������ $
�� 	
�	
���< 
�� �
����������  
%�
�
������ �� �����,���.��������� ��� �
��
��
�� ������� �%
�� ��� �� @��� ��?������� 	
�����	����� �� �
�� ������
�� �
�	 	����
����
�� �� ��������
� ��� ����� ��� ���
���� ���� 
� ����
�� 
������
� �� "

��� �� ����
,���	
�� ��� ����������



���� ��
����	�
 �&

(�(�
(�(��
(�(�
(�(��
(�(�
(�(��
(�(�
(�(��

( (�� � ��� �

��� F1

(�(�
(�(�
(�(�
(�(�
(�()
(�(*
(�(�
(�(&

( (�� � ��� �

��� F2

(�((�
(�((�
(�(()
(�((�
(�(�
(�(��
(�(��
(�(�)

( �( �( �( �( �( )( *( �( &(

��� F1

(�((�

(�((�

(�(()

(�((�

(�(�

(�(��

(�(��

( �( �( �( �( �( )( *( �( &(

��� F2

���� ��* Q �@�� 	�
�� ��� �
�� 
� 9���� ��� ���
����� ��- �
����� 0�	����
� ,�������
�� �
��.�	�����


����� 2��& �
����3 ���� 
� 	�� �� 2�3 �� 2,3 �� ���.�	�����


������ 2����
�
����3 ���� 
� 	�� �� 2	3 �� 2�3�

��� �����	����

E
�� ��
�� �������� ���� 	� 	������� ��� ����
�� �
�� ����
-���� ��� �
����� ���.
�������
���

�� ��� ��� ������

���
!��� ����� ����
-�����
� �� ���� �� ���� ��� �
������
	����� �� 
� ������	� 	
��� ��
�
�� ��� "

����

�� �������� ����� �� 	���� ����
-�����
� ��� ��� ��������
� ��� ���������� �� �
��
�
��� ��������
�� �%������
���� ��� ����
�� �� ��������
�� �� ����
�� 
������
� ��� �%���
����

%�

���
!�� �%������� �� ��� ��� 	
�������� 	
��
������� ���������� �� 
� ����
����� ���
�
������ E
�� ��
�� ������ ��� ����� ����
�� ,���� ��� 
� 	�
	�
 ����	� ��� ���������� ��

%�

���� ����
-����� ��� �
����� �� �� ���� ��� �
������ 	������ ����� ����
	�� ������
�
�	 �������  �
��� ��
,
��� �� ��� �� �
�� ������������  
� ����
����� �� 
� �������
��� �
����� ���� �%� ��� �� @��� �������  
� ��
������ �������
��



)( ����	��� �� *����+	���	�
 �'�
 �
������ �� ��	
�� �# ��� �
� ��������	���"��

��������� ���	
���� 
��������� ������	
� ���

�������� 
������� �������� �
��������� �������� �
��������� �������� �
���������

������� ������� �������

��������� ������ ������ ���� � ������ �����! ����"�

��������� #� ������ ���$$ ����%& ���$ ���$� �����

��������� '( ������ ������ ������ ����$� ������ �����"

)*������ ����$ ������ ����� �����% ���&" �����!

)*������ # ����! ����	 ����% ����	 ���$ ���$�

)*������ ' ������ ������ ������ ����� ����$% ������

����+��,�� ����$! ������ ����$& ����$� ���� ! ������

����+��,�� � �����$ ������ ���� ! �����$ ���� & �����!

����+��,�� ( ���� " ������ ����!� ���$�$ ����� ����" 

���� ��� Q '�
���� �� 
� ����
���
�� ��� �
�����  ��� ������

���
!�� ���	 
�� ��B�������
����
��� ����� �( ��	
���� �� ��������
� ��� 
�� 
,;��� �%�� ��

���� �� �
����< � ��	
����
�
�� 
�� 
,;��� �� ��( �
���� �� ��( ��	
���� �
�� 
�� 
,;��� �� �((( �
����� 2
������ # .
�
�� �
��.�	�����


����< ` �
�� ���.�	�����


����< , �
�� ,�������< H �
�� ���� ,�������3

+� 	� ��� 	
�	���� 
� ��������
�< �
�� ��
�� ��� �� �
�	� ��
�� �
�
������� ��B�.
����� # �����,���.���������< �
�
������ ��������� �� �"�� �� ����
�� �� �����,���.
��������� ��� ��� 
� �
����� �� ����� ���
���� �
�� 	� ��
,
��� �%�����< ����� ���� �
���
	��< 
� �
�� �?	�	� �� �
�	 	�

� ��� �
�� ���
����
�� �
�� 
� ����� �� 	���� ������

+� �
�� �� 
� �
�	��
� �%����
-�����
� �� 
� ������	� 	
����������� ���
���� �
�� 	�
��
,
��� �
�� ��
�� ����:� �%���
���� 
� ������	� ��	
������� �����
� ��������� ���� 
�
	������� ���	������ ��� ����
���� 
,����� ���	 
�� ���- ����
	��� �� 
� ������	� �
��
���� ����
������ ���������< ��� �
�	��
� �� ������	� �
���
���� ��� ����
��  
� ���

�
��� ������

���
!���< 	
��� 
� ������	� ��	
������� �����
�< ���� ���
� �
�� 	
������ 
��
����
���
�� �� ������

���
!��� �������� 

�� �� 
� ����������
� ��� 	
������� 
� ��
	�����
����� ���� 
%
,�����
� �� �
��� ���	������� �%
,;�� �� �� 
� ��;�� �� ��
	���� 	��������



����	��� #

��$��
���	�
 ��� ��

���
��	�	��
�	�

�����

E
�� �����
�� 
,����� �� ���	������� �%
,;�� ����������
���
 ,��� ��� 
� ����������
�
�� 	� �������� �� ���	������� ���� �� �����,
� 	
���	� �� ������

���
!��� �
�� 
� �
���
����	����< 	��	��� �%�����.�

�� �
��
����� ��� ������ ��� �
����� �� �
�	 �� 
%
,;��� E
��
��
�� �� �� ���������� ���	����� 	
����� ����
-���� �� �����,
� �� �
���� �� ���
��� ������

���
!��< ���� �� 
,;�� ����������
���
 �� ���� �� ������
 ��� @��� ��	��� ���
��� ���
� ������

���
!��� /
 �
�� ���� ���������� ��� ����
�� ���������� �� ������ ���
�
�����  ��� ��	
��
����
� �� �
��.�����,
�� �� �
���� ����������,
�� ��� ��� ������
������

���
!��� H��� �6� 	���� ��	
��
����
� �
�� ��
����� �� �
�,�� ������
 �� �������
�
�� ��� ����
���
� �
�����

���� 	� 	�������< �
�� �


�� �����

�� ���- �
�
������� �� ����������
� ��� �
�����
����������
���

��� �� ������� ��� ��� ����
�� ��	������� �� �:�� 	�
�����	� �� ����
��<

� ��	
��< ���	������< �� �:�� ��	
�����.����
�� $
�� 	�� ���- �
�
�������< 	
��� ��.
����� ���� 
%����
��	��
� �� 	���� �������� ������< �
�� ���
�� �� ��
�� ����������
� ��
����
-�����
� �� �
������ 4����<  
� 9� �� 
� ����������
�< �
��� ���	������� �� �
�	

%�����,
� �� ������

���
!��� ��� 	
��
������� ��9���

��� ����� � ���(��  �
�������� �� 
�����

����� �������� ����
	�� �� ����������
� ��� �
����� ����������
���

�� � ���<  
%
��.
����< ���
������� �� ����

�
�  �
��� ����
�� 
������
� ��� �
�� �-�
���
�� ���� 
�
������ ��������� ����� ����
�� ��� ,���� ��� �� �
�
������ �� �:�� 	�
�����	� �� ����
��
�� � ��� ��
�
��� ��� ��
������ L�M"&*< �"�&�N� /
 ���
������ 	���� ����
��  ��� �
�.
���� �� �:�� ������ �� ��
�
������ =� ������
 �%��������
� �
�� 
%���
�����  �
� �
�����
�
�.
��������� �� ������
����� � �6 @��� �B�	���� �� ��� �� 9��
< �� ���� ��� �������� ����I
����
���

��

)�



)� ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

�� ����
�� �� ��	
��
�� �� ��
�� ������ ����	���
�� #

�� �������������� �
� �
��
� , 
%������
�����
� �� 
� ����
�� 	
�����
��  
� 	�����
�
�%�� �����,
� �� ������< 	%���. .���� �� �����,
� �� ����
�� �� 
%����	� 	
�������
�� �
�,�� ������ �� �
���� ����������
���
� �
������ ���	��� �� 	�� ����
��< 
� ��
	�� ������< �
�� �
��
�� @��� ����
-���� ��� ��� ������

���
!�� ���	 ��� ���
���
�
�����

�� (&��
 �
 ���������
 , ������ 	���� �����< 
�� ������ �
�� ������ �� ��
���� ��
��	
��
���� ��� �
���� ��� 
���� �
�� �
������

�� (&��
 �
 �
�
����� , 	���� ����� ��� 	������ �%�
������ 
�� ������ ��� �
�� �������
��
� ���
������< ��� ��	������ ��� �@�� ������ �� 
%
,;���

4���� 
%������
�����
� ��� ������< ��� �
������	�� �� ����� �� 	�
�����	� �� �� ��
�	��
�
�� ��		����
�� ;����% 	� ��� 
%�����,
� �� ����
�� �
�� ���,
��

E
�� �


�� ���� �� ������� ����� �����

�� 	�� ��
�� ������< ���� 	
�������
�� 
��
����
���� ��� �
�� 
,���
���

9-#-# �
����������	
 ��� 3�����

�� ����
�� �%������
�����
� ��� 
� �@�� ��� ���� 
%����
	�� 
������
� �� ��
�������
�%����	� ��� �
����� ��� �������
��� ������� ��� ���

� ����������
���

�� ������ �
��.
�����,
� �� 	�� ����	� ������� �

�� �� ����� �� �� ���
����� �� �
 	
������ ����I �� �
����
�� ��%�
 ���� @��� ����
-��� ��� ��� ������

���
!�� �
�� �� ���- �� ����
���
� �
��� #
τi �

D� 
,�����<  
� 9� �� 	���� �����< �� �����,
� �� ������

���
!���< 	��	��� �%�����.
�

�� ����
-����� ��� �
���� ��� 
�� �
�� ��
���� �� �� �����,
� �� �
���� ����������
���
�
����������� ��
������ ��� ����
�� �� 
%����	� ��� �%
�� ��� �
��� �������	�  �� ������
/�����
�����< �
�� 	�� ������ �
�� ������� �� �����������

����� ����� ��� ����
����
� �
�� 
� ����� �� 
%�
�
������< �� ��� ������ �� 
%
,;�� �����.
�����
���
 ������ �� �� �
�� ��� �����,��� �� ������< �

� ������ �� �� ��� @��� �����������
���� 
� ���	������� 9��
� +� �B��< 	
��� �
�� �


�� 
� �
��< 
�� ������ �
�� 	����� ��
����<
	%���. .���� ������
�� ��� �
����< ���� �� ������� �
���
����� ��� ��������� 
�� ��
�������
����� 
�� ������� ������

�� �� 
%
,;��� 4����< �� ����� ������
��� ���� ��� ������ �� 
%
,;��
� ��� �� 	���	� �%�� �
��
���� ��� �����  
� 9� �� 
%�
�
������ 29���� ���3�

9-#-0 :'��� �� ��	����
��

���������� ��� �
�� ��
�� ������
��� �� 	������ �
�,�� �� ������< �
�� �


�� ����:��
�%�;
���� ��� �
����  	��	�� �� 	�� ������ �9� ��� 	����� �����,
� �����  ����
����
�-�	������ 
�� �
���� �%��� ������ ������

� �� 
%
,;���



���� ����� $ &����� - ���	���
�� �� ��&	�
 )�

��� ���

���� ��� Q +-���
�� �%������
�����
� ��� ������� "�� 
� 9���� 2,3< ��� ������ �� 
%
,;�� ��
	
������ ��� �� ������� +

� �� ���� ���� �
��� ��� ����������� ���� 
� ���	������� 9��
�

/
 �
�� ���� �%�,
�� ��9��� 
� 	������ �
�� ���������� �� 	�
���� �� 
�� 
� �
� ��
�����,
� �� �
���� ���� @��� �;
���  ��� ����
�� ���  ���� ��� ������	� ��
� ������
�� 
� ������

���
!�� ��- �
�����< �
 �%: � ��� �� ����
� �
�� ��;���� �� ��
 �;
��� E
��
���
����
�� �
�	 ����
����� �� ����
 2τg3 ��� 
� ����
���
� ∆ ��.������ �����
 
�� �
�����-
�
���� �� ���
�� ��� �		������ $
�� ��%�� �����,
� �� �
���� ������ @��� �;
���  �� �����<
�
 ���� �� �
 ��?� ��%�
 �-���� ��� ������

���
!�� �� ���������� � ��
� ���< �
�� 
%���
�
��� �
���� �� ����� �� �� 	�� �
�����- �
���� #

∆(�) < τg

E
�
�� ��� τi �� τg �
�� �
�� ���- 
�� ���- �� ����
���
� ��-���� ��� 
%
� ������ �
�� 
�
�
��
�����
� �� 
%
,;��< �
�� ���	������� �� 
� ����
���
� ��-���
� �%��� ������

���
!��
 ��� �
���� ���
	���� 8��
���������< �
� ��������� �
�	 ��
�� 
� �@�� ��
���� ���������<
�
�� @��� �6� �%��
�� ��� ������ ���� �
���� 
�� ������� �� 
%
,;��< �
 ���� @��� �����������
�%���
���� �� ����
 �%������
�����
� 2τi3 
��������� ��������� �� ����
 �� 	�
�����	� 2τg3� ��
�
� ��� �� 	���	� �%�
����� 
� ���
��� �� ���	������� 9��
< 	�� �� ����� � ���� ��� �� 	���	�
�%: 9����� ���������  	� ��%�
 ����� 

�� �� �
� ������
�����
��

�� 	������ �%�		������
� ����� ��9��< �
�� ���
�� ���������� ���������� ��� ����
��
�� ��
�	��
� �� 	�� �
�����- �
����� ��� �
���� ��� 
�� 
� �
�� �� 	���	� �%@��� ����

� 	
�������� �� ����� �
�� ��������� ��� �
���� ���� 
� �
������� �� 
� ����
�� +�
��������< �� 
��� �� ��
�	��
���� 
�� �
���� 
�� �
�� ��
	��� �� 
� ����
�< 	� ��� 	
��������
 ���������� �� ����� �
�,�� �� ������	��< ����� ��� �
����  
%��������� ��  
%�-�������
�� 	���� ����
�< �
�� ��
�	��
��
�� �� �����,
� 	������� ��� n �
���� 
�� �
�� ��
	��� ��

� ������

���
!�� �
��
����� 
� ����
��

���� 
%����
	�� 
������
�< ��
������ ���	
���� �

�� �� ����9�� �� 
%���
� �� 	�� ��.
���,
� 	������� �� �� 
� ����
� ������� ����9� 
� 	������ �� 	�
�����	� ���	�������� ��9��<



)� ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

���� �� �
�	��
�< ������
�� 
� ��� 
�� �
���� �� 	
������� ���	 ��� ����� ����
�� E
�� ��
��
�������� ��� ���� �
��� 	��< 	�
� ������� 
� 	�
�����	� ��
� ��?	�
�� /
 ��� ���� ��� 	����
�
��
� �� 	�
�����	� ��� �
���� �
����� ��� ,���	
�� �
�� ������� ��- �
����� �� �:��
������ �� ��
�
�����< ��
��������� ����
����� �� 
��������� 2���� 
� 	
���5� 
� �
������� ��
	����� �
���3 ��%��- �
����� ��� �
�� �����
��< �
�� �
�� �%��
�� ��	��� 	
��������	�
� ������ �� 
��� ����
����� 
� 
���������
��

E
��� ����
	�� ��� �� �� ��� ��;���� 	
��
������� 
%�����,
� ��� �
���� 	���������
4���� �� ������� ��;�� �� 
� �
��
��� ��� �
���� 	��������< �
�� �����
�� �
���
�������

%�����,
� ��� 	�������� �� ���- �������< �
�� ����:
�� �� 
�� ������
�� �� ������� ��.
����������< ���� �
�� 	
������
�� 
� ���

��� �� 	�� �
��.�����,
��� "� 	� ������� ���
������
�,
� �
�� 
%������

��< �� �
�� ����
��  �� ����� �����< ���
� �
�� ��	
����.
G
�� ��	���������� 	� ��
	��� ;����% 	� ��� 
%�����,
� ��� 	�������� �� 	
���� �
��
��%�� �
���� ���� 	� 	��< 
� ��;�� ��� ��9������

4����< �� 	
��� �%��� ����� �� 	�
�����	� �
�� �


��< �
�� 	����� ����� ������ ��
����������< ��
�	��
���� ��� �
����� 
�� �
�� ��
	��� �� ����:�� �� 
�� �;
����< �
�� 
� ��
������<  	� ����� ������� 
� ����
�� ��	���� 	�.������� =� ����� ��� �%���� �

�� ��
������
�� ��	�� �
��� ���� ������ ������< �� ���� ����� �	���� �� �
���� 
�� ��
	������
������ �� 	�
�����	� 29���� ���3�

�
���� ���� �� �
�� 
�����
��� �� 
� ����� �� 	�
�����	�< 
�� ����
�� �� 
%
,;��
����� ��9���� �� �
����� ��� ��� �������
� ��� �
������ "� �
������� ������ �� 	�
�����	�
�� ��		�����< 
�� ������ ��� 
�� ��� ������
���� ���� 
� �@�� ������ ������

� �� 
%
,;��
�
�� ���
	��� �� �@�� �����,
� �� �
���� ����������
���
� # 
%�����,
� ��� �
���� �������
������ �� 	���� ������ ������

�� "� 
�� ��
������� ��� ������� �%�� 
,;�� �
�� K
���< 	��������
����
�� �� 	�����	�����

��� ��� ���

���� ��� Q +-���
� �� 	�
�����	�



���� ����� $ &����� - ���	���
�� �� ��&	�
 )�

9-#-� :'��� �� �(�����	


�
��� �
�� ���
�� �� 
%��
����< 	������� �����,
�� �� �
���� ���
	���  ��� ��.
����

���
!�� �� �
�� ��� ���;
����� +� ����� �� 	
���	��� �� ���	�������< 	� �%��� ���
,
� ������� 	�
� �����9� ��� 
�� �@��� �
���� �
�� ����������� �
������� �
��� �����.
����< 	
��� �
�� ���
�� �� 
� ����< 
�� ������� ������

�� ��� 
,;��� �� �
�� ��� �
�;
���
����	���< �� �� 	������ 	�����	������ ��� ����
�� �%���
���� ��� �
�	����� ��� ������
�� ���	�����
�� �� ����� �� ��
�	��
� �� ����� �� ��� ����� �
�� 
�� ������ 2�� ����������

� ������3� "
� �S
� ��� �%�
������ 
� ���
����	� �� ���	�����
�� ���� 	���� ����� ��
��
�	��
� �
�� ����� ��������� �� �����,
� �� ������ ��?���� �
�� ��	���� 
%�����,
� ��

%
,;���

$
�� 
����� 	���� ��
�	��
�< �
�� �


�� ��
	���� �%��� ������� ����
����  
� ����
��

������
� ��
�
��� ��� ��
������� E
�� ���
��
�� �� ��	���� ,������ �� ������	� Q �
�� 
�
���

� 	
�����
�� �� �
�,�� �� ������ ��	
�� �������� ���� 
� ���	�����
� 2�� ����������

� ������3� ������ ��	���� 	
�����
��  ��� 	
�9������
� ��B������ �� 
� ���	�����
�
�
�� 
%�������
� ���������

�� �����������
� �� 
� ���

���� 	
�9������
� ����� ��� 
� ��-�������
� �%��� �
�	.
��
�� "� 
� �
�� N 
� �
�,�� �� ������ �� ���������� �� ������< �
 �%���� �� ����������
Q ��
 ��� #

max
Q

(QT .M.Q) 2���3

���	 #
Q Q 
� ��	���� �� 	
�9������
� �� ���

� N 
F Qi = 1 �����9� ��� 
� ieme �
�� @���

	
������ ������ ��� Qi = 0 �����9� ��� 
� ieme ����� �
�� @��� �������� �� ���	���.
���� >

Q M ��� �����	� �
�� 
� ����
��
� ��K��� 
� ���

� �� 
� ����
���
� �� 	����� �����< ��
�
�� 
�� ������ �
�� ����
��
� 	���	�������� 
%�������	��
� ��� �����,
�� �� �
����
	
�����
������ ��- �������

�
��� ���� 
%����
	�� 
������
�< 
%
���������
� �� 
� �����������
� �� Q �� ���� ��C	�
 �� �
�
������ �������< ���� 	�������� �
�� ��
�� ��9�� �
��� ��
��� �����	� �� ��.

�	��
� ,���	
�� �
�� ������� ��- �
����� �� ������
����� ��� 	�

� ��
�
��� ���� 
�
����
�� 
������
�� E
�� ���
��
�� 
� �����	� M ′ �� ���

� N ∗ N ��

� ��� #

Q M ′
i,i = (1 − χi

T
)ni

n

F ni ��� 
� �
�,�� �� �
���� 	
������ ���� 
� �
��.�����,
�

	
�����
����� �� ieme �����< n 
� �
�,�� �
��
 �� �
���� ���� 
%
,;��< χi ��� 
�
����
���
� �
:���� �� ieme ����� �� T 
� ����
���
� ��-���
� ��� �
�� �		���
�� >

Q M ′
i,j = −K

χi,j

T

ni,j

ni

F i 
= j< ni,j ��� 
� �
�,�� �� �
���� 	
����� ���� 
%�������	.

��
� ��� �
��.�����,
�� 	
�����
������ ��- ieme�� jeme ������< �� χi,j 
� ����
���
�
�
:���� ����� 
� ������

���
!�� �� ieme ����� �� 
%�����,
� ��� �
���� ��������
���� 
%�������	��
� ��� �
��.�����,
�� i �� j�



)) ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

/
 ���� 	
�������� 
�� ������ �� 
� ����
��
� �� 
� �����	� 	
��� �� 	�����
 ��
�
���� �
�� 	����� ����� ��� ����� �� 	
����  
� �
�� 
%���
����	� �� 
� ����
� ��
����� �� ���

� 2ni

n
3 �
��
� ��� 
� ���
��� �%����
-�����
� (1 − χi

T
)� $�� �-���
�< ��

����� 	
������� 
� �
���� ��� �
���� �� 
%
,;�� �� ����
-����� �� ������� �������� 
��
�
����� ���� �� 	�����
 �� 0.5� "� 
� ����
���
� �� 	� ����� ���� 
� �
���� �� 
� ����
���
�
��-���� ��� 
%
� �

���< 	� 	�����
 �
�,���  0.25< ��	�

��� ������ �
�� ����
��
� �
�� �����  ��- ��� ��
�� ��� �
�� ����� ,������ 	� 	�����

�� ������� /
� �
�� 	�
	�
�� ������� �� ����	��� ����
���� ���� �%���������  
%�������	��
�
��� ������< 	%���. .���� 
��� ���
����	�� $
�� �� ����� �
���< 
� ��
��� �� ��
�� ����
�%������ �
�� ���
������ ��� �� ���
����	� ��� �
��� 2���

� �� 
%�������	��
� ���
������
��� ����
��  �� ��
��� ���

�3 �� 
� ����
���
� �
���� ��� 	���� I
��� �� 	
������� �	�
����
K ����  �
���� �
�� 
� �
��� �� �
���  	�� ��
���

�
���� ���� �� 
� ����
�� �� ��
�	��
� 2������
� ���3< ���
� 
�� ������ �
�� 
� �
���
�� 	�����
 �� ��� ��
�� �
��� �� ����
��� �
����� �
�� @��� 	
��������

�%�
������	� ����� 
� ����� �� 	�
�����	� �� 
� ����� �� ��
�	��
� ���� ��
�� ��� ���.
����	� ���� �����,
�� D� ���� �������� �� ��� ����� ��%��� ���
� ����� �� 	�
�����	� ����
�
��S� ��
�� 
� ,��� ������ ����� 	����� ��
�	��
�� J 
%�-��@��< �
 ��� �
��  ���� �
���,
�
�� �� ��
	����  ��� ����� �� ��
�	��
� ��%��� ���
� �
��< ����� ��%��	�� ����� �� ����
�
�� �� �
�� ��
����� 4
������ 
�� ������ �� 	�
�����	� �� �� ��
�	��
� � �
�� ,�� �� �����
�������� 
� �
�,�� �� ������< �� ����� �� ������� �%������ 
� �
�,�� �%����
-�����
��  
�����  	����� �
��� /
 ��� �
�	 ����������� �� ��������� 
�� ������ ����� ���������� ���
�
���,
� �
�� �		�
���� 
� ����������
�< ���� �
 ���� ����� �������
� �� �� ��� ���������
	��- ��� 
�� �� �
�� �
������
 �� 	�
�����	��

9-#-9 /(�������

E
�� �������
�� �	� 
�� ����
���� 
,����� ���	 	���� ����
���
�� 9���� ��� �
���� 
%��

���
� �� 
� ����������
�  ������� ��B������� ������� �%
,;��


������
 ��� �� 
,;�� �:��������� 	
�������  ������ �� ��
�� ������

���
!��� 2���- �������
�� �� 	:
�����3 ���� �	�����


���� E
�� �������
�� ��� ����� �%������ ����� 
�� �
��
�����9	������� E
�������<  
� 9� �� 
%�
�
������< 
� ���,�
�����
� �� ���	�������  ��
��
���������� �� 
� ������� �� 	�� ���������� �� ������ �� �� ����������  ������ 2��� ���
��	������� �
�� 
%���@� �� 
%�
�
������3 � ��� �

���� J 
� 9� �� 	���� ����������
�< 
�
���	������� 	
������ �
�	 ��
�� ������

���
!��� �� ��� 9��
� �� �
��
� ���
��� �
�� 
,�����

�� �
������

D� ���� �%������
��� ��� 
� ������� ��� ������ ����  ���� 
F 
%
� �
�� ��� 
� ��
�	.
��
� �
����� ���- ���������� 2��� �
�� �� ��� �����3 �� 
� �������� ������ ��� ����������
�
������ 	
��
���� ��- �
������ ���������< �
 ���� ,��� 	
�������� ��� 

�� �� 
� ��
�	.
��
�< 
� 	
������� 
�� �
��.�����,
�� �� �
���� �
��
���� �� 
� ���
��� �� 
%����
-�����
��



���� ����� $ &����� - ���	���
�� �� ��&	�
 )*

D� 
,����� ��� ������< ��

� ��� 	�

� �
������< �� ��	������ ��� ���	��
����� �� �����
�
�,�� �� �
����< ����� �
 ��� �
��  ���� �
���,
� ��� 
�� �
��.�����,
�� �� �
���� �����.
������ ��� 
�� ������

���
!��� �
�� �� ����� �
���� �
��� ������������ �
�� 
� ����������
�
��� �%������ �
��.�����,
�� �
�� 
� ������������
� ��� �
��� Y��������,
�Z�

��� ��� ��� ���

�
� ��� � � �#�

��� �$� �%� ���

���� ��� Q ]����� ����	���
�� �� 
� ����������
� ��� 
� ����
�� �� 	�
�����	� �� ����
���
2�3 
%�����,
� �� �
���� ��� 2,3 /�����
�����
� ��� ������ 2	3.2A3 ����� �� 	�
�����	� ��
��
�	��
�� 2
3 �� ���	������� 9��
 2� ������

���
!���3

�� 9���� ��� �
���� 
� ����
��� 
,���� ��� �� ����� 
,;�� �:���������� /	� ��	
��



)� ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����


� ���	�����
� ��� 9��
� �� �
��
� ���
��� �
�� 
,����� 
�� �
����� ����������
���

�� ��
	
��
��� ��
�� ������

���
!����

��� ��� ���

���� ��� Q 0���
��� �� 
� ����������
� ��� 	�
�����	� �� ����
�� ��� 
%
,;�� H����� 2�3
�
����� ��� 2,3 ��� ������� 2	3 �� ���	������� 9��
�

�� 9���� ��� �
���� 
� ����
��� 
,���� ��� �� 
,;�� �:���������  ����� �
�� 	
��
�-�<
���� 
F 
� ����
�� ����������
� �� �������� ���  
,����� 
� �
�,�� ������� �� �����.
������ +� �B��< ���� 
� ���	������� 9��
 ���	< 
� ��	����
� �� ����
�� ��� ��	��� ��� ���-
������

���
!��� ��� 2;���� �� ��� ,
���3 ��� ���,
� ���
������� D� �
������ �

�� 	�
���
 �� ��
,
��� �� 
� ����
�� �� ��
�	��
�� +� ����< �
 �%�� ��� ���� �� �
 ���� �����
	��� 	�
��
,
��� �� 	�
�� ��
��� ���� 
%�-���
� �������� ���� 
� 9���� ��� # 
� �� �%������ ���
��� 
�� ������

��
!��� �
�� �B�	���� 
� ��
�	��
� ���� ��� 
�� �
��.�����,
�� �� �
����
��%�

�� �
��
������ 4����< 
�� ���- ��������������� ��� ���,
��� @��� ���
������� �� 
�
�
�� �� ���� ��� 	�� 
�� �
��.�����,
�� �� �
���� ��%�

�� ������������ �
�� ��
���������
���;
����� �� �%��� �
�	 ��� 
� ����� �� ��
�	��
� ��� ���  ,
C��� ���� 
� ����� �� 	�
��.
���	�� +� �B��< 
� ����	���
 ��
,
��� ��� �
�� ��
�� ���	
���� ���	 	�� �
�
������ ��
����� �� ������ �� 
� ��	���	�� �� �
����  �;
���� ��- ����
�� 

�� �� 	���� ����� ��
	�
�����	�� ����� ����� �%��� ��� �������  �
� �
����� ������
����� �� �
�.
����������
���� 	�� �-���
�< 
�� ����
�� ;���� �� ,
�� �
�� ������� �� ����� ������ ����� �%��
��
���

����� 9�� �%
		���� �
��� 
� ������ �� 
%
,;�� 
F �

�� �� ��
������� �� 
�� �
�	 �����

%��
������ �� ��
�	��
� ���?	�	��

9-#-� �	
�����	


�
��� 
� ���� 
� �
��< �
�� �� ��������
��< ���	 	���� ����
��< 
� ����������
� ��

� ���	�����
� ��� �� ���
���� 
,;��� ����I ����
��� "� 
�� ����
���� �� �
�� ��� ����� ,
��
��%��	
�����< 	�
� ��� �6 �� ������ ������ �� �:�� �� �
� �
������



���� ������ $ ����� - �������&�.���	�
 /���	� �
� ���&�0 )&

��� ��� ���

���� ��� Q 0���
��� �� 
� ����������
� ��� ��	
�����.����
�� 2�3 �
����� ��� 2,3 ���
������� 2	3 �� ���	������� 9��
�

/
 ��� ���
����� �� �
�
����� 
�� ���- ��
,
���� ����	����- �� 	���� ����
��� ��
������� ��� �����������  
� ����
�� �@��� 4��	 �� �
�
������ �� 	� �:��< �
�� ��
�
���
�� ;����� @��� �6�� ��� 	����� ������ �� 
%
,;�� �� ��� ,��� ����������� ��� ���
������

���
!�� ���� 
� ���	������� 9��
< �
�� 
� ����
� ����
� ��� 
� ����� �%������
�����
�
�%������ �� ��	�� 	�� ��%�
 : ��� �� �
��� �� ����� ���� 	����� ������ �� 
%
,;��� "� ���
������ �%��� ��� ����������� ��� 
� ��,��< �

� �� 
� ���� ���� �
��� ��� �
� �
��  
� 9�
�� 
� ����������
�< ������� 
� 	�
�����	� ��� ������ ��� ����� ;�������� ���� 
%
������ ��
�� ��� �,�
�,�� �%������ ������� �� 
%
,;���

�� ��	
�� ��
,
��� ��� 
��  �
��� �:�� �� �
������ "� 	�� �
�
������ ����� ���
���,
�
���� 
� 	���� �%������ �� ��
�
����� 
F 
%
���������
� ��� �
���� �� ���

� �� 
�� �����
�����	�
�������� �������< 	� �%��� ��� 
� 	�� �� �
� �
����� ��� �
�� 	
������
�� ����
������
�� �� �
�	 ��������� �
�;
��� ������
������ +� �B��< 	%��� 
� ����� �� 	�
�����	� ��
����
�� ��� �%��� ������ ��?	�
� ���� �
��� 	�� �� ����
� �� 
� ��?	�
�� �� ��	���	�� ���
�
����  ��������

�
��� �
���������  	�� �
�
������< �� �
�� @��� ����- ������  ��� �
����� �� �
��
������
��< �
�� ��
�
�
�� ��� ����
�� 
������
� ,���� ��� ��� ����
	�� ���	�� 
��� �����
�� �:�� ��	
�����.����
��

��� )��(�� � �����  ����	����$�	���� *����� ��� ��
��+

�� ����	��� �� 
� ����
�� ��	
�����.����
� ��� 	
�������< ����	���
����� �� ���
:��
�%����� ��� �
��� �
� �
� 
%�������< �
 �%���� �� 
� ��		����
� �� ���- ������ #



*( ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

�� (&��
 �
 �
������
 -�����. , 
�� �
����� �
�� @��� ��	���������� �	������ ��
�
������� ������� ������� �� 	������ �%�
�
�������< ;����% 	� ��� 	� 	������ �
��
�����	�� �
�� �
���� 
�� ����
�� >

�� (&��
 �
 /����� -�
��
. , �9� �� ������� 
%�����,
� ��� ��
� �
�,������ ����
��
��
������ ���	��������< 	�������� �
�� @��� ����
����� ���� �
�� ������ ��� 
%�
.
�
������� ��� �
��.������� �%�� �C����� 
� ��� 
� ����
���
� �� �
��
� ��- �
�����
�%�������� �����9	����������

���� 	���� ������< �
�� �


�� ���� �� ������� ����� �����

�� 
�� ���- ������ ��
	�� �
�
������ ���
����  �
��� 
,;�	���< ���� �
�� ���������
�� 
�� ����
���� ��� �
��

,���
���

9-0-# :'��� �� �(�	���3� "�����&

�
��� �
�� ���
�� �� 
%��
����< 
� ,�� �� 	���� ����� ��� �%
,����� ��� �������
�
��� �
�����< ��

� ��� 	��	��� ��� �
��.������� �
�� �
�
���� ������� �� 	������� ����<
	���� �������
� �� �
�� ��� �
�	����� @��� ������
� ������� 
%����� �������� �� ;��������
�%
		���� �� ����
���� 	�� ������� �9� �� ������ 
��� �
�,�� ������
� +� ����< 
� �� ����
��� 	
����� 

	�
���� ����	������ 
�� ��
������� ��� ����
�� ������

�� �� 
%
,;���< �
��

� �� ���� ��� 
�� 	�
	�
�� ����
����� 
� �� �� ����� ����
���,
�� E
�� �


�� �
�	<
�� ������� ��	������< �	����� 
�� �
����� ��,����������� �� �� �
�,�� �
��� �� �
��.
�����,
�� �� ��
;����� ��� 	���� ����
	�� �� �
�	�����<  �� ������ 
�  �� �����< ��

��
���� �� �� 	�� �
��.�����,
�� �� �
�	��� �� ����
� ������

� �� 
%
,;��� $�� �-���
�<
�� �
�� �����I ��� ��
�
������� �%�� �� �
� ����< ��� �
�� 
� 	
���I �� ���-< ��� �
��
�����I 
� 
� ��� ��� ������� 	
������� �� �
��� ��� ������ �� �� �@�� �� ��	
����	�I 	����

������
�< �
�� ��������I �S� 
� ���� ���	 �� �
�	��� �
�� 
� �
��� ����� �� 	
�������
�
�� ��� �

����	� �
����< ��%��� ������ �� �� �@�� �� ���������� 	�
��

4����<  
� 9� �� 	���� �����< 
� 
,����� ������
����� ��� 	
�9������
� ��������,
� #

�� ��� ����
�� ��� �
�,������ �� �� ���

� ���
������ �� 	����� ��� ������� ������

��
�� 
%
,;�� >

�� ��� ����
�� ,���	
�� �
�� �
�,������ �� �� ���

� ������� ���� 
�� I
��� �� ��
��������

J 
� ��B����	� �� 
%�
�
������ �� 	�
�����	� �� ����
�� 
F �
 : ����� �� ��
,
���
�%������
�����
� ��� ������< �	� 
� ���	���
� ��� 	
��
������� ������ ��� 
�� �
������ "�
��� ������ �%
,;�� ��� 	
��
�-� ,���	
�� �� ����
�� ���
�� ��
������ 

	�
����� �
��
	�

�.	�< ���� 	� �� ���� ��� �
�	����� 
� 	�� ���� 
�� ������� �
�� ����
���

����� 
�����
	��� �
 ����	
��
� �
� 	� ���� �� ��	��
� �
 ����$
�� �
��
� ������� &�	
 ���	�'���
� ��	

��
 �
��
 ���
	
������!�




���� ������ $ ����� - �������&�.���	�
 /���	� �
� ���&�0 *�

"� 
� �������  �
��� ��
,
���< �
�� ���
�� �
�	 ���������� ���- 	�
���� �� ���.
����� ��� ��� ������� �� ��	
���� 
�� �
����� �� 
� ��	
��� ��� �� 	������ �%�
�
�������
���������� �� ��
���� 
� �	����
��

6(�'	�� �� ������	


$�
	��
�� ��� ������ �
�� 
� �	����
�< �� ���	����� �%�,
�� 
� �
�,�� �� ����
��
��
������� ���� 
� 	�� �%�� �
�
������ �� ��	
�����.����
� ���
����  �� 
� ����������
�
�%�����< �
 ��� ��,����
 ��� 	� ��	
����� �� ����� �� ������< �9� �� ��
����� ��� ����	����
�� ��������� "� 
� �
�
��� �
�	 ����� ���
��� 	�
�� �� ����
���� �� ��< �
 �������� 
����
�
�� �� ��	
����� �� ���� �� ����� 
,����� ��� ����	���� �%������� ���� 	�
� �� ������
��� �
�	����� ;���	���- ���� �
��� 	�� 
F 	�� ����
�� �
�� @��� ����
-����� ��� ���
������

���
!���� +� �B��< �� 	
�����  	����� �
�� 
�� �
����� �� ���� �
��.�������< 
��
�����,
�� �� �
���� ����������
���
�  ����
-���� ���
�� 
� �
����� �� ����� ��� �����	��
���� Y
�������Z 	� ��� ������ �%������ �
�� ��?	�
� 
%����
-�����
� �� ��
����� ����� ��
���� �
�,������ ����
��� $
�� �
��� 
,;�	���< �
�� 	�
����
�� �
�	 �� �	����� 
�� �
�����
�� ���
����� ���- �������< ���� 
� ,�� �%
����� 
�� �����	�� 
� �
��� �
���,
��

�
��� �
�� 
%��
�� ��; ��
���< �� �
�� 	�
�����
�� �%���
���� 	� �:�� �%�
�
������
	%��� ���	� ��� �
�� �� ���
�� ��� ������� ����	������ 
�� ��
������� ����� 
�� ��B�������
������� ������

�� �� 
%
,;��� �� ����
�� �� ��	
����� ���� ������ ����
�< ��
���������
��,�������� �%��� 
%���
	����
� ��� ������ ��	
����� �� ����
� ��� �� 	����� �� ����������

�� ��
������� 	
��
�-�� ��� ������� �� 
%
,;��� 4:��� ��	��� �� �	����� 
�� �
����� ��
���
����� ���- �������< 
� �
�� ����
� ��� �
�	 �%���
���� �� �
�� �� 	
���� �%���. .����<
�
�� ��� ����
� �
���� R �� �� �
�� P < 
�� ����
�� R1 �� R2 ����
������ �� 
� �	����
�
�� R ��� P ���
�� �
����� �� 
%�����,
� ��� �
���� �� R ��� P 
�  ���	�� �� P �
��

� ��������< �� ����	������  ��
��� �� P �
�� 
� ��	
���� E%�:��� ��� �%����	���
� ���
	
����� �
�	�� 	� �
�� 
� 	
����� 
%
�������< �
�� ���
����
�� 
� �
�� 
� �
�� ������
<
	%���. .���� 	�
�� ��� ����� ��� 
� 	����� �� ������� �� 
%�����,
� ��� �
���� ����������
�.
��
� �� ��� 
���
�
��
  �
� �-� ����	���
 27����� ��)3� E
�
�� ��� 	� �
�� �� 	
��� ���
Y������
Z �� 
�� �
����� �
�� ����
�������� ���������< 	� ��� �%��� ��� �
�	����� 
� 	���
���� 	�
� �%� ��� ,���	
�� �%���
����	�< 	�� 	�
� �� @��� 	
������ ��� 
%����� �� ����
��

�� ����
�� �� 	�
�- �� �
�� �� 	
��� ��� ���
������ �� ���������� ���� @��� �
��
�%����
����������� +� �B��< �%�
 �%��� ��� ����� �
����� 
� ����
��� 9��
 �� 
� ����������
�<
	� �
�� �� 	
��� � ��� ���
����	� 	��	��
� ���� 
� ��
������
� �� 
%�
�
������ �� ��
�
�,�� �%������ ��	�������� �
�� �,
����  
� ����������
�� ���������< �
� �
�����
�
�.
��������� �� ������
����� �� �
�� 
������� ��� ,���	
�� �%
���
��� $�� �-���
�< 
��
����
��� ��� �� ,����� ��� 
%���
:�� ��� 	
��,���� �� ������� ��� @��� ���������� �� 
� ��
���� ��� ������< 	
��� ���� 
� ����
�� �� 	�
�����	� �� ����
�< ��� 
%����� �� �
�������
��� �
���� ���



*� ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

��� ��� ���

���� ��) Q +-���
� �� ����� �� ��	
�����

������� ��'	�	3(
(��(

49� �� ��
���� 	���� �	����
� ��	������ �� ����� �� �
����< �
�� ���
�� ���,
�� ��
	������ �%���@��

�%�,
��< �
 : � 
� 	������ �� ���

� # �� ��� ����
� � �� �
�,�� ����?���� �� �
����
�
�� @��� ����
-���� ��� ��� ������

���
!��< 	�
� �� ����  ���� �� ���	����� �
�� ,��
2���� �� 
� ��	
����3� $�� �-������	�< 
� ���� �?���� ��%�� �����,
� �� ���
����� ��-
�
���� �%��� ��� �������� ����
-���,
� ��� ��� �������������� ���	 �
��� ��	�������
�
�	< ���� 
� 	�� �%�� �����,
� ���������  ����� �
����< ��� �-���
�< �
 ���� ��
���� 
�
����� �� ��	
������

H��� �������< �
 : � ����� �� 	������ �%�
�
������� �� 
� ����
�� �� 	������ �� ���@���

� ����� �� ��	
����� �
�� ��� ����
� ����� ��� 	�

�.	� �%��� ������� 
� ���

� �������
��������

�
��� �
�� �� ���
�� ��� 	� ��� �� �� ������ ���� 
� ��	
��� ����� �� 
%�
�
������
2���� ����
�3< �� ��

�� 
� ��

�� ����
�� �
�� ����
���� 
� ���< 	����� ������ ��� �
�� 
,.
���
�� ���� 	���� �������� ����� �
�� @��� ����
-���,
� ��� ��� ������

���
!�� �������

� ������ �� ����
���
� ∆ ������� ��
� �
�� @��� ���� �� 	
���� ���� 
� 	������ �%�
�
��.
������ +� ����< 
� ���� ��%��� ����
�< 	%���. .���� �� �����,
� �� �
���� ����������
���
�<
��� �
�
���� �%�
 ��� �
���,
� �� 
%����
-���� ��� ��� ������

���
!�� ���	 ��� �

����	�
�
����� "� 
� �

����	� �%����
-�����
� ��� τs< �� ������� 
� �
����
� �� 
%������
� ��� ��

� ���� �� < ��� ����
� ��� �
�
���� �� �� ���
����� �� #

∆(a) ≤ τs

�%������ �
���� �� 	������� �
�������� @��� ������ �� 	
����< �
������� 
� ��B����	� ��
���
��� �%����
-�����
� �%��� ����
� R �� �� 	�

� ��� ����
�� ����
������ �� 
� �	����
�



���� ������ $ ����� - �������&�.���	�
 /���	� �
� ���&�0 *�

�� R # R1 �� R2� =�� ����
� ������ ���� �
�
���� �� 
�� ����
-�����
�� ��� ����
�� R1 ��
R2 �� �
�� ��� ���

����� ��� 	�

� �� R�

8�3	���'�� �� �(�	���3�

4����< �� ������� �
�� ����
� ������
� 
� �
��
��� ��� �
����� ����������
���

��< �� ���
����
� �
���� ��� ����
-���,
� ��� ��� ������

���
!�� ���	 ��� ����
���
� ����������  
�� ����
 �
���< 
� ��� �� ���

� ����������  ����� �
����< 
� ����� �� ��	
����� �%���@��<
���
� 
� ����
� ��� �	����� �� ���- ����
�� ��� 
� �
�� �� 	
��� ������� ��� �
� 	�����
�� ������� �� 
���
�
��
  �
� �-� �%�������< �� 
� ��
	��� ��� ������ ��	���������� ��� 
��
���- ����
�� ����
������ 2�
�
������ �����3�

0����
, "	����
�20+1/DE R< 0+1/DE R1< 0+1/DE R23
P a $
�����
���2R3
/�� ��� p ∈ R ��
�/ 241��	��2-<P 33 �&
�

R1 a R1 ` p


��

R2 a R2 ` p


�� �/

�� /��

0����
, "�
��20+1/DE 03
�/ 2 2���

�203 ≥ �(3 
� 2
 ∃� ��
 ��� ∆(�) ≤ τs3 3 �&
�

"	����
�2R<R1<R23 >
"�
��2R13 >
"�
��2R23 >


�� �/

9-0-0 :'��� �� )���	
 "���3�&

�%����� �� ��	
����� �
�� � ������ �%
,����� �� �������
�������< ��
 ��� 	��	��� ���
������� ���� @��� ����
-���� ���	 ���	���
� ��� ��� ���
� ��������������� ���� 
� �
�,��
�� ����
�� 	��� ��� 

�� �%@��� 
�����
 �� �� 	
�����
���� ��- ������� ������

�� �� 
%
,;��
������� ��
� ����� �� ���� ��� 
� �
�� �� 	
��� �� ����� ��� 	
���� ��� ��
������� ������

��
�� 	�� 
,;��� +� �����	��< �
��� ����
� �� ���� ������ ��� �%��� ������ ������

�� �%����� ��
����
� �� ��������� �� ����
���� 
�� ����
�� ��� �������������  
� �@�� ������ ������

�
���� ��� 
�� ��� �������� 

�� �� 
� ����� �� ��	
������

�%��� �
�	 
%����� �� ��	
����� ��� �� ���������� 
� ���	���
� �� 
� ����������
�� +�
�B��< ������ 
%����� �� ����
�< ��	��� �
���

� ��
������ ����� 
�� ����
�� �� �� ������5���<
�� 	
������� 	�������� �
�� �������5���� �%��� �
�	 
� 	���	���� �� 	������ �%�
�
������� ��

%����� ���	������ 2τs3 ��� ����������� 
� ���	���
� ��-���� �� 
� ����������
� 
,�����



*� ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

��� 	���� ����
���

49� �� �����  ,��� 	�� ����
��������< �
�� ��
�� ,��
�� �� ���- 	�
���� �� ��������
��� �� 	������ ���������� �� ���������� �� ���- ����
�� �������� �%@��� ����
�����< �� 
�
��	
��� ��� ��� ��������� �
�� ��������� ���
� 	
��
�� �� ����
�� ������� @��� 	��������
 
� ����
� 29���� ��*3�

��� ���

���� ��* Q +-���
� �� ����� �� ����
�

������� �� ��3�	�����
�

�
��� �
�� 
� ����� ���	������< ��  �
�� �
��� ����
� �@��< 	������� ��� �����,
��
�� �
���� ��� �
�� @��� 	���� ���� 	���� ����� ��� ����
�������< ���
�� 	��- ��� �
����
��

� ����������
� 9��
� ��� �
����� ����������
���

��� E
�� ���
�� �
�	 @��� �� 	���	���
�� ����������� �
�� 	�� �����,
�� ��� ��� ������

���
!�� �
�� �� ���- �� ����
���
�
�
���� ��
� �
�� ����� ������ �� 	������ �� ����
�������� D� �� ���� ����
���� ���-
����
�� ��� �� �
�� 
%���
� ��� �����,
�� �� �
���� ��� 
�� 	
��
����< �
 �-���� �� �����,
�
a �� ���������� �%��� ������

���
!��< ��
 ��� #

∆(a) < τm

��� ����
� �� ����
���
�� τs �� τm ���
���� �����	�������� ���� 
� ����� �� ��	
����� ��
	�

� �� ����
� �
�� ����
����� 
�� �@��� 2τs = τm3< ������%�
� ������������ �
�� ���- 
�
����
���
� ��-���
� ������� �
�� �
��� ������

���
!�� �� ���	������� 9��
�

�
��� �
�� 
� 	������ �%�
�
�������< ��� ����� �� 	
���� ��� �������
�� ���	�������
��� ����� ���������,
�� 4���� 
� ����
������� �� ���- ����
�� R1 �� R2 �� ��� ���
� ����
�
R �%������ 
��� ��� �� 
� ���
��� �� �
��
�����
� �� R ��� ����� ,
��� ��� 	�

� R1 �� R2�
E
�
�� ��� 	� 	������ ����� ��9�� �
������ ���
����� �
��� �� ����
������� ��� ��	��������



���� ������ $ ����� - �������&�.���	�
 /���	� �
� ���&�0 *�

"� ��� �-���
�< R1 �� R2 �
�� �
��
����� ������� ������������< �
 �������� ��� R 
� �
��
������

+� �
�� �� 
� ���
��� �%����
-�����
�< �%������ 	
���������
�� �
����� @��� ������ ����

� 	�� �� 	������ �� ����
�������� /
 �%���� �� ���� �%�� 	�� �����	�
���  ������� �� 	
����
�� 	%��� 	� ��� �
�� �


�� �
���

"���
�
�� ��� �
�� ����:
�� �� ���������� �� ���- ����� �� �@�� ���

�< ����

�
��
����� �

�� 
� ����� ;
����� ,
��  ,
�� �� �
����� �� ���
� ��
�� �
����� @��� ����
������
/
 ��� �
��  ���� �
���,
� ��� 
%����
-�����
�< �� ���� 
� �
�� 
%��
�� ��9��< �� 	��
���- 
,;��� ��� ��� ���
� ������

���
!�� �
�� �� ,
��� ���
���< ������� 
� �����	� �%���
������

���
!�� �� �:�� Y�
����Z ���� @���< �� �@�� �
����< ��
��������� ���� ��� ���-
�����,
�� �� �
���� 29���� ���3� �� ���
� 	�
�� ��� �
�� �
��
�� ����
	���  	� �����
�%����
-�����
� ��� ��%��� ������ ������ �� 
� ������

���
!�� �� �
��
��� ��	��� �
�����

�%��� �
����
� ���� 
� 	������ �� ����
������� �
�� ���
�� ����� 	
���� �� 
%������.
����
� �� �

��� 

�� �� ������� �%��� �
��
�����
� ��� ���- ������

���
!���  ��� ���
�
������

���
!��� 4����< �� 	���� ����������
� ��� ����������  �� 	������ ��	���� 21.5 ���
�-���
�3< 
�� ����
�� �� ���
�� ��� ����
����� ���

� ��� �
�� 
� ���
��� �%����
-�����
��

��� ���

���� ��� Q +-���
� �� ����
�  ������� /
 �%��� ��� �
���,
� �%������ 	� ����� �� 	��
���������� �� �� ,����� ��� 
� ����
���
�< 	�� 
�� �
���� ��� ����� �
�� ���� 
�� ���- 	��
��
��������� ���� �� 
� �����	�< 	%��� �
����
� �
�� ���
��
�� �� 	
���S
� �� 
%����������
�
�� �

����

5����(3�� �� ���'���'� ��� �	����� ��
������

/
 �%��� ��� ���������,
� �
�� 	���� ����� �� ����
� �� ������ �
�� 
�� 	
��
�� �
���,
��
�� ����
�� ��
������ ��� 
%����� �� ��	
������ �%��� ����< ���	� ��� 	� ������ ��
� 

��<



*) ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

�� �%����� ����< �
 �%: � ��� �� ����
� �� ����� 	� ���� �
�� 	������� 	
��
�� ��
� �

�����
��� �-���
�< 	� ��� ���� 
� 	�� 	
������� �
������ ��
����� ��� �������� E
�� ��
�� �
�	
,��
�� �� ��9��� ��� ��������� ��� 
�� 	�
�- ��� 	
��
��  �������

�� ��������� �� ����
������� ��� ��
��������� ���
������ �������< �
�� �������� 
�
	
���	��� �� �
��
�< �
 ��� ���
����� ��� �
�� 
�� 	
��
�� ������� ������ �%��� ����
�
�
���� ���� �� 	
����< �� �%����� ���� 
%
���� �� ��
�	��
� �� �����
����� 	������� ����
�.
������� �
��S� ��� �%������� $�� �-���
�< �� 	
��
� R1R2 ��� ��
�	��
���� �� 	
��
�
��������� 
� 	������ �� ����
�������< �
 : � �
�	 ����
� �� ��� ����
� R3� /
 �� ���� �

��
��� �
�� ��	��� ����
� �� ������ @��� ��
���� ���	 R3< �

�� ��� �� R1 �� R2 �%������� ���
����
���< �� �
�,�� ���
����� �� ����
�������� �������� �� @��� ���� ��� 
� ����� ���	
R1 
� R2�

E
�� �%��
�� ��� ��
��� �� �

���
� ��������  	� ��
,
��� �� ��������� �� ����
���.
���� �� �
�� �
�� �
���� 	
������� �%��� ����
�� �
�� 
� �
��� ��,������� ��� �
����
�� ,
�� ����
���� �� ���������

E
�� 	
����G
�� ��� ��
�	��
���� 
� �
��.�����,
� �� �
���� ��� ��� 
� ����- ��.
��
-��� ��� ��� ������

���
!��� +������< �
�� ����
�� 
� ����
� �� 	���� ����
� ���	 
%��.
���,
� �� ��� ����
�� �
������ �� ����
��
�� ��9���������� 
� 	
��
� �� �
��.�����,
�� 
�
����- �
��
����

E
�� �� 	
������
�� ��� �	� ���������� 
� �
������� ����	� ��� �����,
�� �� �
����<
���� 
�� Y�
����� ��� �
�����Z �
�� ����� ���� �� 	
����� =� �
������� ��� �
�� �
����
��
����
�� �� ��	
�� 
����< �
�	� ����� �-�����
� �� �
������� ������ �%���@	��� 
%���@�
��������� �� 
� ����� �� ����
��

�
��� �
�� 
%��
�� ��; ���� ���������< 	���� ��������� �� ���
�� �� ���� 
�� ��
,
����
��� ���� �����5��� 
� ����
�� E����
���< �

� �
��� ��� ����
���� ������������� �� ���������

9-0-� /(�������

E
�� �������
�� �	� 
�� ����
���� 
,����� ��C	�  
� ����
�� �� ��	
�����.����
��

�� 9���� ��& �����

� 
� ����
�� �� ����������
� �� �
�I� ������ 	
��� 
� 
%�����
���� �
�� 
� ����
�� �� 	�
�����	� �� ����
�� ��� 
� �@�� 
,;�� 29���� ���3� /	� �
�
�
��< 
�� ������ ��������� �� �
�� ��� �-��������� ���� �
�� ��
�� ��
�	��
��� 
�� �
��
�����9	������ ������� 	���� ���� �� ����� �� ��	
����� �%���
� �� 
� 9���� ��&,  
� 9����
��&�� +������< �
 �%���� �
�	 ��� ������ �� ����
�� J 
%������ �� ����
��� �� 
� ����
��
���	������< 
� ���	������� 9��
 ��� 	
������� �� ��
�� ������

���
!��� 	
��� 
� �
��
�
�:��������� 
������
�



���� ������ $ ����� - �������&�.���	�
 /���	� �
� ���&�0 **

��� ��� ��� ���

�
� ��� � � �#�

��� �$� �%� ���

���� ��& Q ]����� ����	���
�� �� 
� ����������
� ��� 
� ����
�� �� ��	
�����.����
��
2�3 
%�����,
� �� �
���� ��� 2,3.2�3 ����� �� ��	
������ 2�3.2
3 ����� �� ����
�� 2
3
���	������� 9��
 2� ������

���
!���3

��� 9����� ���( �� ���� �
������ 
�� ����
��� �� 	���� �
���

� ����
�� ��� 
�� 
,;���
�:���������� ��� �
�� ���
�� ��; ������ ���	 
� ����
�� �� 	�
�����	� �� ����
�� 29����
��� �� ��� �� 
� ���� )�3� ���� 	�� ���- 	��< 
� ����������
� �� 
�� ���	�������� 9���- �
��
�
��  ���� 	
��
����  	� ��%
� ���� �� ��������� $
�� 	��	�� �%�����.��-< 
%�����,
���
�� ������

���
!��� ��� ����
����  	�
�� �� 
%
,;�� �%
F 
%�����,
� �� �
���� ��
������ ��
�%����� ��� 
� 	�� �� ��	
�� �-���
� ��	��� ���	 
� ����
�� �� 	�
�����	� �� ����
���



*� ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

��� ��� ���

���� ���( Q 2�3 �
����� �� H����� 2,3 4 
� 9� �� ��
��� 2	3 ���	������� 9��
�

��� ��� ���

���� ���� Q 2�3 �
����� �� $���

��� 2,3 4 
� 9� �� ��
��� 2	3 �� ���	������� 9��
�

����� ����
�� �� ����������
� �%����� �
�� �������  �
��� �:�� �� �
����� �� �
��
� �
�	 ������ �� ��	���� ��� 
,;��� �
�� 	
��
�-��� ��� 9����� ���� �� ���� �
������ 
��
����
���� 
,����� ��� ���- 
,;��� �� �:�� 	������ �� �������� ��
����� �
�;
��� �%�� 
,;��
�:��������� 	
�������  ������ �� ������

���
!���� �� ����
��� ��� �
��  ���� ������������<
�� 
� ���	�����
� �� ���� ��� �� �����,
��� �� ������

���
!��� ����
����  	�
�� �:��� �����
�
�� 
,����� 
�� �
����� 29���� ����	3� �� ��	
��� 	����� 29���� ����3 ��� ����� �%�� 
,;��
���

� ��� �
�� ��
�� �	�����


���� �
��� 
� ���� 
� �
��< 
� ����
��� ��� �

,�
�����
������������� =� ��
,
��� �������� �� ������ �� �
������ ��� ,������- ��� 
� 	
���������

�� ����
��� �
�� �
���� ���- �
������ �� ��
,
��� �� 	���� ����
� ������ �
���
�����
�� @��� ���� �� 	����� ��� 
� 	
��S
� �� �

��� ��� �
�� ���
�
�� 

�� ��� ������ ��
����
��� /
 �%����� ��� ���� 	� 	�� 
�� ,������- �
��  
� �
�� 9�� �� �����
	��� 	� ��� 
��
���� ��?	�
����� ��B����	��,
�� �%��� ����
� �
���� �� 
� 	
���S
� �� �

��� ��	�������
������ ,���	
�� ��
� ����	� �
�� ��� 
� ����������
� �,
������ 	
�����,
����� ���� ���
	�� �
�� �������-�

����� ����
�� �
��� �
�	 ��� ����
���� �
��  ���� �������������  
� �
�� �� �����



���� ������ $ ����� - �������&�.���	�
 /���	� �
� ���&�0 *&

��� ��� ���

���� ���� Q 2�3 �
����� �� ������� 2,3 J 
� 9� �� ��
��� 2	3 �� ���	������� 9��
�

��� ��� ���

���� ���� Q 2�3 �
����� �� �������� 2,3 J 
� 9� �� ��
��� 2	3 �� ���	������� 9��
�

�� ����������
� �� �� ������������
� �
�� 
� �����
�����
� 

����%�
 �%���� �� ��	���� ���

,;��� �
�� 
�� ������� �
�� ���� ��
	��� �� ������

���
!��� 2	%��� 
� 	�� �� �
�� 
,;���
���	�������� 	����3� ��� 9����� ���� �� ���� �
������ 
%���
�	���
� �� �
��� ����
�� ���
��� 
,;��� �
�� 
�� ������� ����	���
�� �
�� �
�� 	
��
�-�� ��%��� ����
� ������

���
!���
�
��� 
� ���� 
� �
��< 
� ����������
� ��� 	
���	�� �� 	����� ������ ����	���
� �� 
%
,;��
��� ����������� ��� ��� ������

���
!�� �� ��� ���
�� +� �����	��< �� 	� ��� 	
�	����

� �����
�����
�< 
� �������� ��� 	������� 
����� �� ���	�����
� ��� ������

���
!���� +�
�B��< 
� ������������
� ��� ����I ��
������� D� �� ���� ��� �		���� �
�� 	�
� ��� ��������
����
�� �%����
-�����
�< 
�� �
��.������� �� �
�� �
�� ����
����� ��� �
��
���,
�� ���	
��� ������

���
!�� �� ������� ���	���� /
 ���� �
�� �� �@�� ������  
%������ ��� �
��
��
�� ����:� �%
,����� �-�	������ ��� ������

���
!�� ��� ������ ����	���
�< 	� ��� ��� ���
���� 8
�� 
� ��
,
��� ��� ,��� ������� �� 	
��	�

��� 	
���	��� �� ���
�����
� ����������
�� ���	������� �%��� ���� �� ���	���
� �� 
� ������������
� �%����� ����� ���� 	� ������
<
�
�� ��
�� ����
�� �����
���� 
� ����������
� ��� 
� ������������
��



�( ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

��� ��� ���

���� ���� Q 2�3 �
����� �� ������� 2,3 ·J 
� 9� �� ��
��� 2	3 �� ���	������� 9��
�

��� ��� ���

���� ���� Q 2�3 �
����� �� H���: � 2,3 J 
� 9� �� ��
��� 2	3 �� ���	������� 9��
�

9-0-9 5�������� �� �����������

J 
� ��B����	� �� 
� ����
�� ��� 	�
�����	� �� ����
��< 
� ���	������� 9��
 �%��� ���
����
����� �� �����,
� �
�.
������� �� ����������� +� �B��< ������ �
�� 
%�
�
������
�
�� ����
�� 	
������� 
�� ��
���
�� �%��;�	��	�� ����� 
�� ������

���
!��� �9� �� �
�.
�
��< ������ 
� ��	
��� �����< ��
	����  
� ����
� �� ����
�� �
������ 
� 	�� �	������ ���
��
���
�� �
�


������ �
�� �
�;
��� ��������� ���� 
� ���	������� 9��
� 4����< 
� ����
.
��� �� 	���� ����
�� �� ����������
� ��� �� ���� �� ������ �
�� 
�� �
����� �
�� ���
������

���
!��� �� 
�� ��	� ��������� ��� ��
���
� �%��;�	��	� ����� 	�

��.	� 29�� ���*3�

����� ����	������
� ��� ,��� �6� �� �������� ������%�

� 	����� 
� ���	������� �%���
���
�����
� ���������� ,���	
�� �
�� ���
������ ��%�� �����,
� �
�.
������� �� �����.
�

���
!���� /
 ������ ���� �
��� �
���,
� �� ���������� 	� ������ �
�� �� ���	������� ����
�� 
� ����
�� ������ �������< ���� 	�
� ������ �
�� ��?	�
� ����
�� ��� ���� 	� 	��.
 < 
��



���� ������ $ ����� - �������&�.���	�
 /���	� �
� ���&�0 ��

��� ��� ���

���� ���) Q 2�3 �
���� �� 4��
�� 2,3 J 
� 9� �� ��
��� 2	3 �� ���	������� 9��
�

����
�� ������� �� 	�����	����

��� ���

���� ���* Q �� ���	������� ��� ����	���� ��� �� ������ �%��;�	��	��



�� ����	��� �� !�&��
���	�
 ��� ��

��� ��	�	��
�	�

�����

9-0-� �	���
������

4� �� ��� ����
����< 	���� ����
�� �� ����������
� ��� ����- ������� ��- �
�����
�� ������
�� ��� �
�� ��������
��< ��� 
� ����
�� �� 	�
�����	� �� ����
�� ���	����.
���� �-�
���� ���� 	���� ����
	�� ��	
�����.����
� �
�� �� ����
�� �������	�  ��	���
	
��������	� � ������ ��� 
%
���������
� 
� 
� ����
����� �� 
%�����,
� �� �
���� 2��
 ���
��� ��
���
�� �� �
������� ��� �-���
�3�

�� �
��< �� �������� ���� ���
����� �� 	���� ����
	�� ��� 
� ���� ��%�

� �������� ��
������ 
�� ��
���
�� �
�


������ ����� 
�� ��B������� ����
��< �� �
�	 ����� 
�� ������

��.
�
!����

��� �����	����

���� 	� 	�������< �
�� ��
�� �������� ���- ����
��� �� ����������
�� "� 
� ��������<
�� �:�� 	�
�����	� �� ����
��< �%� ��� �,
���< 
� ��	
���< �� �:�� ��	
�����.����
�< �
���
�� ,
�� ����
���� �� ������ �� 
� ����������
� ��� �
����� ����������
���

��� �� ���.
	������� ��� �
�� 
,���
�� 9��
����� ��� �� �����,
� �� ������

���
!��� ����	���� ���
�� ������ �%��;�	��	��

E����
���< �� 
�� ����
���� �
�� ������������� �%�� �
��� �� ��� �� 
� ����������
�< �
�
���������� ����� �� ������ �� ������	� 
�� 
������ ��� ������

���
!��� �� 	� ��� 	
�	����

���� 	���	���� �� ���	�����
�� +� �B��< ���� ��� 
�� 
,;��� ��	
�������� �
�� ��� 
,;��� ��
�:������ �
��
���� ���	 ��� ������

���
!���< 
� ��	
�����	��
� ��� 9��
�� +� �����	��< ��
	� ��� 	
�	���� 
�� 
,;��� ���
�< 
�� ��B������� ������� �� 
%
,;�� 
,������ ����� ��	
�.
�
����
� �� ������� ��� @��� �
��
����� ���	 ���	���
� ��� ��� ���
� ������

���
!��� /

���� �
�� �� �@�� �
��� ��� �
�� �
�� �
����< ���� 	���� ������ �� ���� 
�� ����
����<
���
�����  �
����� 
%�?	�	��� �� �
��� ����
�� �� ����������
� �� ��� 	�
� �%��� ���
�
�	����� 	
�����,
� ���	 ��� ����
-�����
� ���	��� �%�� 
,;��  
%���� �� ������

��.
�
!����



��
����	�


���� 	���� �������� ������< �
�� ��
�� �������� ��� ����
�� 
������
� �� ����������
�
�� �� ��	
�����	��
� �� �
����� ����������
���

��< �	�����


� �� �
���� �� 
� �����	�
�%�� 
,;��� E
�� �
�� �
���� ���
�����  	
�������� ��� �
����� ����������
���

�� ����
������
�� # �� �����,
� �� �
���� �� �
� 
��������

�� �������� ����� �� 	���� �
��
�����
� � ��� 
%����
-�����
� �%�� ����� �� �
����
��� ��� ���
� ������

���
!���

���� �� ������� �����< �
�� ��
�� ��� ������  ���������� ��� ����
�� �� ������ ��

� ������	� �%�� �
���  �� �����	�� E
�� ��
�� ��
�
�� �%���
���� 
� ������	� ��	
�������
�����
� ��� �
� ���
����� � �� 	
��
������� �
�� ��
	�� �� 
� ������	� ��	
�������
���� � ����� 
%�������� �%@��� ������������ ��� ����
��  
� ���

� �� 
� ������

���
!��
	
�������� 2	
�����������  
� ������ 
� �
�� 	
��������� ���
����3� ����� �
���
�����
�
�� 
� ������	� ��� ���
������ 	�� �
�� ��
�� ,��
�� �� 	
������ ��� ������� ��� ���
������

���
!��� �� ���

�� �������� ������ 
� ����������
�� �%����
-�����
� ��
�������
���� ��� ���
���� �� ���� ��� �
������ 	����� ������� 
� ����
�� �� "

��� L"H&(N� 4����
��� ����� �� ��B������� ����
	��� �� ��������
�< �
�� ��
�� ��	��� �%���
����< 	
���
����� ��� 
� ����
�� 
������
�< 
%�
�
������ �� �����,���.����������

�� ����������
� ��� 
� ���-���� �� �������� ����� �
�� �:��� ������ �%�,
����  
�
��� ���	�������� �� ���	������� �� ��� ������

���
!��� �
�� ������ ���������� �� 	����
����������
� �� �
�� 
,����� ����	������ ��� 	�

�.	��

E
�� ��
�� �%�,
�� ����� �%������� ��� ����
�� �� 	�
�����	� �� ����
�� ������
�����
������ �
�� 
�� ������ �� ��
�
����� ��
�
��� ��� ��
������ L�M"&*N� ����� ����
�� ��
�%��� ��� ������ �?	�	� ���� �
��� 	�� 
F 
�� �
����� �� �
�� ��� ����
����� 	
��� �������

%@��� 	� �:�� �� �
����� �� �� 	� ���� 
� 	�
�����	� ��� ������ ����� ��?	�
��

E
�� ��
�� �

�� ��
�
�� ��� ����
�� 
������
� ,���� ��� �� �
�
������ �� ��	
�����.
����
�� ��� �
����� �
�� �	������ ��	���������� ;����% 	� ��� 
%������ �%����
-�����
�
��� ��� ������

���
!�� �� 	��	��� ��� �
��.������� �
�� ��.����
�� �%�� 	������ ����
� ��
	
��� �� ���� ������� �� �
��< 	�
��� ����� ������ �
�� 
� ����
�	��� �� �
� 	�
	�
< �������
��� 
� ,��:	����� �� 
%�����,
� �� �
���� �� 
���
�
��
  �
� �-� �%�������� +������< 
��
����
�� �
�� @��� ����
����� ;����% 	� ��� �
�� ��	��� ���
� �� ������ @��� ������ ��

�.	�
�� ���� �
�	 ��� ����
  
� ��	���	�� �� �
������� �� �
���� �� ��
���� �� ,��� ���

����

��



�� ��
����	�


����
�����
7���
�����< 
� ���	������� ��� �
�� 
,���
�� ��� 	
������� �%�� �����,
� �� ������
.


���
!��� ����	���� ��� �� ������ �%��;�	��	��

����� �������� ������ �����

� ��� 	��5�� 	
��
��� �

��� �� 
� ����������
� �� �
����
�
� 
�������� ;����% 
%
,�����
� �%�� ���	������� �� 	
���	��

4� ��,�� �� 	���� �����< �
�� ����
�� �� �����,
� ����I 
���� �� �
���,�
���� �%�-.
�

�����
� �
�� �
��� ���	�������< �
�� �����
��  ��� ���
�	���
�� �� �:�� �����
�����
�
,���� ���

���
�< �����
�����
� ��
�������� 
� ��
��.���

���
�� �
�� 
�� ������- ,�� ��.
,���< 	
�������
� �� 	
�������
� �%
,;��� �
�� ��� ���
�	���
�  
%����-���
�� ��
���

� 	���	��� �� ���	�����
� ���� ���
������ ��� ������

���
!���< ��
���������  
��� ���,
�
�
�,�� �� ����������< 
� �������� � �
���� ��%�
 ����� ��?	�
� �� 	
�	�
���  
� �
�� ��
���,
� �
�,�� �� ���������� �� ��� ����
���
� ��� �
���� 
� �� �
��� ��� ������������
�
��?������� ���	��� �� 
� �����	� �
�� ��� ���
�	���
�� �� �����
�����
� �� �
:���� ��
����� ���

���
��

"�< �� 
%����< 
� ���	������� ��� �
�	 
����� �
�� 
�� ���
�	���
�� �� �:�� �����
�����
�<
�
 ��� �� �����	�� �
����� �%���
�����
� ���������� �
���� +� �
��< 	� ���	������� ��� ����
	
���	�� ��
� ���� �
�	 	����,
� �
� ���
�����
� ���� ��� ���
�	���
� �� �:�� ����-���
�
�%
,;��� ��� 4����< �
�� �


�� �
�� ���� 
� ��	
��� ������ �� 	� ���
��� ��� ����
��
�� 	
�������
� �%
,;���  ������� 	� ���	������� �� �
�	 ������ �
� �-�

�����
� �
���,
�
�
�� 
%����-���
��



���"	
�� ����	�

%�	�	���	�
 �� �����	����� �������� ����
��	
��"��	�
 �� �� �������	��
 ��������

 �

��





�
�������	�


�%����������
� �� �

��� ��� �
����� ����������
���

�� �� 
%���
������ �
�� 
���
���
�����
� ���� �
�� 
�� �
������ �
�� �� 
%����-���
� �%
,;��� ����������
���
� ��� ��
.
,
�������� ���

����� �%�	���
���� /
 �%����<  
%������ ��� �
�� 	
��� ���
	���  �� ����	
�

� ��� ���� U�,< �%��;
����� �� ���	�������  	����� �
��
� ����������
���
 �%��� ,���
�� �
������ H��� �������< 	�
��.	� �
�� ������ 	
���	� �
�� �� ��� ��������� 
� ���

�
��; ���
������ ��� �
����� ���� �
�� ����� �
��
�� @��� ��?������� ���	�������� �
��
�
��
�� ���������� ��� 
,;��� �� �����.��- 	�� 	%��� 
�� ��� ���� ���
��� �
�� 	
������ 
��

,;��� �9� �� ���
���� ��- ����@��� ��� ���
���������

���� 
� ������ ���	������ �� 	� ���
���< �
�� ��
�� ��
�
�� ��� ����
�� �� ���	���.
��
� �%
,;��� �� ��9��� ��� �� �����,
� �� �
���� �	�����


���� ��� �� �����	�� E
���
����
	�� �� ���	�����
� ��� ,���� ��� ��� ����������
� ��� �
����� �%
F ����
�� �� ��.
���,
� �� ������

���
!��� ����	����  
%���� �%�� ������ �%��;�	��	�� ����� ����	���� ���
�
������ �%��� ���
�����
� ���������� ���
������ ���������� �� 	���	������� �� 
,;��
�� �� 
� 	
������  �%������� �� �
��< 	� ���	������� ��� �����	�
�������� 	
���	� �� 	%���
�
����
� �
�� ��
�
�
�� ���� 	���� ������ �� 
%���
���� ���� ��� ���
�	���
� �� �:�� ��.
��-���
�� 4:��� �
���� ���� 
� �������� ������ 	
����� 	
�������� 	� ���	�������< �
 ��
�
�� ������ �
�� 	���� ���
�	���
�< ��%��� ����
�� ���������� �� 	
������ 
�� ���	���.
����� �����.��-< �� ��� 
 < 
�� 
,;��� ��-���
� �
� �
�� ���
	���� �%��� 	� ��� �
�� �


��
�-�
��� ���� 	���� �������

��� ���- ������� �� ���
��� ������� @��� �,
����� �� ������� ��
��������� �������.
������� 4����< �
�� 	
��������
�� �
��� ���	������� ���� ����
����
� ��� 
� ����
�� �:���
������ �
� 
,�����
�� /
 �
������ ����
��� �� 
� ����
�� ��� �
�� ��
�� ��������� ���� 
�
�������� ������< �%��� �
�� ����� ����
�� ���
�������< 
� ,��� �@��< 	
��� 	� �������
��� �
��  ���� ��������< �����,
� �����

����� ��� 
%������ �%��� ����@��  ��� ,��� ��
�
������

����� ��	
��� ������ �� ���
��� �%����	�
� ���
�� �� ��
�� 	���������

E
�� �������
�� ���� 
� ������� 	������� �� ����G� ��� ����
��� �-�������� �� ����-�.
��
� �� 	
�������
� �%
,;��� ��� H��� �6�< �
��� �����	�� �%��� ��� ��,����

� �������

�*



�� �
�������	�


�
�� ��
�� ��; 
� ���	������� ��� �
�� �������  
%����-���
�� �� �
�� �%�
��I
� �%�,
�.
���� �
�	 ��� ��� 
� 	�
�- �%��� ����
��� �%��,���
� �� 	������� ��� �
��S� �� ���
�	��
�
��� 	�� ���� 
� 	
���-�� �� 
%����-���
� �� �� ��� ����
	��� ���� ��B������� �
�� 	�

�.	�
���� 
%
,;���

�� ��	
�� 	������� ��� 	
���	�� ��- ����
��� ���
	����  
� 	
�������
� �� ��������
E
�� �������
�� ���� �� ������� ����� 
�� �
��
�� �������
���

�� �� 
� ���
��� ���
������� ��

�� ��� 
� ����

� ��� ��
�
��������� E
�� ����
�� �

�� �� ������	� ��� 	��
����
��� 
�� ��� 	������� �
����� ��
� ����	�� �
�� ��� ���
�	���
� 	
��� 
� �S���� =��
����
�� �
��� 	
������� ��� ������� # 
� ������	� �%�����
�� ��

�.	� ��
�
�� �� 	�
	�
�� 
�
����
����� ����� ���- ������� �� 	���
��� 
� 	
6� �� ��B������� 
������
�� �
��9��� 
��
������� 	
������ �� ���������� ����� �� ������ �� 
%��  
%������

���� 
� ��
������ 	�������< 
� ������	� �%�����
� ��� ���
���� �
�� 	
������ �
� ���	���.
������ E
�� 	
����G
�� ��� ��9��� 
�� 
������
�� �� �
��9	���
� ��� ������� ��	��������
���� �
�� �� 9-
�� 
� 	
6�� �
��� �
�� 
� ����
��< 
�� 
������
�� �
�� 	�
����� �� ������
	
���� �� �
��� ����
�� �� ����������
� �� ��� ��B����	�� �� ���	�����
� �
� �����9.
	������ ��%�

� �
������ ��
����� ��� ��� 
,;��� ����I ��
	���� H��� �6�< 
� 	
�������
�
�%�� ��� ��� �
��� ������
����< �� ���� @��� ���
���� ��� �
�� 
,;�� 	���	������ ��� �
���
���	������� ���

� ��� �
�� 
� ����
�� �
�� 	� ������� ����
��� J 
� 9� �� 	� 	�������< ���
����
���� �� 	
�������
� �� �%����-���
� �%
,;��� �� �
�� ����������



����	��� &

'��� �� ����� ��� ��	
��"��	�
 �� ��
�������	��
 ��������  �

���� 	� 	�������< �
�� ����
�� �� �
�� �%�
��I
� ��� ��B������� ����
��� �%����-���
�
�� �� 	
�������
� �%
,;��� ����������
���
�� ���� 
� �
����� ��� 	��< 
�� 
,;��� �
�� �

�� @��� ������
� �	� �
�� ����������� �
�� �
��� �� ���

����� $������ 	� �
���� ��� ��


�� 
� �
�� ���
��� �
�� 
� �
��
�����
� �� �����	��< �� �
�	 
� �
�� 	
����� ���� 
�� ,����
�� �
����� �%
,;��� ��< �
 ��� ,��� 
������� ��� 
�� ������- �
����� ��� 
%����-���
� 
��
�		
����� ��� �
�	� �� ���
�������

�� �
����� �� 
%����-���
� �� ���� @��� �,
��� ��� ��� ����
	��� ���� �������� E
��
�


�� ���� 	� 	������� �� �-�
��� ��
�� ����	���
�� ���< 	
��� �
�� �


�� 
� �
��< 
��
	��	��� 
���� ���	�9	���� #

Q 
%����
	�� ����������� >
Q 
%����
	�� ��
��.���� >
Q 
%����
	�� ����	����
��

H��� �6�< �
���� 	�� ����
	��� �
����� �����	��� 
�� 	
��������� �%��������	� ��
�����.
���� ��- ������
�����
�� ��
���������< �� ���
����� @��� �
,����� ��� ����
�� �� ������
�� �
��
�����
� �� 
%
,;�� �� 2������ �� ��	�������
� ��� �-���
�< ������%�
 �%���� 
� �
��
�
����� �� ���

����3< ��- ������� �
��9	���
�� �� ��- ,����� �������

E
�� ��	���
�� ��		���������� 
�� �����	�
������ �� 	�� ��
�� ��B������� ����
	����

��� ,��
��-�� ��������
	��

�%����
	�� ����������� �� 
%����-���
� �� 	
������  ������9�� 
�� 
,;��� ��C	�  ���

� �
������� ������,���
�� �� ���	�������� �� �
����� 8�
���� 
� ������	� ����� ���- 
,;���
�� �� ������� �

�� ��� 	
������ 
�� ������,���
�� ��� 
��� 	
�����
����� 2���� 	
�������
�

�&



&( ����	���  � 1��� �� �'��� ��� �'	
��+��	�
 �� �� �������	��
 �'��2��� �#

�%����
�������3�
"������ 
� ���	������� �� �
��� ���
���< 
� ���� ���������� ���- �
��.	����
����  	����

�������� ����
	���

�-#-# 8���	�'�� ��������7��� �	�����

�%����
	�� ����������� 

	�
� ���
�� ��� 
%����� ��� 	���	����������� 

	�
�� �� 
� �
���
�� 
%
,;��  ��	����� 8:���������< 
� 	
��,��� 	�
	�
�� �� �
�� �
��� �� 
� �����	� ��

%
,;�� ���� ���
���� 	
��� ���	������� �� �
��� �� 	%��� 
� ������,���
� �� 	�� 	
��,����
��� �������  	���	������� 
%
,;���

�� ���	������� ��� ���	��� �� �
��� �� 2"7��3 ��	
�� ���� 
� �
��� �$+1.* �����
���� 	���� 	����
��� �� ����  ��	���� 
�� 
,;��� �� ����������� �
�� �
��� �� ���

���� ��
�� �
���� '0���

W
�������A LW
�&(N � ��
�
�� �� ����- �� �
��� ���������� �� 	���	������� 

	�
�����

� ��
������ �%��� �����	� 27����� ���3� "� 
� 	
������� �� �
��� p �%��� �����	� ��.
��B�������,
� �� k1

p �� k2
p 
�� 	
��,���� ����	���
�� �� p< �

�� 
%����- ��� ��9�� ��� #

Ip =
1

2
− 1

π
arctan

(
k1

p + k2
p

k1
p − k2

p

)

E
�
�� ��� Ip ∈ [0, 1]< ��%�
 �%��� ��� ��9�� �
�� 
�� �����	�� �
���� �� ��� ��������� ��-
�����
���
��< �
����
�� �� ��- �
�
��������

���� ��� Q /���	� �� W
�������A ��� ��B������� �
���� �
���������� �� �����	�



 ��� *�������� ����	��	���� &�

�� "7�� �%��� ����� ��%�� ��	���� �� ���

� N 
F 	����� 	
��
����� k 	���
� 
%����
��
�����  
� �����	� �
��
� �� 
%
,;�� �� �
���� 
�� ��	����� �
�� Ip ∈ [k−1

N
, k

N
] < 	%���. .����
�

������,���
� �� 
%����- �� �
��� �� W
�������A �
�� 
%
,;�� �� ���

� 	
��������

$�� �-���
�< ���� L8\(�N< \������ �� $�@���- ���
����� 
� "7�� �
�� ����-�� ���

,;��� �� ���

��� /
� ��	������ �
������� 	
����� 
,����� ��� ��������
� 9�,
� ��
���	��� ��� 	
��,���� ��	�������� �� ���	������� �� ����
-����� 

	�
����� 
� �����	�
��� ��� ���������� /
� �
������ ����� ��� 
� "7�� �%��� ��� �
,���� ��- ������������
��
�
�


������ ��
���
�� 2������ �� ��	�������
� �
�������3< �� ��� �
� ���
�����
� �
�� ���
	
�������� @��� ���	��� �� ����������� �� 9
����� 

����� /
� ��
�
���� �

�� ��� �����
����
	��< ��� ������
���� 	���� �
��.	� �� ������� �� O
��� �� # �O��D�

�-#-0 8���	�'�� ��������7��� 3�	
����

J 
� ��B����	� ��� ����
	��� ������������ 

	�
��< �%������ ����
	��� �
�� �%����������
 
� ������ �� ��
������� ��
��������� �

,�
�� �� 
%
,;�� 	
��������

/
 �%���� �

�� �� 	�
	�
�� ��� �
�����  ��B������ 
����� 	
��� ��� �-���
� ����

�� ������- �� 7��

I �� O�

 L4O�(N 
� 	��- �� ��
��.O��� �� O
�."
� L���&N > 
�
,���< �� 
� �@�� ������� ��� ���� 
�� ����
	��� ������������ 

	�
��< ��� ������,���
��
�� ������ 	
��� 
� ������	� ����� ���- �
���� �� 
� �����	� �� 
%
,;��< 
� �����	� ���
������
�� �
���� ��� ��
�� �
���� �� 
%
,;��< ��	�

$
�� 	���� �������� ����
	��< 
� ���� �� �������  D���� ��� ���� LD7��(�N �����
�
������� ������� 	�
����� �
�� 
��� ����
�	��� �� 	�
	�
 #

Q 
� ������	� ����� �� �
��� 9-� �� �� �
��� �� 
� �����	� �
���
������� 	�
���� >
Q 
� ������	� ����� ���- �
���� �� 
� �����	� �
���
������� 	�
��� >
Q 
%���
� ����� ��
�� �
���� ���� �
���
������� ��� 
� �����	� �� 
%
,;�� >
Q 
%���� �� ������
� �
��� ��� ��
�� �
���� ���� �
���
������� ��� 
� �����	� �� 
%
,;�� >
Q 
� �

��� �� ��������� �
��� ��� ������ �
���� ���� �
���
������� ��� 
� �����	� ��

%
,;�� >

H��� �������< 	������� ������- �� �� 	���
����� ���  ��� ���
� ����
	�� �� �
��
	
�,���� �
������� ���	��������� �%��� ��� �-���
� 
� 	�� �� $����� L+�&*N �� ���� ��
��
;�� E��������< ��� �� ���
����  
� �
�� ��� ���	�������� �� �
���� ���� ����� �� 	
�
���< ��
��-���� �� �� ��������< 
� ,��� '����,
��� L'��(�N ��� �� ����� ��
9� �� 
� 	
�,�����
�
�%��� ������,���
� ��� ����- �� 	
��,��� �� W
�������A< �%��� ������,���
� �� ������	��
�������� �%D���� �� �%��� ������,���
� �� �

���� �
���������� 2��� ���������� ��
���� 
�
	����� �� ������� �� 
%
,;��  ��� ��	���� �������
����3�



&� ����	���  � 1��� �� �'��� ��� �'	
��+��	�
 �� �� �������	��
 �'��2��� �#

��� ,��
��-�� �	���$.	��

�%����
	�� ���� ^��
��.����^ ��� ������
����� ���
�9�� �%����-���
� ��R��� +� �B��<

%
,;�	��� �	� ��� �� ��	���	��� 
�� �
��
�� ����������
���
�  ������ �%��� ��� �� �%��

,;��� �%����-���
� ��� �
��
�� �� �� ����� �� ���- ������ #

�� �-���	��
� �%�� 	������ �
�,�� �� ���� 2���� ��
;�	��
��3 	���	����������� �� �
��
�
 ����-�� >

�� ���	�����
� �� 	����� ��� ��C	�  �� ���	������� �� �
��� ���

E
�
�� ���< �
�� 	���� ����
	��< 
� ����@�� ����� �� ���- �������
��< 	���� ��������
�
���� ���� ,��� @��� ��� ��
�
������� 
� ����� �%��� ����
�

J 	�� �B��< 
� �
��� �$+1.* ������� 
� �	���� �� ���	�����
� ��
�����U �"< �����
��� ���- ���	�������� �� �
��� �� #

Q 
� ���	������� 408 24���
�� 0����
 8�����
��3
Q 
� ���	������� �"" 2��������� "	�
� "��	�3 	���	������ 
�� �
���� �� ��C	�  ���
���
:�� ��
��.�	��

� ��� 	
��,���� �� �
� 	
��
���

D���� 
�� ���	�������� �� �
��� ���
���� �
�� 
� ���	�����
�< 
� 	�
�- �� �
�,�� ��
���� ��� ��������
�

$�� �-���
�< ���� L�"&�N< ���� �� "�
	A��� ���
����� ���� ���� ����
������ �� 
�
��
;�	��
� ������� 
�� �
���
�� ��- ��	�� �� 
%
	�
���� ���	��� ���� 
� ������ ���

,����
�� 
%
,;��� ���� L"�(�N< ����
��� �� ��
��� 	
��������� �� �
�,�� �� ���� 9-�  
����� 8�
�� �� 	�� ���� �
�� 
� ����
��� �� ��
;�	��
�� ������� 
�� ��
�� �-�� �� 
%�

���
!��
�%������� �� 
%
,;�� 2	�
	�
�� �� 	
��������� 
%
,;�� 	
��� �
�
����3 �� 
�� ������ ������
���� �
�� ������  ��� �
����
�� �������������� ��- ��
�� ���������� ��� ���	�������� ��
�
��� ���
���� �
�� 	�� ��
;�	��
�� �
�� �� �:�� �"" ��%�
� 
��������� �� �.8��� L�$\&*N
�9� �%�		�
���� 
� ��	���	�� �� 
�������� 
� �����
� �� 
� ���
����

���� L�4((N< �
A������� �� 4,,��� ���
����� ��- ����� 
� �"" �
�� 
%����-���
� ���
���� �� 
���� 
,;��� ����������
���
�< ���� 	
��������� �� �
�,�� �� ���� ��� 
,;��
������� ����� 	��� �� �����.	���� ��� ���� �
�� ��
�	��
����� �� �
�	��
� �� 
� ��������	�
�� 
��� ���	�����
� �"" # 
�� ���� ��
� ����
����� �� ���� �� �"" �
�� �
��������

E
�
�� ��� ���� L8\(�N< \������ ��
�
�� ��� 	
�������
� ��� ����
	��� �� �� ��R��
�
�� 
%����-���
� �� ���

���� ���� 
� 	���� �%���
�	���
�� �� ����@��� �� ����
������

��� ,��
��-�� ��
	��	
����

��� ����
	��� ����	����
�� �%�������� ��� ��� ���	�����
� ������ ��� 
%
���������
�
������
� �� ���������� 
� �� 	���	����������� �� 
%
,;�� ����������
���
� ����� ����
	��



 ��� *�������� ������������ &�

���� ����5��� �
�� ������

� �� ��������� ��� 
�� ����
��� ������������� �
��� �
�� �


��

� �
��< �� 	
���� ���� �� �
���� �� �
��� ���	�������< 	%��� 	���� ����
	�� ��� �� �
��
��������� �%���
���� 	�
��.	� ���� ��� ���
�	���
� �� �:�� ����-���
� �%
,;��� ��� �� �
��<
	���� ����
�� �%��� ��� 
������  
� ��	���	�� �� �
��
�� �� �����.��- ���� ���� @���
���
���� ���� 
� 	���� �� 
� ��	���	�� �%�� 
,;�� �� ���� ��� ����� ���

�� �
��.����

� �� 
%����
	�� ����	����
� 
� �
�� 	
���� �� ��� �
�� ��������� �
��
�����	�
��������< ���	
���� ��� ����������
� �� 
%
,;�� �� �
��.������� �

������� �
�.
���������� ������ �
��.������ ��� �

�� ����������� ��� ��� ����������

=�� �������� 	
���� �� ������- ���
��� ��� Y���������� ���
��������Z ����
�� ��
��� ���
��
�� 2��
�����	 �
��3 
�� ��� ��
�
��� ��� H�������� LH����N 

�� �� �
� ����� �� 
�
����
� ������� �� �� 
� ����
�� �� 	�

�.	� �
�� ������9�� ��� 
,;��� ���� ��� �������
����� ���
��� ��� 	
���� �
�� 
� �
� �� ������������	����������� ������ ��� ��
�� �
��
�
�� 
�� �� �
�,�� �� �) �� �
��< ���	 �� ����	����� 	
���	�<  �@�� �� ��	���� �%���
���
���
 
,;��� /
� �
����� ��� �
��� �%�
���,�� �� ���	�����
�� ���	�� �%�����.��- ��� ���
	
�,�����
� ������ �� ������ 	���	����������� ���
�������� �� �
��� #

Q 
� �
��� �� 
� ��	��
� ��� ��
��� 
� 	
��,��
Q 
� ��	��
� �
����� ��� �:������ �-��
�< 	�����
� 
� ��� ���:��������
Q 
� ���

� �� 
� ��	��
� 
� 

�� �� 
%�-� ��� 	
�������< 	�
������� 
� 	�
������� ����

��	�
��������
Q 
%�-� ��� 	
��,� 
� ��
���

�%������9	���
� ��� ������� ��� 
�� ��
�� �� ���� ����� 
%����� �� ��
������� ��

�� ���

� 	

��������< 
� ����

�
���� 
� 
� �:�������

�%������ ������� �
�� 	���� 
��� ��
���� ��
��� �%��� ��� �-���
� 
� 	�� �� X� ��
������ LX�&�N ��� ���
����� ���
����� ���� ��
�� ��%�
� ���
�9��� �� ��������������

�� ��	
��� 	
���� ���
��� �
�� ���������� �

�������< ��� �
��
��  ���������� ������.
������ 	
��� ��� �-���
�� 
�� 	:
������ ������
���� ���� 
�� ������- �� \���
�� �� E������
L\E&�N< 
� ,��� ��	
�� 
�� ��������������� L$�&(< 1H&�N� $
�� ����� 
� 
��� ����� 	�� ���-
�	

��< 
� ���� �
��� ��� ���� L0M&�N< 0�;� �
���� 	
����� 
,����� �� ��
�  ������
�%��� ���������������

$
�� ��K���� 
� ����	���� ��� �
��
�� ��	����< 	�� �

���� �
���������� ���
�� ������.

����� 
��� ��� �� ������ �%��;�	��	�� �� ��
,
��� �� 
� 	
�������
� �� �
��
�� �������
�

�� �� ��
,
��� �� ���� �� 	
�����
����	� �� �������� �� �
�,���- �
�
�������< ���.

����� ��� ����
��� ���� �������< 
� ����������� E����
���< 
�� �
��
�� ���� ����	��� �� 
�
���
��� ��� ������� �� �
�� ��� �
�;
��� ���� ��������  	� 	
���-��� E
�� �,
����
�� 	��
������
�� ���� 
� 	������� ��������

��
������������< 
� �
����� ��� ������- 	���� �
�� ���� ��
�
���� ��� �
:��� �
��



&� ����	���  � 1��� �� �'��� ��� �'	
��+��	�
 �� �� �������	��
 �'��2��� �#


,����� 
� ���	������� �%
,;��� �� ���� �� �
�� ��%��
���� ��� ����
	��� �
�� 
� 	
���.
����
��

��� ����
	��� ������� ���,
�� ���������� �� ����������< �
 ���� �
�� �� �@�� �
��� ���

�� ����
��� ���������� �� ����������
� �� �
����� �� �� �%������������ �� �������
�
�� �
����� ���� 

������

�� ��	
��
����
� ��� �

���� �
����������< �@�� �%�
 �

� ��� 
� �
�� ��������< �%���
��� 
� ���
� ������	� �� 
%����
	�� ����	����
��

�� ���	�����
� ��� 
,;��� ��� 
��� ����
���� ��� ��� ����� �
���,�
��� ��� ����� ����
	���� 	����
���� "� 
�� ������- ��� 
%����-���
� �%
,;��� �� ���
����� 
� ����
���� �
�� �����<
	���� ����
	�� ��� ,���	
�� �
�� 	
����� �
�� 
�� �
���� ��� D� ���� ��� �-���
�<
	���� 
�� ������- �� W
��� �� "�,������ LW8"W((< "WW(�N � /
� 	
��������� 
� ����
����
	
��� �� ������ �� �
�� ���	������� �� ��,��� /
� �������� 
� ������	� ����� 
�� 
,;���
�� �� 	�
	�
��� 
� ������	� �%�����
� ����� 
�� ��,��� 	
�����
������� ��� ����	
�� 
��
�
�� �����@� �� ��	���� �����	�
�������� 	���� ����
�� �� ���� �� 	
�����
����	�� E
��
��������
�� �� �����
 ��� 
� ������	� �%�����
� ���� 
� 	������� ��������

��� �����	����

�� �
�� �%�
��I
� �
�� � �
���� ��� 
%����-���
� �%
,;��� ����������
���
� �
�����
@��� �,
���� ��� ��� ����
	��� �������� ���� ��B�������� ��

� ��� �
�� ��
����
��< ���
�
�� ������

����� 
%����
	�� ����	����
�< 
��� ����	������  
� ����
�� �� ���	�����
�
��� �� �����,
� �� ��������������� ��������� ���� 
� �������� ������� ��

�.	�< ,���
��� �
����� �
�� 

���� ��� 
�� ����
��� ������������< � 
%�������� �%@��� ,���	
�� �
��
��������� �� �%@��� ��
	�� �� �	���� �� ���	����
� ������� 4����< �
 ��� ��	�
� �
�� ��
���
������� �� 	
�������� �����

����� �� ���	������� 	
��� 
� �S��� �
�� �� 
,;�� ���


� ���������� �9� �� �
���
�� ��� ����@���

���� 
� 	�� �%��� ����
	�� ����	����
�< 
� 	
�������
� ��� ���	�������� �%�B�	��� ��
������
 ��C	�  ��� 	
�������
� ��� ������� �
��.;�	����� E
�� ��
�� ������ ���� 
�
�������� ������ �� 	� �����	���  	
�������� �
��� ���	�������< 
� ��
	����� ����� ���
�
�	 
� ���� �� 	
�����
����	� �� �������� E
�� �,
����
�� 	� ��
,
��� ��� 
� ��
	����
	��������



����	��� (

�������	��
� �� $������

E
�� ��
�� �� ��� 
� 	
�������
� �%
,;��� ��	���� ������� ��� ����
	�� ����	����
�
����� �
����� �:�
�:�� �� ���� �� 	
�����
����	� ��� ������� 
��� ��- ���	�������� ��
	�� �%
,;���� �� ��� 	
�����
�� �
��  ���� �-�	������  �
��� ��
,
��������� �� 	�������
��� 
%
		���
� �� ���������� 
� ����
�� ��� �
�� ��������� 	���� ���� �� 	
�����
����	�
�� �
�	 	
�������
� �� ��������

E
�� 	
����G
�� ��� �����
�� ���
���� ��9����
�� ��� 
� ���
��� ��� �������< ����
���	��
�� ��� ��B������ 
���
� ���������� �� 	
������ ���- ������� �9� �� ����������

��� ����
�����< �
�� ���
�����������< �
�� ����������������� E
�� �,
����
�� 
�� �
��
��
	
�������� ��� �
�� 	�

�� �� 
� ����

� ��� ��
�
��������� +������< �
�� ���������
�� 
%��.
��
	�� �� 	
�������
� ��� 
� ������	� �%�����
� �� �
�� ��
�� ��;� ���������� ��
����
���� 
%���� �� 
%����

%�� )���
������

�
1������ �2�2�  � ������ G ��� �� !������ (V, E, α, β) ��� ��� "

# V ��� �� �����	�� �� ������� $
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(V ′, E ′, α′, β ′) �� &������� 	�)����
� f ��� � ������ ������ �� G &��� ������������ ��

������ �� G′ ���� �� ��%���
��� �� ��������� �� G ��'�' ��� ����� �� ���� ��� �����	���'

�*���������� f : V → V ′ ����� ��� "
# ∀v ∈ V + α(v) = α′(f(v));

# ∀e = (v1, v2) ∈ E �� �,���� e′ = (f(v1), f(v2)) ∈ E ′ �� β(e) = β ′(e′)
# ∀e′ = (v′

1, v
′
2) ∈ E ′ �� �,���� e = (f−1(v′

1), f
−1(v′

2)) ∈ E �� β ′(e′) = β(e)
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,;��� ���� 
� ���	������� 2,3< 
�� ��������������� �� 
� ,���� 	�����
� �%
�� ���
����
���� 2	3 �� 2�3 �
�� 
�� ������� ���
	��� �����	�������� ��- ���	�������� 2�3 �� 2,3�
"� �� �
��.������ 	
���� ��-���
 �� ��
�� �
����� �-���� �
�� 
�� ������� 2	3 �� 2�3<
�
 ��� �� �:�� �� 2�3< ���� 	�
� ��� ���
���,
� 	�� 
� �� ���� ������ �� 	
�����
����	� c2

���	 ���- �
����� ����
����� ���� 2	3 �� 2�3� �� �
���� a2 �� 
� 	
��
� b2< b3< ,��� ���
���� ��
	��� �
�� 	
�������� 	
��� ��B������ �� 	%��� 2�3 
� �
��.������ 	
���� ��-���

�
�� 2	3 �� 2�3 ���	 a1 = d1 = b1 �� a3 = d2 = b4� �� �

��� 	
���� 2���� 
� �

��� ��

%
,;�� ��	��� ��� 
� ������ 2�33 �� ��� 
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� �������� �� �
����� ��� 
����

� ���
�� 
�
	
�������
� ��� ��
��������� ���,
� ��� ����
�� ��- 
,;��� 
�������-�

�� ���
��� ��� ������� ����
�� �
�	 �� �
�,������ �
��
�� ���������� 
� 	
������.
�
�� �� �
�� ����� ��� �
��.������� 	
����� �� ��� ��� �����	�
�������� ������������
�
�� �
��� ���
�	���
�< ���� 	
��� �
��� 
� ����

� ��� ��
�
��������< 	�

�.	� ��� ��
�
������ �
�� @��� �
,���� ��- ������� ��B����	�� �� �
��
�����
� ��� �
�� ��?	�
����� ���.
��,
�� ���� 
� �
����� �� 
� ���	�����
� �%
,;��� ����������
���
�� �%������ ����
	��� 
��
;�������� ��� ����

����� �
�� ����� 	
���� �� 	�� ������� �� ��B����	�� �� �
��
�����
��
�� ������	� �%�����
� �� ��� ���< �� 	
��� �
�� �
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� �
��< �
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���� �@��< ���� 	������� 	��< ������� ��������������� ������
���� �� �
��
�� ��� �
��
���
�� �%�,
�����

%�� �� �������� �"�������

�� ������	� �%�����
� ���< 	
��� �
� �
� 
� 
����� ��������< �� 
���
 �� ������ ��
����
����� ����� ���- ������� �� ,����� ��� 
� 	
6� ��� �
��9	���
��  
��� ���
����� �
��
�
��
�� ������ �� 
%���  
%������ /
 �%���� �
�	 �� ��9��� ��� 
������
�� �%�����
�� 2���� ��
�
��9	���
��3 ��� 	�� ������� �� 
� 	
6� �� 	�� �
��9	���
��� +������< �
 ���� ���������� 
�
������	� �%
������
�� �:��� 
� 	
6� 
� �
�� ���,
� ���������� �� ������
���� 
� ��������
������ �� 
� ��	
����

;-0-# �	�������	
 �� �'�<
�� �� ����������

�� �
��
� �� ������	� �%�����
� � ��� ����

���� �� ������� 
��� �
�� 
� 	
�������
�
�� 	��5��� �� 	���	������ "� ������ ����� ���- 	��5��� ����< ��� �-���
�< ���������
�� ��
�
��� 
�� �
�� 
�� �
�� ��
	��� �� ���� �� 
� ������	� �%�����
�< �� �
�	 
�� �
��
��
,�,
��< ���� 
� 	�� �� 
� 	
���	��
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���
��������� �%�� �
� �,���� �%�� ��	��
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��� �-���
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�
��� �
�� 
%��
�� ��; ��
���< �
 �%���� �� ��9���< ���� �� ������� �����< 
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������
�� �%�����
��� ���� 
� 	�� �� 	
�������
�� �� 	��5���< 
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������
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�� �
��
	
������ �
�� #

Q 
� ����
�	����� �%�� 	���	���� ��� �� ����� 2
� ��
�,�
�����
�3 >
Q 
%�������
� �%�� 	���	���� >
Q 
� ���������
� �%�� 	���	�����

+� 	� ��� 	
�	���� 
�� 	
6�� �� 	�� �
��9	���
��< �

�� �������
�� ��� ���
�	���
���
+� ��	�� 	��< 	� 	
6� �%� ,��
�� �%@��� 	
������ �
�� ��� 
������
�� $�� �-���
�< ��

%���
�	���
� ����� ��� 
� 	
���	��
� ��� ������ �� ������< 
� 	
6� �� 
� ��
�,�
�����
� �
����
@��� �
�	��
� �� 
� ������	� ��	
������� ����� 
�� ���- 	���	����� ��� 
� 	
������ 4����< .��
���� 	
������� 	
��� �
�� ��
	�� �� ��� ��� �� ���< 
� �
�	�� . ����� �
�� ��
	�� �� �
��� �� ��

H��� �6�< �
 �-���� ��� ��9���� �� ������	�� �%
������
�� ���������� �� ������ �%���
	��5��  
%������ ���� 
� ������� �-���
�< ��� 
������
� �� ��
�,�
�����
� ��?���� ���� 
�
������ �� �������� ��� ������	� �������
� ���� ���������
� �
�� ������ �%�� �
�  
%�����
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�� �%�������
� �� �� ���������
� ������� ���
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49� �� 	�
	�
�� 
� ������	� �%�����
�< �
 �
�� ���� �� �
�
������ ���������� �� �����.
����� 
� ������	� �� 	
6� ������� ����� �
���� 
�� ������	�� �
���,
�� ���������� ��
������ �%��� 	��5��  
%������

�� ����
�� �� 	�
	�
 �� 
� ������	� �%�����
� ������ ���� 
� 	���� �� 
� ��
��������
�
�:�������� �� �:�� �� ��
	��� ������ 
� ���

���
� �� ��
,
��� ��	�������� ��� ������	�
�� ��	���
�� ����������� 
�� ���� ��� ������ 2�	� 
� ��	���
� �� ����  	����� ����� ���

� 	�
�- ����� 
�� ��B������� 
������
�� �� ,��� # �������
�< ���������
�< ��
�,�
�����
�3�
��� ��
,
���� ��� �
�� @��� ���

�� ��� 
� ��
��������
� �:������� ������
�� 
� ����	���
�%
�����
��� �� H�

��� 2�&��3<  ���
�� ��� 
� �

���
� �%�� ��
,
��� �� ���

� n �%�-�����
�� �
�	��
� �� 
� ���

���� �

���
� �� ���

� n − 1� /
 ���� �
�	 ���
���� 
� ��
,
��� ��
���

� n − 1 �
�� ������  
� ���

���
� �� ��
,
��� �� ���

� n�

4���� 
%�
�
������ ���� �� ��9��� �
�� ������

����� �� ������� ��	������ #

/��������S1 + c1 + S2 + c2� 0 ��� 1 /��������S1 + S2� 2 ����	%���������c1+c2�+

/��������S1 + S2 + c2� 2 ������������c1�+

/��������S1 + c1 + S2� 2 ������������c2� 3

/��������S1 + c1 + ε� 0 ∞
/��������ε + S2 + c2� 0 ∞

���	 Si ��� 	��5�� �� 	���	����� ���
	
���� 2��� ���� @��� ����3< ci �� 	���	���� ���
.
	
����< �� ε 
� 	��5�� ���� �� + 
� 	
�	�������
��

D� ���� �
�� �� ����� ��������� ��� 
%�������
� �%��� ��� �������� ���� 
%�
�
�������
+� �B��< ���� 	���� ��9����
� 
%�������
� �%��� ��� 
� ��	���
��� �� 
� ���������
� ����� 
�
�
��9	���
� �� ���� Y���� 
%����� ����Z� �%���. .���� ��� 
%�������
� �%�� 	���	���� ���� 
�
�������� 	��5�� ��� ������
���  
� ���������
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� 	���	����  
�
�@�� �
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� ��	
��� 	��5��� E����
���< 	�������� ���
�	���
�� ������� ��	�������

� ��9����
� �%��� �
�	��
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%���
��������

;-0-0 8�������	
� ��� 3���'��
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��
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� �< ���� �� ������� �����< ��� ��9��� �
�� 
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�������
� �� 	��5��� �� 	���	�����< �

� � ��� ������� �� �
����� ��� ������� 
F �

�
�� ����
� @��� �� 
���
 �� ������ �� ����
����� ���� �������� �
�� ���
���� 
� ��
,
��� ���
������� ,�������

���� 
� 	�� ��� �������< 
�� 
������
�� �� �
��9	���
�� �
�� �
�	 �
���� ��� �� ����	.
���� �� 
�� �����,��� ��� �
����� �� ��� ��	�� +� ������� 
� �@�� �:�� �%
������
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�
�� 
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����� �
���,
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%�����,�� �%�� �
���� �� �� ����� 2��
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�����
�3 >
Q 	������ 
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�,�
�����
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���� 2	�
� ����
�� ������� ����� ��� ��	�3 >
Q ��������� �� �
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�� ������,��� ��� ��	�  ��� �
����� �9� �� ���������
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E
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�� �

�� ��9��� �� �
�
������ �� ������	� �%�����
� �%���
������ ��-
�������� =�� ����� ����
�� �
�� 	�
	�
�� 	���� ������	� ����� ���- ������� ��� �� 
��
������
���� �� 	��5��� �� 	���	����� ���� �� ������� 
� ��
,
��� 	
��� �� ��
,
��� ��
������	� �%�����
� ����� 	��5����

�� ������� �%�� ������ �� 	��5�� �� ���� ������� �� ���	
��� �� 	� ������� =� ������
���
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��� �%�� ������< 
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����� �
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�
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�� �� ����������< ���� �������
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�� ��� �
����� �
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�
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�� ��� �
����� ���
�� ��� �������< �
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������
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�
��� 
� ���� �� 
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����� ���- ������� ���
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��� ���
��� �
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������� 
� 	��5�� ��� �� ���� 	�
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�������
��,��� 	
������� �-������ �
�� �� �@�� ������� D�< �� 
� �
������ ���������� 
� ������	�
����� �� ������ A �� �� ������ B ��� �
�� ������
��
�� �����	�������� �� ��� 	��5��
SA �� SB< 
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,;��� A �� B ���
�� ,��� @��� ����������< �
�� �%�������
�� ���  �?���� 
�
����
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�� ��
�����
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�� �� �
��
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�� �
����� �� ������
��� ���	
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�� ��	���� ��� ��,��� 	
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����� 
%�� ���	

%����� ���� A �� B< �
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������ �� ���	
��� �� A ���	 ������ �� ���	
��� ��
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������ ��B������ ��%�
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����� ���� B� +� �%����� ����< �
�������
	��5��� ������� ����
��� �%�� �@�� ��,�� �� 
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� �� 	����� �
��� �%
�� ��� �� 
����
�� ������ ������������� +� �

��< �� 	�� �
����� �� �
�� ��� 
��
����< �
�� ����
�� �����
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��
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���,
��< 
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��< ��� �
�����3�
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�< 
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Q $
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Q $
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a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

���

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

���

a1

a2

a3

a4

a5
a6

a7

a8

���

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

���

���� )�* Q 2,3< 2	3 �� 2�3 �
�� ��
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��� �� ���	
��� 2�3 � �
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������ ��� �� ���
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