Chapitre 1

Introduction

1.1 Reconstruction 3D

L’objectif de la reconstruction tridimensionnelle est de déterminer un modele
géométrique a partir d’un nuage de points. Son développement est de plus en plus
important, et ses applications sont nombreuses :

— archivage;

— conception de carrosserie ;

— prototypage rapide;

— animation en informatique graphique;

— etc...

La reconstruction est favorisée par les progres récents réalisés dans le domaine des
systemes d’acquisition de données 3D a I’aide d’outils non-mécaniques (stéréovision,
projection lumineuse).

La reconstruction d’objets permet de passer du modele physique (maquette,
prototype), préalablement numérisé, & un modele mathématique.

Il se pose alors les problemes du choix et du calcul du modele. A ce niveau,
nous sommes confrontés a plusieurs contraintes, dont la plus importante est de créer
un modele accepté directement par les systemes de CAQO. Pour cela, il faut que
les carreaux de surface aient des formes rectangulaires, car ils sont définis par un
produit tensoriel (surface de Bézier ou B-Spline).

Cela permet, éventuellement, d’intégrer ensuite le modele surfacique calculé dans
un autre modele, créé par un processus interactif, a 1’aide d’un logiciel de CAQO par
exemple.

1.2 Méthodes de reconstruction
Des méthodes intéressantes de reconstruction ont été développées :

— basée sur la constitution de maillage triangulaire [HDD*92]



— basée sur la subdivision de carreaux [CS94]

Mais ces méthodes ne procurent pas des modeles utilisables par les sytemes
de CAQO. Ce sont soit des carreaux triangulaires, soit des modeles possédant un
trop grand nombre de facettes ou de carreaux le long des lignes de rupture, car les
caractéristiques surfaciques ne sont pas prises en compte.

Au LIGIM, une méthode de reconstruction a été mise au point, dans le cadre du
projet ESPRIT 3DSCAN [IPSV94]. Nous allons présenter les grandes lignes de ce
travail [Fig 1.1].
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Fic. 1.1 - M¢éthode d’approximation par des carreaux de Bézier

La stratégie de modélisation est basée sur le partitionnement des données initiales
en zones homogenes, en fonction des caractéristiques géométriques, telles que coins
et arétes vives. Ensuite, on essaie de trouver, pour chaque sous-carreau, le degré
minimum compte tenu de la précision souhaitée. Enfin, on raccorde tous les sous-
carreaux, ce qui peut poser quelques problemes puisqu’ils peuvent étre de différents
degrés.



La méthode de modélisation utilisée est une approche locale basée sur ’approxi-
mation par des surfaces de Bézier.

Cependant, la subdivision de la surface est déterminée manuellement, les contours
des carreaux sont fixés par l'utilisateur, qui s’appuie sur les résultats de la segmen-
tation, produits par deux processus complémentaires :

— la croissance de régions

— la détection de contours

Cette segmentation produit des sous-nuages de points non rectangulaires. De
plus, les frontieres détectées ne sont pas toujours fermées et le bruit peut provoquer
la détection de fausses arétes.

Pour rendre la reconstruction automatique, il faut donc éliminer cette étape
manuelle de découpage. C’est a ce niveau qu’intervient 1’étude de DEA.

Nous proposons une méthodologie de reconstruction automatique de surfaces qui
prenne en compte les caractéristiques géométriques pour partitionner le nuage de
points en zones homogenes.

Il s’agit ensuite de former les sous-carreaux, c’est a dire déterminer une structure
de carreaux rectangulaires pour se conformer aux contraintes des logiciels de CAQ.

Apres un paramétrage des points en relation avec chaque sous-carreau, ceux-ci
sont approximés par une surface biparamétrique, et enfin, les carreaux sont joints
de maniere continue pour former la surface totale.

Cette méthode permet donc de reconstruire rapidement des surfaces complexes
par des carreaux compatibles avec les systemes de CFAO.

1.3 Problemes liés a la reconstruction de surface
sur un nuage de points non organisé

Dans le cas d’un nuage de points répartis sur une grille rectangulaire, le contour
est parfaitement défini. Le paramétrage est alors facile a déterminer [Annexe B.

Dans notre cas, a 'issue du processus de segmentation, nous obtenons des sous-
nuages, non rectangulaires.

Ceux-ci ne peuvent pas étre directement approximés par des surfaces biparamé-
triques. En effet, ces surfaces imposent un paramétrage selon deux directions u et
v.

Cela implique que chaque zone soit définie par un contour fermé composé de
quatre courbes (un carreau).

On évite le plus possible d’obtenir des formes dégénérées en triangles ou biangles,
ce qui n’est pas toujours possible selon les caractéristiques de la surface. On essaie
de privilégier les formes quadrangulaires.

Cependant, la forme de chaque zone est quelconque, et il est quelquefois difficile
de trouver une orientation dominante dans une forme tres accidentée.

Certains criteres ou caractéristiques sur le contour fermé quelconque, peuvent
étre étudiés pour choisir un contour acceptable:

— la courbure gaussienne



— la polygonalisation
— le squelette

— les boites englobantes

Il est donc nécessaire de choisir des directions u et v qui s’appuient sur les quatre
frontieres, pour effectuer un reparamétrage des points a 'intérieur du carreau.

Ensuite, ces points affectés d’un nouveau parametre, sont lissés par un carreau
de Bézier ou B-Spline:

— le modele de Bézier permet une représentation simple des surfaces et surtout
autorise une grande interactivité lors de la construction

— le modele B-Spline possede les mémes propriétés que le modele Bézier, mais il
permet en plus de prendre en compte la répartition des données, au détriment
d’algorithmes plus complexes et de temps de calcul plus élevés [Annexe A]

Nous avons choisi d’utiliser le modele B-Spline, car c’est un modele plus général
qui englobe le modele Bézier.

Dans la suite de ce mémoire, nous développons les méthodes que nous avons utili-
sées pour choisir automatiquement un contour «acceptable» ainsi qu’un paramétrage
adapté a ce contour.



Chapitre 2

Détermination du contour du
carreau

2.1 Problématique

Pour approximer un nuage de points par une surface, la phase de paramétrage
doit pouvoir affecter deux parametres (u;,v;) a chaque point P;;.

Si le réseau de points est proche d’une forme rectangulaire, les directions affectées
aux parametres u et v sont aisées a définir [Fig 2.1].
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Fiag. 2.1 - Paramétrage d’une surface rectangulaire

Quand le nuage de points n’est pas organisé en une forme proche d’un rectangle,
il est difficile de trouver deux directions privilégiées. Il est donc nécessaire de définir
quatre bords dans le carreau pour ensuite fixer un paramétrage [Fig 2.2].

Notre étude porte donc sur le choix d’un contour «acceptable» a partir de zones
non-rectangulaires issues d’'une phase de segmentation.

Cette segmentation de la surface peut se faire selon plusieurs criteres:

— reconnaissance de surfaces planes

— extraction de formes géométriques connues (cones,spheres,cylindres)

— étude fine de la courbure
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Fia. 2.2 - Détermination des quatre bords du carreau

Les résultats produits sont cependant sensibles au bruit.

[HJ87] proposent donc une méthode basée sur une simple décomposition en sur-
faces concaves, convexes et planes, en utilisant les points de la surface et la normale.

Une phase de segmentation par extension de région a partir d’un noyau est suivie
par une classification en fonction des variations de courbure, et enfin une fusion des
zones adjacentes ayant les mémes propriétés.

[BJ8S], quant a eux, décomposent la surface en régions élémentaires déterminées
par segmentation/fusion des points en fonction du signe de la courbure gaussienne
K et de la courbure moyenne H. Ils définissent ainsi huit types de surfaces [Tab 2.1].

[ | K>0 | K=0 | K <0 |
H <0 pic cylindre convexe col convexe
H = indéterminé plat surface minimale
H>0 vallée cylindre concave col concave

TAB. 2.1 - Types de surfaces

Ainsi le mode de segmentation des nuages de points fournit des zones aux
contours complexes [Fig 2.3].

Il s’agit alors de trouver un carreau rectangulaire sur les frontieres quelconques
déterminées par un suivi de contour [MM94].

2.2 Meéthodes existantes

Dans ce paragraphe, nous faisons une présentation des principales méthodes
existantes, que 'on peut appliquer a notre probleme, qui est 1’extraction de quatre
courbes a partir d’une liste de points ordonnés formant un contour.



Fia. 2.3 - Fzemple de contours issus de la segmentation

La plupart du temps, cela revient a extraire des points qui caractérisent au
mieux le contour, ou a trouver une ou plusieurs directions privilégiées. A partir
de ces informations, nous déterminons les quatres points qui se situent aux coins
du carreau, puis nous effectuons un lissage de chaque section de contour par une
courbe Bézier ou B-spline, pour obtenir les bords du carreau, avec une forme quasi
rectangulaire.

Nous pouvons travailler sur la projection 2D, puisqu’il s’agit d’images de pro-
fondeur.

2.2.1 Approximation polygonale

Le but de la méthode est de sélectionner un nombre fixé de points qui caracté-
risent au mieux la forme donnée [Fig 2.4].

Nous recherchons donc un ensemble de sommets significatifs (ou privilégiés)
Vi, 7 = 1,2,---,k parmi les points F;, + = 1,2,---.n du contour original, ou k
est le nombre de sommets du polygone extrait, ceci pour une distance d’approxima-
tion D, fixée arbitrairement au départ et ajustée tout au long de I’algorithme.

Il existe deux types d’approximation :

— optimiser le nombre de c6tés pour une erreur donnée;

— minimiser I’erreur pour un nombre de cotés fixé.

N

Nous nous intéressons a la seconde approche, qui se déduit de la premiere en
faisant varier le seuil jusqu’a obtenir les sommets les plus significatifs du contour.
Nous I'utilisons pour trouver un quadrilatere dont les sommets seront ceux du car-
reau. Pour obtenir les quatre courbes frontieres, nous réalisons ensuite un lissage des
morceaux de lignes brisées entre chacun des quatre sommets privilégiés.

Les techniques, assez semblables, que proposent [MM94] et [PV94], sont basées
sur la minimisation de l'erreur d’approximation entre un point P et un segment



Fic. 2.4 - Approximation polygonale d’un contour

[P;, P;], qui est définie comme la distance euclidienne de ce point au plus proche
point du segment [Fig 2.5]. Cette erreur efj se formule ainsi:

d( P, Pr), s1 G;k > /2 (pointPy)
efj =< d(P;, Py), ' s1 0], > /2 (pointPy)
d(P;, Py)sin 0%, sinon (point Ps)

ou 05, est ’angle Pa/PZPb dans le triangle formé par les trois points P,, P, et P..

FiG. 2.5 - FErreur d’approzimation

La premiere phase est la détermination du point de départ, qui constitue le
premier sommet.

Dans une forme réguliere (triangle, rectangle, losange...), les sommets sont les
points qui maximisent la somme des distances au centre de gravité.

Ici, par extension, nous choisissons le point le plus éloigné du point central.



Soit T; = (2, y:), © = 1,2,---,n les points du contour, alors le point central est
. I &
défini par C' = (., y.) tel que C'= = T,
n =

Le point T} tel que d(T,C) > d(Ti_, (') pour tout ¢ # k, ou d désigne la distance
euclidienne entre deux points, est choisit comme premier sommet. On transpose
alors les points pour avoir P, = T:

P'_{ Tippot, Siit+hk—1<n

Ti-|—k—1—n7 stt+k—1—n>n

On applique ensuite la méthode d’extraction de points V;, appelés sommets pri-
vilégiés du contour, sur la liste ordonnée P;.

FiG. 2.6 - FEzxtraction des sommets privilégiés d’un contour

On considere le contour composé des points P; a Pi3 (avec Vi = Pp) [Fig 2.6].
On génere le segment sy 5 et 1'on regarde si erreur €] 4 est supérieure a D;. Dans
I’exemple 6%73 < Dy, on génere donc sy 4 et 'on calcule les erreurs de tous les points
entre P, et Py. Les erreurs 6%74 et 6?74 sont elles aussi inférieures a D, I"algorithme
produit alors le segment s; 5. Quand on atteint le segment sy 17 les erreurs 6?711 et
€} 11 sont supérieures & D,, comme on a €7 ;; > €7y, on choisit Py comme point de
rupture et V3 = FPs. On génere alors les segments de sg 10 jusqu’a sg 13 et I'on cherche
comme précédemment les erreurs supérieures au seuil. Le dernier point du polygone
est le dernier point du contour (ici V3 = Pi3).

On a donc caractérisé les treize points du contour par trois sommets significatifs

Pl,Pget P13.

Pour obtenir un nombre fixé de sommets k, la méthode ne fournit pas de solution
optimale mais une solution satisfaisante dans la plupart des cas. Nous choisissons
k =5 pour obtenir un quadrilatere (le premier et le dernier point étant identiques).

[’algorithme consiste a choisir une valeur D; et a extraire les sommets significatifs
Vi, 7 =1,2,...,n a partir des points du contour F;, 1 =1,2,....n .



A Titération t:
1. Sil’on trouve un nombre m de points égal a k, on s’arréte.

2. S1 k < m, on augmente le seuil D, 41 = Dsy + Ry et on relance I'extraction
sur la nouvelle liste de sommets significatifs V;, 7 =1,2,...,m.

. . . . t .
3. Si k > m, on diminue la correction R;41 = — et le nouveau seuil Dy;qy =

D,y — Riyq. On relance alors l'extraction sur l'ancienne liste de sommets si-
gnificatifs .

Une des difficultés est le choix de la distance seuil de départ. Si Ry est trop
petit, un grand nombre d’itération sera nécessaire, et s’il est trop grand, la premiere
itération prendra beaucoup de temps. On a constaté qu’une bonne valeur pour Ry

est oU dpmar = d(C, Py), n est le nombre de points du contour initial et 3 un

parargggtcre entre 0 et 1.

Il faut aussi prévoir un test d’arrét dans le cas d’oscillations autour de la solution,
lorsque 'on atteint un indice de correction R trop petit.

Ainsi,cette méthode, méme si elle ne propose pas de solution optimale, permet
une bonne approximation d’'un contour par un polygone, dont les sommets nous
servirons a construire les quatre courbes frontieres du carreau.

2.2.2 Approximation par des boites
Boites englobantes

Le but de cette méthode est d’englober le contour constitué des points P, 1 =
1,2, ...,n, dans une boite. Pour cela, on cherche le rectangle englobant d’aire mini-
male ou de périmetre minimal.

[MS88] recense un ensemble d’algorithmes pour mettre des objets dans une boite,
en choisissant de faire tourner 'objet plutot que la boite [Fig 2.7 |.

Meéthode des boites englobantes

Pour les polygones, la méthode est divisée en deux parties:

1. une partie de calcul, qui détermine si le polygone tient a 'intérieur de la boite
dans une configuration donnée

2. une partie de controle, qui décide des changements de configuration.
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On travaille sur 'enveloppe convexe du polygone, ce qui simplifie I"algorithme
et est justifié par le fait que si un polygone est contenu dans une boite, alors son
enveloppe convexe aussi, a cause de la convexité de la boite. Cette méthode nécessite
peu de données, uniquement les coordonnées du point le plus haut (x4, y:), le plus
bas (xp, ys), le plus a droite (z,,y,), ainsi que le plus a gauche (x;, y;), appelés points
actifs du polygone [Fig 2.8 ].

On fait tourner 'objet d’un angle # arbitraire, suffisamment petit pour que les
mémes points restent en haut, bas, droite et gauche. Ces points vont devenir 2’ =
xcost —ysinh et y' = xsinf + ycosb.

On calcule ensuite les dimensions de 1’objet :

— sa largeur w = (2, — ;) cos§ — (y, — y;)sinf = acosf + bsin b
— sa hauteur h = (x; — x3)sin 0 + (y; — yp) cos @ = dsin 6 4 e cos b
En éliminant #, on obtient :

(ad + be)w + (ae — bd)(a® + b* + w2)1/2
a? 4 b2
On remplace ensuite w par wy,, dans ’équation précédente et si h est plus petit
ou égal a hy,,, alors le polygone est contenu dans la boite. L’algorithme est tres

h =

simple et la solution peut étre trouvée directement.

Il faut maintenant décider de la configuration a choisir, c’est a dire quelle orien-
tation donner au polygone pour qu’il rentre dans la boite.

On choisit l'orientation initiale du polygone, et on définit la region solution
comme tous les angles entre 0 et le plus petit angle requis pour que I'un des points
actifs soit remplacé par un nouveau point si le polygone subit une rotation dans
le sens trigonométrique. Il s’agit du minimum des quatre angles représentés sur la
figure 2.8.

On cherche ensuite si le polygone est contenu dans la boite. Si c’est le cas, on
regarde si la solution obtenue appartient a la region solution :

— si oul, alors le probleme a été résolu

— si non, on fait subir une rotation au polygone de I"angle minimum trouvé
précédemment

Ce processus est repété jusqu’a ce qu’une solution soit trouvée, ou que le polygone
ait subit une rotation de plus de 180°, car aucune solution ne sera plus trouvée (a
cause de la symétrie).

Cet algorithme permet d’obtenir une solution en fonction du nombre n de points
du contour initial. La rotation de 1’objet implique que chaque aréte du polygone
devienne une fois horizontale et une fois verticale. De plus, lorsque 1’on cherche la
nouvelle liste de points actifs, il suffit de considérer les successeurs immédiats des
points actifs actuels.

Trouver la boite d’aire minimum ne nécessite pas d’autre procédé, [FS75], puis-
qu'une aréte du polygone est assurée d’étre le long de sa boite minimale. On fait
tourner le polygone et on calcule a chaque fois la boite et son aire. On note |'aire
minimale et la configuration correspondante.
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Xt,Yt

Xr,Yr

Xb,Yb

Fia. 2.8 - Méthode pour trouver les points actifs

La boite de périmetre minimum peut étre trouvé en remarquant que le périmetre
est P = 2(w(8)+h(0)). On obtient un extremum quand dP/df = 0, 1ié a la condition

tan 0 =

d+a

(est un minimum lorsque d? P/d6#? > 0, et donc
(e+b)sinf + (a+ d)cosf <0

qui se simplifie en 1/ cos 6 < 0.

On recherche une solution pour # > 0 et certainement pour § < 90°, car alors
les points actifs auront changé. Ceci contredit 1/cosf < 0. Cela veut dire que la
solution est donc atteinte pour I'un des angles ou les points actifs sont modifiés. Il
suffit alors de calculer les boites et les périmetres dans ces configurations et de noter
le minimum.

La boite ainsi obtenue forme le contour du carreau, chaque frontiere de degré 1
étant délimitée par un coté de la boite.

Rectangles orientés

L’objectif de cette méthode proposée par [MAN94], est d’approximer le polygone
formant le contour par un rectangle. Ce dernier doit répondre a deux criteres:

— son aire doit étre égale a celle du polygone

— lorientation de ses cotés doit étre proche des directions des cotés du polygone
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Pour cela, on minimise deux fonctions de cott f; et fs.

fi=0Su—a)+O_Sps —a) + (O Su—0)*+ (D Sus —b)?
et
f2= (O Spiap — acg)? + (D Spsarys — aap)?
(X Suant = b5 = 00))? + (3 Susans = bl5; — a0))?

Les notations sont celles représentées sur la figure 2.9.

FiG. 2.9 - Parameétres des fonctions de couts

Spi et Sy, sont les longueurs des arétes du polygone situées au-dessus de la
diagonale et ayant une pente positive, respectivement négative

Sps €t 5,5, sont les longueurs des arétes du polygone situées en-dessous de la

diagonale et ayant une pente positive, respectivement négative

— les oy, i, s, vy désignent les angles que forment les arétes correspondantes
avec la diagonale

— «ag est 'angle entre 'aréte de longueur a du rectangle, avec la diagonale du
polygone

— la diagonale est, quant a elle, choisie comme la ligne intérieure joignant les
deux sommets les plus éloignés du polygone

a est une dimension du rectangle et b = A/a, Aétant ’aire du polygone

La fonction de cout f; est suffisante pour définir la taille du rectangle, mais f;
est nécessaire pour fixer I'orientation de ce dernier.

Cette méthode propose une bonne approximation des polygones par des rec-
tangles en minimisant deux fonctions de cotts.
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Elle peut aussi étre appliquée au cas des triangles, qui sont préalablement trans-
formés en quadrilateres par I'ajout d’un sommet arbitraire sur 'un des cotés.

Cependant, son application a notre probleme peut s’avérer cotiteuse, car le calcul
de l'aire ou la détermination de la diagonale pour un polygone ayant un grand
nombre de sommets, peut étre d’un cout élevé.

De plus, les résultats présentés sont effectués sur des polygones simples (3 a 7
cOtés), et le probleme des polygones non-convexes n’a pas été abordé.

2.2.3 Approximation basée sur la courbure

Les points pour lesquels la courbe admet une forte courbure sont des points
priviligiés pour caractériser la forme du contour [Fig 2.10].

Fic. 2.10 - FExtrema locauzx de la courbure

[AD91] propose un algorithme d’approximation polygonale basé sur 1’étude des
points (x(t),y(t)) pour lesquels il y a un extremum de courbure. Une technique de
«split-and-merge» est utilisée pour modifier la liste des sommets significatifs.

Pour éviter les problemes introduits par de petites oscillations locales, on lisse le
contour par un filtre Gaussien :

1 1?
= (=]
V2w crp 2w?

ou w est la longueur du filtre. Les points de la courbe lissée sont tels que:

h(t,w)

X(t,w) =x(t) * h(t,w)
Y(t,w)=y(t) * h(t,w)

ou * désigne 'opérateur de convolution.
La courbure est définie par:

K — XY -VX
X(?w)_ (X2+Y2)3/2
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ou X et X désignent les dérivées premiere et seconde de X.
L’algorithme a appliquer a un contour fermé peut se résumer ainsi :

1. lisser le contour avec le filtre Gaussien présenté précédemment

2. déterminer la liste de points ayant un maximum positif et un minimum négatif
de courbure

3. appliquer I’algorithme de «split-and-merge» avec comme points initiaux les
points trouvés a 1’étape 2

Le parametre w du filtre doit étre fixé. Une valeur élevée enlevera toutes les
oscillations, alors qu’une faible valeur n’en enlevera pas suffisamment.

Un algorithme de «split-and-merge» est proposé par [TYL94], il permet de déter-
miner les sommets significatifs du contour de 'objet a partir d’une liste initiale de
points présélectionnés. Soit P, = { By, B, ..., Bn(m)} la liste des points a I'itération
m.

ieme

Si; est le g point du segment délimité par B;, et B4y et D;; est la distance

“reme

de ce point au segment. T;; est le j point du segment délimité par B;, et B;,, et
E;; est la distance de ce point au segment.

1. soit Py = By, By, ..., B,, la liste des points du contour initial
2. pour i=1 a N(m) + 1, phase de découpage, on teste tous les segments [By, Bs]

— déterminer S;; tel que D;; = max{D;1, Diz, ..., Dix}

— si Dj;; > seuil de découpage, Ppi1 = Ppgr U {5}, Si; est un sommet
significatif

3. pour i=1 a N(m), phase de fusion, on teste tous les segments [B;, B;12]

— déterminer T;; tel que E;; = max{Fi, Ei, ..., Eix}

— si B;; < seuil de découpage, Pri1 = Py \{Ti;} , on retire T;; de la liste
des sommets significatifs

4. si P, # P,_; alors P, 11 = P,,, on relance le «split-and-merge»

5. sinon, P, contient la liste des sommets significatifs

Cette méthode donne une solution optimale pour les parametres fixés w et les
seuils du «split-and-merge». Mais, elle ne permet pas de fixer le nombre de sommets
a extraire, il serait possible de le faire en corrigeant les deux valeurs de seuil (split
et merge), mais il est difficile de combiner leurs effets.

Nous pouvons appliquer cette méthode a notre probleme, qui est légerement
différent puisque ’on a un liste de points et non plus une courbe. On peut approximer
le contour par une B-Spline puis faire I’étude de la courbure et appliquer I’algorithme
de «split-and-merge».
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2.2.4 Utilisation du squelette

Le but de cette méthode est de déterminer le diagramme de Voronoi d’un en-
semble de points formant une courbe fermée. Le diagramme de Voronoi, appelé aussi
axe médian ou squelette, d’une liste de points ¢; est la liste de points P, tels que
chaque élément soit équidistant de deux ou plusieurs points du contour, et que le
cercle centré en P soit inscit dans la forme, sans contenir d’autres points du contour

[Fig 2.11].

Fia. 2.11 - FEzemple de squelette d’une forme

Les points P; satisfont les conditions suivantes [CHO95]

1. P est équidistant de au-moins deux points de la courbe
2. P est a l'intersection des lignes ayant pour direction la normale en ces points
3. P est a l'intérieur du contour

4. le cercle de centre P n’intersecte pas le contour

Les deux premieres conditions définissent P comme le centre d’un cercle, les deux
suivantes s’assurent que P appartient réellement au squelette [Fig 2.12 et 2.13].

Les diagrammes de Voronoi possedent des propriétés intéressantes, qui peuvent
étre utilisées dans 1’étude de la forme d’un contour, et pour déterminer les points
extrimités d’un carreau.

Le squelette est constitué de plusieurs segments. Chaque segment est limité par
deux types de points:

— un point d’embranchement, quand le cercle associé est tangent a plus de trois
points du contour (E et F)
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Fic. 2.12 - FEzemple de non respect de la condition 3

Fic. 2.13 - FEzemple de non respect de la condition 4



— un point terminal, ou point extréme, on considere que le cercle n’est tangent
qu’en un point, qui est la limite quand deux points de tangence se rejoignent

(A,B,C et D)

Les autres points du segment sont ceux pour lesquels le cercle touche le contour
en exactement deux points (P).

A chaque point des segments, il correspond donc deux sections du contour, une
de chaque c6té. De plus, chaque point terminal du diagramme correspond a un point
ou le contour admet un extremum local de la courbure.

Une autre propriété intéressante est la possibilité de mettre le diagramme sous
forme d’arbre, les nceuds étant les points d’embranchement, les feuilles étant les
points terminaux. [Fig 2.14]

E

C D
Fic. 2.14 - Structure d’arbre de la figure 2.11

Ceci permet de simplifier I’étude du squelette afin de déterminer les points dé-
limitant le carreau, en structurant les données: extremum local de le courbure,
correspondance entre les segments et les différentes sections du contour.

2.3 Résultats

Nous avons implémenté une méthode de polygonalisation du contour en deux
étapes:

1. extraction de sommets significatifs

2. élimination des points les moins significatifs par fusion des arétes

Dans la premiere phase, nous utilisons la méthode présentée au paragraphe 2.2.1,
pour extraire k sommets significatifs. Nous choisissons k = 9, ce qui correspond a
un octogone.

Dans la seconde étape, nous rejetons les sommets qui caractérisent le moins la
forme, pour obtenir [ sommets significatifs, avec [ = 5, ce qui donne un quadrilatere
(le premier et le dernier point sont identiques pour avoir un contour fermé).

A chaque itération, nous éliminons le sommet le moins significatif, c’est a dire
celui dont la distance avec le segment entre le sommet précédent et le sommet
suivant, est minimale. Sur la figure 2.15, e}, (définie au paragraphe 2.2.1) est la plus
faible, donc V5 est retiré de la liste.
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V2

V4

Fic. 2.15 - Elimination d’un sommet

L’algorithme proposé est le suivant:

— Soit Vj la liste des k sommets privilégiés du contour,n =k =9et [ =5
— Répéter (k —[) fois

— déterminer le point {V;} tel que e;—l,j-l—l = min{e,_y 4}
— faire V,,_; = V,\{V;}

-n=n-—1
— V5 contient les cing sommets privilégiés.

Nous avons donc segmenté le contour en quatre sections, chacune étant ensuite
approximée par une courbe B-spline, qui formera une des frontieres du carreau. Cela
permet d’ obtenir une frontiere plus proche du contour initial.

Nous présentons les résultats issus de la phase d’extraction des sommets les plus
significatifs.

Nous remarquons que la forme du contour initial est conservée dans son ensemble
(Figure 2.16), la méthode ne tenant pas compte des petites oscillations (Fig 2.17),
comme cela se passe avec une approximation basée sur la courbure.

Cependant, cette méthode présente plusieurs limites. D’une part, elle n’offre pas
une segmentation du contour qui permette de minimiser le degré de la courbe B-
spline. D’autre part, si elle offre des résultats satisfaisants pour des contours convexes
ou quasi convexes, les contours fortement non convexes posent des problemes. Ainsi,
la détection des sommets significatifs sur le contour de la figure 2.18, ne permet pas
de réaliser un paramétrage correct.

Les méthodes présentées n’étudient pas le cas de la non convexité, car elles ont
été développées dans le cadre de la reconnaissance de formes (principalement sur
l'occlusion d’objets). A ce stade, il est difficile de définir un critere de convexité,
pour déterminer jusqu'a quel point l'extraction des sommets significatifs est cor-
recte. Il faut attendre la phase de reconstruction pour pouvoir calculer ’erreur de
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FiG. 2.16 - FEzemple 1 de polygonalisation de contour

L \J

Fic. 2.17 - Ezemple 2 de polygonalisation de contour présentant des oscillations
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Fia. 2.18 - Ezemple de polygonalisation de contour non convexe

I’approximation, et alors décider de la subdivision du nuage en deux ou plusieurs
sous-nuages convexes. En dernier recours, un utilisateur expert a la possibilité de
définir lui méme le contour.
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Chapitre 3

Paramétrage d’un nuage de points

3.1 Problématique du paramétrage

La phase précédente nous a permis d’obtenir des carreaux de surface parfaite-
ments définis par quatre contours [Fig 3.1].

Fic. 3.1 - Matrice de points initiauz et courbes frontieres

Pour pouvoir approximer ces carreaux, il faut donner des valeurs de parametre
(u;,v;) a chaque point P;; pour t =0,1,...,met j =0,1,...,n, avant de les lisser par
une surface de type B-spline.

Il existe plusieurs méthodes de paramétrage d’un nuage de points en vue d’une

approximation paramétrique.
Nous allons présenter les principales méthodes utilisées pour le paramétrage des
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courbes :

— répartition uniforme du parametre

— répartition proportionnelle a la distance entre les points
— répartition voisine de I’évolution de 1’abscisse curviligne
— projection

Nous verrons ensuite comment il est possible d’appliquer ces méthodes au cas
des surfaces, nous développerons enfin la méthode utilisée et les résultats obtenus.

3.2 Paramétrage des courbes

Il s’agit ici de paramétrer un ensemble de (p + 1) points P; pour i = 0,1,...,p,
pour les approximer par une courbe paramétrique.

La plus simple approche est de donner une valeur de parametre uniforme, qui
s’écrit :

u; = 3, i €40,1,...,p}
P

et qui produit des valeurs sur u € [0, 1].
On préfere souvent une répartition proportionnelle a la distance entre les points
P;, qui s’exprime par [LEO91]:

Ug = 0
| Pip1 — P ,
U; = + uy, 1 €40,...,p—1
ok Yoo P — Bl 10,p =1}

et qui produit également des valeurs sur [0,1] ( |.| symbolise la distance eucli-
dienne).

[’emploi de I'une ou 'autre de ces techniques dépend de la répartition des points.
Si la parametre |Py 1 — P;| varie peu, on utilise la répartition uniforme, sinon on
préfere une répartition proportionnelle.

En effet, une répartition uniforme, dans le cas ou la longueur de la ligne reliant
les points successifs varie beaucoup, peut engendrer des oscillations parasites [Fig
3.2 1.

Une répartition en fonction de I'abscisse curviligne peut étre obtenue en rempla-
cant la ligne brisée par des arcs de cercle ou de parabole entre deux points consécutifs.
Mais dans beaucoup de cas, les résultats ne different guere de ceux que ’on obtient
par la méthode précédente.

Sil’on veut un paramétrage plus fin, [BEZ87] propose un méthode projective. On
trace la courbe ayant pour polygone caractéristique la ligne brisée, puis on projette
sur elle les sommets, et la valeur paramétrique attribuée aux points de passage est
celle de leur projection [Fig 3.3].
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Répartition uniforme

Répartition proportionnelle

Fic. 3.2 - Fzemple de paramétrage

Fic. 3.3 - Méthode projective de paramétrage
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3.3 Paramétrage des surfaces

Le paramétrage des courbes ne peut pas toujours se généraliser a celui des sur-
faces.

Il faut ici affecter deux parametres (u;,v;) a chaque point p;; du réseau, selon
deux directions de référence [Fig 3.4].

1,1
1,0

Ui,Vj

0,0 S| > 0l
FiG. 3.4 - Directions de référence

A partir d’'un carreau rectangulaire (obtenu lors de la phase de détermination
de contour), il est assez facile de fixer une valeur de paramétrage lorsque les points
sont régulierement répartis et que le nuage possede un nombre constant de points
sur chaque ligne et chaque colonne.

Dans notre cas, la répartition des points n’est pas réguliere puisque les carreaux
ne sont pas forcément orientés dans la direction de la matrice de points initiaux. Et,
les points du carreau ne sont pas répartis de la méme facon en u et en v.

Nous pouvons fixer pour chaque courbe isoparamétrique (en u par exemple) une
paramétrisation, puis effectuer une moyenne pour toutes ces courbes. Mais cela ne
sera acceptable que si toutes les isoparamétriques possedent les mémes caractéris-
tiques, et donc le méme paramétrage, ce qui est rarement le cas.

Il existe peu de véritables méthodes de paramétrage de surface, les autres tech-
niques, de simples extensions des courbes aux surfaces, ne produisant pas des résul-
tats satisfaisants.

[HOSS88] propose d’optimiser les valeurs de parametres, pour obtenir une approxi-
mation optimale, par une approche itérative (Newton). Il modifie les parametres

(u;, vg) aux points py, pour i =1,.... N et k=1,..., M en minimisant la somme:
D= Z Z(Dik)2 = Z Z(sz — Y(ui,vk))2
1=1 k=1 =1 k=1

avecn < N —1, m < M — 1, Y(u,v) étant "approximation de la surface.
Le but étant de faire converger le vecteur d’erreur D;; vers la normale, on ap-
plique la correction suivante aux parametres [Fig 3.5]:
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FiG. 3.5 - Projection de Uerreur sur le plan tangent

~ Ag; Ady,

U = u; + —, Ok = Up + ——
124

ou v est la longueur de la courbe pour u; = cste, et p celle pour vy = cste.

[KOS91] propose une méthode de paramétrisation basée sur la courbure, qui
consiste a résoudre a chaque itération, un systeme a 2(N + 1)(M + 1), ou N « M
est la taille de la matrice des points initiaux. Cette technique implique que le nuage
soit régulier, ce qui n’est pas notre cas.

3.4 Meéthode développée

Les approches précédentes ne sont pas satisfaisantes car elles n’expliquent pas
comment obtenir la premiere approximation.

Nous avons donc développé une méthode projective pour fixer le paramétrage
d’un réseau de points. A partir des quatres courbes frontieres, nous construisons un
carreau de Coons, sur lequel nous utilisons une méthode de Newton pour projeter
les points.

Le carreau de Coons est tres bien adapté a la projection en vue d’un paramétrage,
car il possede plusieurs propriétés:

— 1l permet de conserver les contours du carreau

— en projection 2D, les isoparamétriques du carreau de Coons correspondent a
celles que nous souhaitons en 3D sur la surface biparamétrée (cf paragraphe

3.5)

Nous définissons ainsi le paramétrage du point sur le carreau de Coons, qui
servira a ’approximation par une surface paramétrée.
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3.4.1 Carreau de Coons

Les carreaux de Coons [COO74] sont des surfaces biparamétriques qui interpolent
quatre courbes frontieres, P(u,0), P(1,v), P(u,1) et P(0,v) telles que le montre la
figure 3.6.

P(1,1)
P(1,0) P(u.)
P(1,v)
P(u,0)
P(0,0) P(1,0)

Fic. 3.6 - Courbes frontiéres a interpoler

On utilise aussi deux fonctions de mélange Fjy et F} telles que:

— Fo(t) =1 = Fi(t), pour générer des combinaisons de points barycentriques
— Fo(0) = Fi(1) =1 et Fy(1) = F1(0) = 0, pour interpoler réellement

Nous choisissons:

~ Fo(t) =2t =3t + 1

~ Fi(t) = =26+ 342

Un carreaux de Coons est défini par:

P(u,v) = P(u,0)Fo(v)+ P(u,1)Fi(v)
+P(0,v)Fo(u) + P(1,0)Fy(u)
—P(0,0)Fo(u)Fo(v) + P(0,1)Fo(u)Fi(v)
—P(1,0)Fy(u)Fo(v) + P(1,1)Fy(u) Fi(v)

La tangente en un point d’une courbe isoparamétrique, par exemple P(u,v), est
exprimée par la dérivée, prise par rapport a v.

apgjj,v) _ P(%O)aFaoiv) N P(u,l)a];liv)
‘|‘6Pg;7v)Fo(U) N apéi,v)Fl(u)
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3.4.2 Méthode de Newton

Nous utilisons la méthode de Newton pour projeter un point F;; du réseau sur la
surface de coons. Le projeté est noté P(u,v), u et v étant les valeurs des parametres
affectés au point.

Nous projetons P;; sur chacune des tangentes en P(u,v) des courbes isoparamé-
triques en u et v, de directions ¢, et ¢, [Fig 3.7].

Fic. 3.7 - Méthode de Newton

Les projetés s’expriment ainsi :

H,(u,v) = P(u,v) + (P — P(u,v)).t,)t,
H,(u,v) = P(u,v)+ ((P; — P(u,v)).t,)t,

Nous appliquons ensuite une correction a u et v pour faire tendre H, et H, vers
P(u,v). Nous obtenons ainsi un nouveau paramétrage :

(Hu(u,v) — P(u,v)).e1

u=u-+ AP (u,v
au -1
v (Hy(u,v) — P(u,v)).e;
v=v 9P (u,v)
o .€1
1 0
oule = | 0] ou| 1 |.Nous choisissons e; en fonction des coordonnées non
0 0

nulles de la dérivée, dans les cas de tangence horizontale ou verticale (la dérivée
partielle ne peut avoir ses deux coordonnées nulles que dans le cas d’un carreau
dégénéré a un seul point).
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P(u,v) est le projeté de p;; lorsque (& —u) <cet (0 —v)<e

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 3.8 et 3.9.

Contour du carreau

Fig. 3.8 -
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Carreau de Coons

Fig. 3.9 -

3.4.3 Limites de la méthode proposée
La méthode que nous proposons, offre des résultats satisfaisants dans la plupart

des cas.
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Cependant, elle peut s’avérer limitée lorsque le contour du carreau est fortement
concave dans un coin [Fig 3.10 et 3.11]. La méthode de projection sur un carreau
de Coons est mise en défaut, et il faut se tourner vers d’autres techniques plus

puissantes [MAL95].

Fic. 3.10 - Contour concave dans un coin

Fic. 3.11 - Carreau de Coons formant un pli

Dans la pratique, ce cas n’apparait pas si les contours sont correctement déter-
minés.

D’autre part, le choix des parametres de départ est important, car il peut aug-
menter le nombre d’itérations de la méthode de Newton, si les valeurs initiales sont
trop éloignées des valeurs finales.
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De plus, deux paramétrages initiaux différents peuvent produire des surfaces
légerement différentes. Une solution est de prendre un critere d’arrét tres fin, mais
cela se fait au détriment du temps de calcul.

Un probleme de divergence peut survenir lorsque la surface possede des courbures
tres prononcées, ce qui est du a la divergence de la méthode de Newton. Cependant,
dans notre cas, la divergence est peu probable car les carreaux sont fabriqués de
telle facon que la courbure reste faible. Ainsi, la surface de Coons est peu courbée,
et le point projeté est tres proche de sa projection.

Nous avons observé qu’une valeur initiale de parametre peut étre fixée en pro-
jetant les points sur un plan approximant les quatre courbes frontieres. Ce paramé-
trage initial permet d’améliorer I’algorithme par rapport a un paramétrage arbitraire
(u=0.5 et v = 0.5 par exemple).

3.5 Résultats et comparaisons

Nous présentons ici deux exemples d’approximation par une surface B-spline,
d’un nuage de points non organisé. Nous travaillons sur les images de profondeur
Mickey (Fig 3.12) et moule (Fig 3.13).

La premiere étape est la définition du contour (Fig 3.14 et 3.16) pour créer le
carreau de Coons (Fig 3.15 et 3.17 ).

Ensuite, nous projetons chaque point du sous-nuage (Fig 3.18 et 3.19 ) , sur le
carreau de Coons et nous lui affectons une valeur de parametre.

A partir de la, nous pouvons approximer le nuage par une surface biparamétrique,
ici une B-spline (Fig 3.20 et 3.21).

La méthode de paramétrage proposée fournit de bons résultats. A chaque itéra-
tion de la méthode de Newton, nous calculons:

— un point sur la surface

— deux dérivées en ce point

Nous avons developpé une autre méthode, pour remplacer la méthode de Newton.
Elle consiste, a chaque itération, a diviser le carreau en quatre parties et a calculer
la plus petite distance entre le point du nuage et les centres de chaque sous-carreau,
et a recommencer jusqu’a obtenir la précision voulue (Fig 3.22).

Ainsi, a chaque itération, nous calculons:

— quatre points sur la surface

— quatre distances avec le point du nuage

Cette méthode converge plus lentement mais plus sirement pour fournir des
résultats pratiquement équivalents.
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Fic. 3.12 - Image de Mickey

Fic. 3.13 - Image du moule
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Fic. 3.14 - Contour du nez du Mickey

Fic. 3.15 - Carreau de Coons du Mickey
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Contour du trou du moule

Fia. 3.16 -

Carreau de Coons du moule

Fig. 3.17 -
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Fic. 3.18 - Nuage de points du Mickey

Fic. 3.19 - Nuage de points du moule
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Fia. 3.22 - Meéthode de subdivision en quatre sous-carreauz
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Chapitre 4

Conclusion

L’étude de DEA a porté sur 'automatisation de la reconstruction de surfaces 3D
a partir d’un nuage de points.
Elle se situe au niveau des étapes 3 et 4 de la stratégie de modélisation développée

dans le cadre du projet ESPRIT (Fig 1.1):

— subdivision semi-automatique

— approximation de chaque carreau

La méthode que nous proposons, évite a 'utilisateur d’intervenir au cours du
processus de reconstruction, en enchainant la définition des contours du carreau
(apres une phase de reconnaissance des caractéristiques de la surface) et leur ap-
proximation.

Cependant, ce processus n’est pas encore totalement automatique, car nous avons
pris en compte un seul carreau a la fois.

Il serait maintenant intéressant de généraliser a plusieurs carreaux (Fig 4.1).

Fic. 4.1 - Contours adjacents

Il se pose alors le probleme de la subdivision du nuage en une grille de carreaux
contigus. De nombreuses contraintes viennent s’ajouter au probleme de base, qui est
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la reconstruction d’une surface définie sur un contour fermé. Ces contraintes sont
notamment la création de carreaux adjacents et comment ces derniers interagissent
entre eux.

De plus, pour répondre aux contraintes d’approximation et de raccordement
par des surfaces biparamétriques, les carreaux doivent toujours étre a topologie
rectangulaire et doivent partager chacune de leurs frontieres avec un seul autre
carreau.

Ainsi, les perspectives de notre étude sont la subdivision d’un nuage de points,
en tenant compte de contraintes sur les contours des carreaux adjacents, c’est a dire
comment déterminer directement des carreaux rectangulaires en fonction des carac-
téristiques de la surface. Ceci permettrait de fournir une subdivision rectangulaire
automatique de la surface, acceptable directement par les logiciels de CAO.
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Annexe A

Courbes Paramétrées

Nous rappelons rapidement dans cette annexe, comment sont définis les courbes
et surfaces dans le formalisme Bézier et B-Spline.

A.1 Modele Bézier

Une courbe de Bézier est une forme polynomiale paramétrique définie par 1’équa-
tion :

Plu) = ZSiBi,m(u)a u € [0,1].

— la courbe est de degré m;

— les s; sont les points de controle de la courbe ou encore appelé polygone ca-
ractéristique ;

— les fonctions B;,,(u) sont les polynomes de Bernstein définis par:

Bim(u) = ( " ) w1 —u)™ i€{0,1,....,m}.

4

ou les ( 77 ) sont les coefficients du binome de Newton :

Les courbes de Bézier possedent des caractéristiques qui les rendent facile a
utiliser avec une grande intéractivité:

le degré de la courbe dépend du nombre de points de contréle
— la courbe passe par le premier et le dernier point
— les tangentes sont fixées pour les extrémités

— le polygone de controle donne 1’allure générale de la courbe
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— la courbe est entierement incluse dans ’enveloppe convexe du polygone

On peut définir de méme une surface de Bézier qui est représentée par:
Plu,v) =323 siBim(u)Bja(v), u,v € [0,1].
=0 5=0

ou les s;; forment le réseau de points de controle de la surface.
Les surfaces de Bézier possedent les mémes proprités que les courbes.

A.2 Modele B-Spline

Une courbe B-Spline est une courbe paramétrique définie par morceaux et d’équa-
tion :

P(u) = ZSiNi,k(U), u € [0,1].

— la courbe est dite d’ordre k (ou de degré k-1);

— les s; sont les points de contréle de la courbe appelé aussi un polygone carac-
téristique ;

— les fonctions de base N;(u) sont des fonctions polynomiales par morceaux
telles que:

1 s2d € [ti,tH_l]
0 sinon

Nia(u) = {

U — Uy
Nig(u) = ————— N (u) +

Uijp]—1 — Uy Ui — Uj41

Ui — U

Ni+1,l—1(u)

— Les fonctions de base sont définies sur un vecteur nodal, qui est une suite de
réels croissants. On choisit la suite (¢;); des noeuds:

Ul = .. = U < Uk+1 < U2 < < Uk4n = Uk+n+1l = «oov = U2k4n+1

oun =M —2k —1, ceci pour que les extrémités de la courbe coincident avec
le premier et le dernier point de controle ( de fagon analogue aux Béziers ).

Ainsi, avec cette définition, la courbe B-spline peut se décomposer en n courbes
de Bézier.

L’ordre k des fonctions de base ne dépend pas du nombre de sommets M-1 du
polynéme caractéristique comme c’est le cas pour les courbes de Bézier .

On peut définir de méme une surface B-Spline qui est représentée par:
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P(u,v) = ZZSZ']‘NZ'7]§(U)N]‘71(U), u,v (- [0,1]

1=0 7=0

ou les s;; forment le réseau de points de controle de la surface.

Les courbes et les surfaces B-spline possedent les mémes propriétés que les Béziers,
avec en plus la possibilité de controler localement la forme.
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Annexe B

Méthode de lissage

La reconstruction d’une courbe ou d’une surface est souvent dépendante d’un
ensemble de contraintes géométriques qui peuvent étre :

— passer exactement par un point
— passer au voisinage d’un point

— respecter une direction donnée (par exemple fixer la tangente en un ou plu-
sieurs points)

— s’approcher d’une direction donnée

Dans cette annexe, nous rappelons une méthode de construction de courbe (ou
de surface) B-Spline par une approximation au sens des moindres carrés.

B.1 Approximation d’un ensemble de points par
une courbe

[’objectif de cette opération est d’approcher un ensemble de (p+1) points P;, i €
{0,1, ..., p} par une courbe B-Spline. Pour cela, on cherche les points de controle et
éventuellement la séquence nodale de la courbe B-Spline en utilisant comme critere
la minimisation du carré des écarts entre les points P; et la courbe P(u):

g+m—1

Pu)= > s Nim(u), u € [0,1].

1=0

Ces écarts sont définis par :

Cette méthode laisse le choix des parametres suivants:

— degré m de la courbe;

— nombre et répartition des nceuds.
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Les parametres sont liés par la relation:
_p—m+ 1
o k+1 7

ou k est un parametre de controle de Ierreur et (q+1) est le nombre de noeuds
de multiplicité 1 de la séquence nodale:

p,qg,m > 0et k> 0.

Uy = m U, Uty Uy mmt y Ug—1, Ugymt 7y Ug -
—_— —_——
(m+1) fois (m+1) fois

Nous choisirons pour la suite £ = p — m qui conduit a ¢ = 1. La séquence nodale
de la courbe P(u) devient identique & celle definissant une courbe de Bézier. Dans
ce cas, on réalise une identification par lissage avec un parametre uniforme.

Apres avoir fixé les valeurs de k, m et p, un parametrage p; est affecté a chaque
point P;:

1 m+k
i = ——— u*i+j7 1€ {07 17 7p}
m + k =

ou les u* sont les noeuds pris successivement.

uo 7--- 7u0 7u1 ---7--- 7uq
* * *
uo 7--- 7up 7up+1 ---7--- 7u2p
La minimisation de la somme des carrés entraine :
P
min G; = min » 5%,
5@'] 5@'] t:0
On en déduit le systeme linéaire suivant :
oG B
aSZ’]‘

0, ie€40,1,--,(¢+m—1)}, 7€ {1,2,3}.
Soit :

Hi_l 5t (Zp: Ntm(uz)Nz’m(M)) = IZ;PUNM(M)-

t=0 =0

Ce qui donne sous forme matricielle:
S0 P

T = (Wmpg) W pa)) W pq)”

Sgtm—1 P,
avec
Nom(to)  Nim(po) -+ 0
N p.q] = NOm:(/«Ll) Nim(p1) - 0
0 0 o Nopm—1m(#p)
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B.2 Approximation d’un nuage de points par des
surfaces

Le processus de lissage peut s’adapter a un réseau de points. Pour un ensemble
de points paramétrés P;;, i € {0,1,---,p}, 7 €40,1,---,¢}, le réseau de points de
controle s’obtient en minimisant la somme des carrés des écarts :

P g P g
minZZe?j = minzz (P(usyv;) — PZ")2
PR 20 5=0

s
k=0 7=0

Les parametres de lissage sont définis par:

p—m+1 b g—n+1
= — e -
E+1 E+1
Ce qui conduit a la forme matricielle :
i S00 i [ Foo ]|
S10 PIO
Sotm—to | = ([N'mn,pg, ab]’ [N'mn, pg, ab]) " [N'mn, pq,ab]" | Py
So01 POI
L Sa+m—1b+n—1 | L qu _
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