Logique

Logiquc des propositions
Algebre de Boole

Methodes de simplification des fonctions booléennes

Objectifs

® Traiter formellement les notions de vérité et de fausseté

¢ Formaliser ce qu’on appelle le « raisonnement logique » ou

la « déduction logique »
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Exemple

* Tous les mardis je vais au cinéma
. . . . 4
* Ce soir je vais au cinéma

* Quel jour sommes-nous ?
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Une énigme policiére

* Un meurtre a ¢té commis au laboratoire, le corps se trouve dans
la salle de conférences. ..
® On dispose des informations suivantes :

® La secretaire declare qu’elle a vu l’ingénieur dans le couloir qui donne sur
la salle de conférences

® Le coup de feu a été tiré dans la salle de conférences, on I’a donc entendu
de toutes les pieces voisines

° L’ingénieur affirme n’avoir rien entendu

* On souhaite démontrer que si la secrétaire dit vrai, alors

1; . 7.
Ingenleur ment
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Logique des propositions : syntaxe

® On définit :
® Les propositions : a, b, c, ...
® [es constantes : Vrai et Faux

® [es connecteurs :
A (conjonction)
V (disjonction)
1 (négation)

D) (implication)
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Construction d’'une formule

® Une proposition est une formule
* Si X etY sont des formules,
alors =X, XVY, XAY, XY sont des formules

® On utilise les parentheses pour lever des ambigu'l'tés

* Exemples:
®a A (cV—d)

®(aVb)D -c
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Logique des propositions : s€mantique

* Les formules sont interprétées dans {Vrai,Faux}
® On déefinit I'interpretation associ¢e a chaque connecteur
(conjonction, disjonction, implication, négation) grace aux

tables de vérité
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Table de vérité de 'opérateur ET

X Y XAY

Vrai Vrai Vrai

Vrai Faux Faux

Faux Vrai Faux

Faux Faux Faux

Les deux doivent étre vrais pour que le ET soit vrai
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Table de vérité de I'opérateur OU

X Y XVvY
Vrai Vrai Vrai
Vrai Faux Vrai
Faux Vrai Vrai
Faux Faux Faux

Il suffit que I'un des deux soit vrai pour que le OU soit vrai
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Table de vérité de I'opérateur NON

X =X
Vrai Faux
Faux Vrai
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Table de vérité de I'opérateur implique

X Y XDOY
Vrai Vrai Vrai
Vrai Faux Faux

Faux Vrai Vrai
Faux Faux Vrai

X DY signifie que si X est vrai alors Y est vrai

Le faux implique n’importe quoi
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Autre définition de I'implication

® On peut aussi definir I'implication en disant : X DY = =XVvY

® On retrouve la méme table de vérité :

X Y -X -XvY
Vrai Vrai Faux Vrai
Vrai Faux Faux Faux

Faux Vrai Vrai Vrai
Faux Faux Vrai Vrai
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Définition de I’'équivalence

o XY = (XDY)A(YDX)

® X est une condition necessaire et suffisante pour,

et on dit X si et seulement siY

® Y est une condition nécessaire et suffisante pour X,

et on ditY si et seulement si X
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Conditions nécessaires et suffisantes

* Lorsqu’on ecrit XY :

e X est une condition suffisante deY,
et on dit X seulement siY

® Y est une condition nécessaire de X,
et on ditY si X

¢ Derivable O continue

¢ Si une fonction est dérivable alors elle est continue

® Mais une fonction continue n'est pas nécessairement dérivable
® Mardi O cinéma — (Tous les mardis je vais au cinéma)

® Si on est mardi, alors je vais au cinéma

. .. . . 4 b 4 . .
® Mais si J€ vails au cinema, on n est pas nécessairement mardi
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Définition du OU-exclusif
e e OU logique est dit inclusif.
e Le OU exclusif est celui du langage courant : fromage ou dessert.
XY | XOU-exY Le OU-ex est vrai si 'un
V|V F des deux est vrai mais
Vi V pas les deux en méme
temps
FIlV V (c’est le contraire de I'équivalence)
FIF| F
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I'interpretation)

contraire

@

Propriétés des formules

* Une formule est valide si elle est toujours vraie (quelque soit
® Une formule est consistante s’il existe une interpretation

dans 1aquelle elle est vraie. Elle est inconsistante dans le cas

® Probleme : étant donnée une formule,

est-elle valide ? consistante ?

° Exemple : que dire de la formule (aDb) D(=bD—a) ?
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Dressons la table de vérité

Que dire de la formule (aDb) D(-b>-a) ?

(adb)D(=b>-a)
\Y
\Y
Vv
\Y
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Conclusion
Que dire de la formule (aDb) D(-b>-a) ?

* Quelles que soient les valeurs de a et b, cette formule est
toujours vraie. Elle est donc valide.

® On peut montrer ¢galement que (Ta27b) I(ba)

® C’est la contraposce des mathematiques
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Régles de transformation (1)

¢ Toutes les formules qui suivent sont valides. Elles sont utiles
pour simplifier des formules. Elles peuvent se démontrer en
établissant leurs tables de vérité.

Xv7X =V (tiers exclu)
XA7X = F (contradiction)

77X = X (involution)
XvX = XAX = X (idempotence)
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Régles de transformation (2)

e =V=F=F=V

* FAX=FEVAX =X, FvX=X,VvX =V
® Faux est clément neutre pour le OU et absorbant pour le ET

® Vrai est ¢lement neutre pour le ET et absorbant pour le OU

* XAXVY) =X, XV(XAY) = X (absorption)
* XV(TXAY) = (X v7X) A (XVY) = XVY
* XY =-XVY
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Régles de transformation (3)

® [ ois de De Morgan :
o ~(XVY)= =X A =Y
o =(XAY)= =XV =Y

* ((XDY) AX) DY (modus ponens)
* ((X2Y) A=Y) D =X (modus tollens)
* (XDY) = (=Y D =X) (contraposition)
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Regles de transformation (4)

e Commutativité et associativité de V et A
e XvY=YVX, XAY=YAX
* XV(YVZ)=(XVY)VZ=XVYVZ
* XAN(YAZ)=(XAY)ANZ=XAYAZ

® Distributivité de v par rapport aAetdeA par rapport avVv
o XV(YAZ)=(XVY)A(XVZ), XA(YVZ)=(XAY)V(XAZ)

® Transitivité de D

* (XDY)A(YDZ)) D (XDZ)

@ Licence Lyon1 - UE LIF3

N. Guin — F. Zara

/

11



4 I
Régles de transformation (5)
e FOX =V avecFOX ==FvX=VvX
e VOX =X avecVOX ==-VVX=FvX
e XOF = =X avec XOJF =-XVF
e XDV =V avec XV ==XVV
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Exemple d’application des régles de
transformation
° —|<P3q)
o _I(_|qu)
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Retour sur I'énigme policiére

® Un meurtre a ¢té commis au laboratoire, le corps se trouve dans
la salle de conférences...

e On dispose des informations suivantes :

® La secretaire declare qu’elle a vu I’ingénieur dans le couloir qui donne
sur la salle de conférences

® Le coup de feu a eté tiré dans la salle de conférences, on I’a donc
entendu de toutes les pieces voisines

o’ ingénieur affirme n’avoir rien entendu

® On souhaite demontrer que si la secrétaire dit vrai, alors
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Formalisation en calcul des propositions

¢ On dispose des informations suivantes :
® Lasecrétaire déclare qu’elle a vu I'ingénieur dans le couloir qui donne sur la salle de conférences

® Le coup de feu a été tiré dans la salle de conférences, on I’a donc entendu de toutes les pieces
voisines

¢ Lingénieur affirme n’avoir rien entendu

¢ On souhaite démontrer que si la secrétaire dit vrai, alors I'ingénieur ment

® p:lasecrétaire dit vrai
¢ q:lingénieur était dans le couloir au moment du crime

® r:l'ingénieur était dans une piece voisine de la salle de conférences

°
v

: Pingénieur a entendu le coup de feu

® t:Dingénicur dit vrai
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Résolution de I’énigme

La se.cretaute declare qu’elle a vu llngemeu/r dans le p : la secrétaire dit vrai
couloir qui donne sur la salle de conférences :
pDOqg et qOr q : I'ingénieur était dans le couloir au

moment du crime

Le coup de feu a été tiré dans la salle de conférences, 1 : Pingénieur était dans une piece voisine
. . . 4

on I’a donc entendu de toutes les picces voisines : IS de la salle de conférences

s : 'ingénieur a entendu le coup de feu

L'ingenieur affirme n’avoir rien entendu : tO-s

-

: Pingénieur dit vrai

On souhaite démontrer que si la secrétaire dit vrai,

alors I'ingénieur ment : (pD-t)

I s’agit de prouver la validite de la formule :
(qu A qu ATIs A tD=s) D (p:)—'t)

e N. Guin — F. Zara
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Démonstration

(p:)q A qu A1Ds A tD=s) D (pD—'t)

* Rappel : XY est faux si X vrai et Y faux (table de vérite)
* Ainsi la formule ne peut étre fausse que si
® (pO—t) est faux, soit p et t vrais (avec pO—t = =PVt == (PA 1))

® la prémisse est vraie, soit toutes les implications vraies
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Démonstration
(p2q A qOr A1s A tDO=s) D (pO—t)

* Ainsi la formule ne peut étre fausse que si
® p et t vrais : la secretaire et l’ingénieur disent vrai

® toutes les implications vraies :
tD=s: Comme t doit &tre vrai (I'ingénieur dit vrai), s doit étre faux (I’ingénieur
n’a pas entendu le coup de feu),

q2r :doncr faux (I'ingénicur n’¢tait pas dans une picce voisine de la salle de
conférences), donc q faux (I'ingénieur n’¢tait pas dans le couloir au moment du
crime)

p=q : donc p faux (la secrétaire ne dit pas vrai)

¢ il y a contradiction !!!

o

ye
Applications de la logique en informatique

® Enalgorithmique : nier des conditions, specifier des invariants, des
, . .\
pre-conditions et des post-conditions

® En architecture : réalisation de toute fonction de traitement de code
binaire a partir des seules portes logiques binaires OU, ET, NON
(électronique numerique)

® En base de données : interpretation logique des BD, logique pour

I'interrogation des BD, expression des contraintes d’integrite, BD
déductives

* En Intelligence Artificiclle : représentation des connaissances, systemes
experts
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Algebre de Boole
* En informatique, on utilise plutot 1 (tension haute) a la
place de Vrai, et O (tension basse) a la place de Faux
A B -A AAB |AvB
| 1 0 1 |
| 0 0 0 |
0 1 1 0 1
0 0 1 0 0
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Les connecteurs en Algebre de Boole
® On obtient les relations suivantes :
* 7X=1-X qu'on notera X
* XAY=X.Y
* XvY=min(X+Y,1) qu’on notera X+Y
® On remplace XY par 7XVY,
soit X+Y
\e Licence Lyon1 - UE LIF3 N. Guin — F. Zara /
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Ecriture des régles de transformation en
algébre de Boole (1)

. §+Y: 1, X.X=0 (tiers exclu, contradiction)

o X=X ,X+X=X, X.X=X (involution, idempotence)

« 0=1,1=0

* X+0=X, X.0=0, X+1=1, X.1=X (¢léments neutres et
absorbants)

* X.(X+Y)=X, X+X.Y=X (absorption)

o X+X.Y=X+Y

° X+Y:Y.V, X.YZY—I-? (De Morgan)
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Ecriture des régles de transformation en
algébre de Boole (2)
e X+Y=Y+X, X.Y=Y.X (commutativit¢)
o X+(Y+Z2)=(X+Y)+Z=X+Y+Z (associativite)
* X.(Y.2)=(X.Y).Z=X.Y.Z (associativite)
e X.(Y+2)=X.Y+X.Z (distributivite)
o X+Y.Z=(X+Y).(X+2Z) (distributivite)
=XX+XZHYX+YZ=X+YZ + X.(Z+Y)
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Fonctions booléennes

® En algebre de boole, on parle de fonctions booleennes plutot

que de formules.
* Exemple : F = a(b+C)+bca
® On peut aussi définir une fonction booléenne a partir de sa

table de vérité
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Exemple : une fonction « majorité »

al|lb|lc| M

0j]0]|0]|O _ - _
olol1lo0 M = abc+abc+abc+abc
0/1]0]0

o111

110100

1101111

111101

111111
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Pourquoi simplifier une fonction
booléenne ?

¢ Pour dresser plus facilement sa table de vérite afin de :

e Déterminer la validité de la fonction

®la comparer avec une autre fonction

® Pour concevoir un circuit intégré réalisant la fonction avec le

moins de portes logiques possible
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Exemple a I'aide des régles de
I'algebre de Boole

® Reprenons la fonction « majorite »
o M =abc+abetabetabe

= be(ata)ta(betbe)

= beta(betbe)
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Deuxieéme exemple

* F = abc+a(bctbe)
= abe+ abctabe
= ab(c+c)+abc
= ab+abc
= a(b+bc)
=a(b+c)

¢ Peut-on trouver plus simple ?
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Méthodes de simplification des
fonctions booléennes

® Deux méthodes permettent de simplifier plus efficacement
des fonctions compliquées que la seule application des régles
de I’algebre de Boole.

® Les diagrammes de Quine
g

® [es tables de Karnaugh
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Méthode des diagrammes de Quine

® Principe :
® On choisit une des variables qui interviennent le plus souvent
dans la fonction booléenne a simplifier
® On considere le cas ou elle vaut 0 et le cas ou elle vaut 1

¢ On simplifie les deux expressions obtenues

® Onitere le processus sur les deux expressions simplifices
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Exemple - Diagramme de Quine

F = pra+ilora)
pﬂ/\pzo

q+r 1
q=1 q=0 -—
Donc F = pg+ocr+p
1 T
r:1/\r:O
1
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Utilisation des diagrammes de Quine

® Les diagrammes de Quine permettent de mettre une fonction

booléenne sous la forme d’une somme de produits

* IIs permettent aussi de verifier la validite d’une expression
booléenne :

toutes les feuilles sont-elles ¢galesa 1 ?
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Méthode des tables de Karnaugh

® La fonction doit ¢tre en premier lieu exprimée comme
une somme de produits.
® Pour ce faire, on utilise les regles de I’algebre de Boole ou les
diagrammes de Quine.
® On dresse ensuite une table de Karnaugh, qui est une
table de verite a deux dimensions. Sur chaque dimension
on peut representer les valeurs possibles de deux

variables.
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Table de Karnaugh a 3 variables

Entre deux cases
adjacentes, seule la valeur
d’une variable change

c 00 01 11 10

/]

0
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Remplir la table de Karnaugh

® On met 1 dans une case de la table si la fonction est
vraie pour les valeurs des variables correspondant a
cette case

® On procede a des regroupements de | adjacents

® On cherche a effectuer les groupements les plus
grands afin de simplifier au maximum

® Les regroupements sont des rectangles de 2" termes
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Retour sur la fonction « majorité »
1. Remplir la table
a|lbjc|M _ -
ojojojo M = abc+abc+abc+abc
o010
oOo|1]01}|0 CAB 00 \01 1 1/
ol 1] 1|1 ]
1/0lo0]o \ A//»1
1101111
[ /N
11110 1 1 ~1 11
1111111
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Retour sur la fonction « majorité »
2. Simplifier
AB
C 00 01 11 10
0 1
1 1 1 1
|
Donc F= + AB + AC
C’est plus simple que ce qu’on avait trouvé
avec les régles de l'algebre de Boole
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Table de Karnaugh a 4 variables

BA
00 0] 11 10

DC 00
01
I
10

Licence Lyon1 - UE LIF3

N. Guin - F. Zara /

\
Exemples de simplification sur des tables
de Karnaugh a 4 variables (1)
BA
Do 00 o1 11 10 D\c%m o1 11 10 &\w 0 11 10
wofi[t]o] oi1/1[1]/1] wojojofo
o 01|10 af0|0|0 |0 0|0(0(0)|0
wof1|1fo no(0|0|o u o011
ooj1/1)0 of1[1]1]1 w0]0f1]1
S=A ' \ s=C S-DB
Ici les deux lignes sont

bien adjacentes
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Exemples de simplification sur des tables
de Karnaugh a 4 variables (2)

DCN\ 0¢ 01 11 10 D}:%OU. ol 11 ,10 00 oL 11 1o
owol/ojojo|] wifofof1| wo|ofo]o
of 1[ 0|01 0000 ol 0ff1[1]0
u iffojojfft| uojo|{o0|0 ufofll/1fo
1000(0(0|0 w 1f o001 100(0[0|0

S=CA S=CA S=CA
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Et pour 5 variables ?
BA BA
00 01 11 10 00 0l 11 10
DC 00 DC 00

0l 01
11 I
10 10
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