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Outils mathématiques

Contexte : besoin mathématiques pour la synthese d’'images
* Pour décrire la scéne
 Définition d’'un systéme de coordonnées
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* Points
» Vecteurs
 Triangles
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Matrices et transformations géométriques
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Description de la scene

Définition d’'un systéme de coordonnées

i
=4

+ Y

Z

Regle de la main droite
7 (systeme ortho-normeé)
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e
Points

P (X, y, z) : donne une position relative a I'origine dans notre systéme de coordonnées
(x,y,z) = coordonnées cartésiennes du point dans I'espace
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e
Points

P(r,0,¢) : donne la position en coordonnées polaires

s Z
Q|

........................................................... P(r, 6, )

"""""" P(x,y,z)
o) I

N
o - -
0 ~

o M

Exercice : exprimer (X, y, z) en fonction de (r, 6, ¢)
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Points

Petit rappel sur les angles pour résoudre |'exercice

On consideéere un triangle rectangle

hypoténuse

cote cos(a) = coté adjacent / hypoténuse

opposeé
P sinus(a) = coté oppose / hypoténuse

u a
cote adjacent
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[ " y 3 Z
Points - solution a |
P(r 6, 0)
» On connait le point P(r,06,9)
& ’ I‘, | P(X9YSZ)

 Triangle QOP est rectangle en Q O L] : . Y

* cos ¢ = 0Q =z/OP = z/r =>z=rcos¢ e

. sin @ = QP/r => QP =rsin @ AA/ M

X

* Triangle OAM est rectangle en A
» cos B = OA/OM = x/OM =>x=0M cos 6 = QP cos 6
=>Xx=rsin @ cos 6

* sin 8 = AM/OM = y/OM =>y=0MsinB=QPsin B
=>y=rsin @ sin 0
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.
Vecteurs

T?x, y, Z) . donne une direction dans I'espace avec V € R3

Points # Vecteurs
* Point — Point = ?
» Vecteur + Vecteur = ?
e Point + Vecteur = ?
* Point + Point =7
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.
Vecteurs - solution

V(X, y, Z) : donne une direction dans I'espace avec V € R

Points # Vecteurs .
* Point — Point = Vecteur (AB =AB =B - A)
* Vecteur + Vecteur = Vecteur
 Point + Vecteur = Point (translation du point)
* Point + Point = rien !
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Vecteurs

/2 e ;i
Dy (1/2)v vViw
Addition de vecteurs

Multiplication par un scalaire : V+Ww
vecteurs restent //

=

Difference de vecteurs X
V-W=V+(-w) Vecteur OP =P -0

>
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.
Vecteurs

Soit un vecteur v(x, y, z) défini dans I'espace, avec v € R3

Sa longueur (ou norme) est définie par : ||v|| = \/x2 +y* +2z°

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme vaut 1

Pour obtenir le vecteur unitaire 1 a partir du vecteur v, on fait: v =v/||v||
"
llul| = 1 [Vl # 1
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Vecteurs

Soient a(x,,Y.,2,) et b(x,,y, Z,) deux vecteurs définis dans I'espace, avec a,b € R?

Le produit scalaire de ces deux vecteurs est défini par :

a-b=|lall|[b|]|cosa =>cosa=a-b/|a]l|lb] a
a - b=X,"XptVYa"Ypt2Za" 2

Le produit scalaire est un scalaire

Si on considére les vecteurs unitaires du repére ?
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.
Vecteurs

Petit rappel du cercle trigonométrique : centre O, rayon 1

1 Quand a vaut /2 : cos /2 = 0, sin 1/2 = 1

Quand avaut0:cos0=1,sin0="1

hypoténuse
= rayon = 1

coté op

= sino L'angle < varie de 0 a 2m

_
coté adjacent = cos a

sens trigo
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Vecteurs - Solution

* Si on considéere les vecteurs unitaires du repere ?

» Le produit scalaire de deux vecteurs perpendiculaires est nul

=>i.j=]).k=k.i=0 (carcosinus est nul)

 Le produit scalaire du méme vecteur vaut 1

=>j.i=j.j=k.k=1(car cosinus vaut 1)

-

SiN O |- )

cosTi/2=0

\ cos 0 =1

J
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.
Vecteurs

Longueur projetée | d’'un vecteur v sur un axe A de direction unitaire

I=v. h=lIVIE=P avec ||V||2 = h2 +12

| A
Pour vérifier :
Définition produit scalaire : Dans triangle rectangle :
v - u = ||v|| |[v]| cos a = ||v]|| cos a cosa=I/|v|[=>1=]|v|][cos=V-
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Produit vectoriel

Si on considére deux vecteurs a(x,, Y,) et b(xy, Y,) définis dans le plan

axb=x,y,—Y,X, aveca,be€R?

lla x b]| = [|a]] |[b]| sin a

Le produit vectoriel dans le plan est un scalaire
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Produit vectoriel

Si on considére deux vecteurs a(Xx,, V., Z5) et b(x,, Vb, Z,) définis dans 'espace

Ya Zb_ZaYb *axb
axb axb= -(Xa Zb—ZaX,)| aveca,b eR3
Xa Yb — YaXp { / /
> b 7)) \ J
. lla x b|| = |[al| |b]| sin o T2

Produit vectoriel = vecteur normal aux 2 vecteurs

Le produit vectoriel dans I'espace est un vecteur

Utile en Informatique Graphique pour calculer la normale a une surface !
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Produit vectoriel - Solution

« La norme du produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est nul

llixi||=]|lixjl|=]|kxk]l|=0(carsinus est nul)

-~

Sin o |- )

* La norme du produit vectoriel de deux vecteurs perpendiculaires vaut 1

lixj||=1ljxk]|=]|kxi]|=1(carsinus vaut 1)

\_

sinTi/2 =1
sin 0 =1

J
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T
Equation d’un plan

Trois points non alignés forment un plan unique

« Equation:ax+by+cz+d =0

Attention : 4 points ne sont pas forcement coplanaires (dans le méme plan)
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Equation d’un plan - Exercice 1

Soit un point A élément du plan
 Trouver un vecteur normal au plan

 Trouver I'’équation d’'un plan passant par A
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Equation d’un plan - Solution n

+

» Trouver un vecteur normal au plan | A
» Plan peut étre défini par un point et vecteur n(n4,n,,nz) ®) >
» On considére le point A(a1,a2,a3) dans le plan
» On consideéere un point M(x,y,z) également dans le plan

* || représente I'ensemble des points de ce plan
» Soit n la normale au plan, on a:
n. AM=0
=>n.(AO+OM)=n.(OM-0OA)=n.OM-n.OA
Cela équivaut a I'équation cartésienne avec M(x,y,z) et n(n4,n,,n3) :
NgX+nay+nyz—(nya;+nya;+nzaz) =0
:>Equationax+by+cz+d=0 aveca=nq,b=n, c=n3,d=-n.0A
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.00 ]
Equation d’un plan - Exercice 2

Soient 3 points : A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1)

 Trouver un vecteur normal au plan

* Trouver I'équation du plan A,B,C
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.00 ]
Equation d’un plan - Solution

» Vecteur normal au plan ABC avec A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1)
*n=ABxAC =(-1,1,0)x(-1,0,1) =(1,1,1)

« SoitM (x,y,z) e (ABC)
« AM=M-A=(x-1,y, z) qui est orthogonalan (1, 1, 1)

*AM . n=0 <=> x-1+y+z=0
<=> x+y+z-1=0 équation du plan (ABC)

Introduction a I'informatique graphique — Université Lyon 1



.00 ]
Equation d’un plan - Solution

» Autre méthode
» On sait que I'équation du plan est de la formeax + by +cz+d=0

« A(1, 0, 0) appartient au plan (A, B, C)
—a+d=0

* B (0, 1, 0) appartient au plan (A, B, C)
=b+d=0

« C (0,0, 1) appartient au plan (A, B, C)
=c+d=0

=d=-a=-b=-C
=>x+y+z-1=0 convient
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I ——
Equation paramétrique d’une ligne o

Py

Soient
* PO = (X01 Yo, ZO)
* Pl = (X11 y11 Zl)

»
»

La ligne P passant par P, et P, est définie par :

X(t) = Xo Tt (%) -X)
y(®) = yott(yi-Yo)
z(t) = zy T t(z, -2)

P(t) = Py + t (P, - Py)

avec -o<{<x

Si 0 <t<1, on définit le segment [P0 P1]
sit=0, on ale point P
sit=1, on ale point P,
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Equation d’un cercle

hypoténuse
Théoreme de Pythagore

C\
a2 + b2 = ¢2 y—lb

»
>

Cercle de centre (0,0) et de rayon r, pour tout

P(x,y) sur le cercle : \

X2+ y? =12 r

«
T
\ 4

(0,0) X
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.00 ]
Equation d’'une sphére

Théoréme de Pythagore généralisé ala 3D : a2+ b2+ c2 = d?

Pour tout P(x,y,z) sur la sphere de centre (0,0,0) etde rayonr: |X*+y*+z*=r1°

Pour tout P(x,y,z) sur la sphére de centre (X, Y. z.) et de rayonr:

(X' Xc)2 + (Y' YC)2 + (Z' Zc)2 =1’

Introduction a l'informatique graphique — Université Lyon 1



Distance

b
Distance entre deux points a et b : ‘k‘
d=[lb-al a

Distance entre un point p et une sphéere S (de centre c et de rayonr) :
d(pS)=llp-cfl-r

Distance d'un point p a une droite : d o
Soit o un point de A de direction unitaire
|=(p—0).
d(p, &) = llp - o2 - 12
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Distance

Distance d’un point p a un plan 1T :

Soit o un point du plan 1 de normale

dp, m=1".(-0)ll

Introduction a l'informatique graphique — Université Lyon 1



Triangles

Triangle caractérisé par 3 sommets : a, b, c

Normale 1, unitaire au triangle est définie par : C
n.=abxac=(b-a)x(c-a)=n/||n||

Aire s définie par : b
s="|[n.|l="]|(b-a)x(c-al

norme du produit vectoriel
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I
Interpolation linéaire — cas d’'une droite

Soit une fonction f définie par une droite avec f : t 2>V(t)
On connait les valeurs de la fonction fen a et b € R, avec f(a) = V, et f(b) = V,,
On recherche la valeur Vi en t avec t € [a,b]

a t b
o 0 0
f(a) =V, Vit = ? f(b) =V,
Pente de la droite : VB_ Ve =m Onaaussi:m= Vt-Va
-a t-a
On en déduit : Viti=m(t-a)+V,=(V,-V,) +V,
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Interpolation linéaire — cas geneéral

Soit une fonction f dont on connait les valeurs en deux points x, et x, avec f(x,) = yaetf(xp) = yp

Pour calculer la valeur en x avec x € [X,; Xp], on remplace f(x) par g(x)
ou g est la fonction affine tq g(xz) = yaetg(Xy) = Vo

Cela revient a remplacer la courbe représentative de f sur [X,; Xp] par la droite (AB)
On détermine ainsi f(x) par interpolation linéaire :

~ Xp — X X=X,
) = Ya+ (X Xa) 3 53¢ = 5oy Yo = Ve

A

Yb B

f(x) | '\\

Ya A courbe repréesentative de f
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5
Matrices

Une Matrice est un tableau de dimensions M (lignes) par I\ (colonnes)

* matrice 3 par 6 :;, (1) (3) _42 i _% |
* élement 2,3 est (3) 5200 0 1 JM lignes
N Colonnesr

Un vecteur dans R3 peut étre considéré comme une matrice 1 (ligne) x = (col.)

v:(x y z)

Introduction a l'informatique graphique — Université Lyon 1



I
Matrices particulieres

1000
Matrices identité notée | : (1 0) 0100
01 0010
2x2 0001
4x4
Matrice diagonale : Matrice symétrique :
10 0 O a b c
02 0 O bd e
00—1 0 ce f
00 0 —4
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I
Opérations sur les matrices

Addition de deux matrices : (“ Z}{P qu(“”’ ”*qj A+B=B+A
C

Soit AT la transposée de la matrice A :
Matrice A de dimensions M par N, matrice AT de dimensions N par M

avec aj; = aj;

1 4
Exemples : 5 2
6 7
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Opérations sur les matrices

Multiplication de deux matrices
« Matrice x4 y, multipliee par matrice x, y»
» Multiplication possible ssi y; = x5
« Résultat : matrice x4 par y»

P
[E—Y
«~—>
T
B B B
BB B
BB O
B B N
—-—
X
CI
E BB O
I
N
B RN
I
—
«—>
s

Y1 Y>

Y2

Attention : si A B est possible, cela ne veut pas dire que B Al'est aussi !!!

AB#BA
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I
Opérations sur les matrices

K —m_, _m
Soit A matrice n (lignes) par k (colonnes) .ok x w * ) *
Soit B matrice k (lignes) par m (colonnes) ”J { ) ) [ Jn
. !
C = AB est définie par i = Y_ aiby { NG
[=1 .

C matrice n (lignes) par m (colonnes)

* % % % %
I
R R —
*
—— — \ /

TN

*

*

*

*

*
N
¥ % % % %

Il

AB#BA [l'ordre des multiplications est important !
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I
Exercices de multiplications de matrices

SR [y
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I
Exercices de multiplications de matrices

(2 1)

2 31 70

co )t THEL

~ 2 0
0
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Inverse d’'une matrice

SiAB=1| etBA=1| alors A=B'etB=A"
Dit autrement, A1 si elle existe est telle que : AA1 = |

Inverse d’'un produit : (AB)-1=B-1A"
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I
Transformations géometriques

Les transformations géométriques sont utilisées partout :
« Changement de repére
* Projection
» Déplacement dans le temps

Elles sont effectuées en utilisant des matrices de transformation
Chaque point P(x,y,z) de I'objet est multiplié par une matrice

Nous obtenons une nouvelle position P’ issue de la transformation :

Py )= o ()
(5

matrice transformation P
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I
Transformations géometriques en 2D

Changement d’échelle :

Poy P(x.y2)

> [

Avant Apres
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I
Transformations géometriques en 2D

Translation :

P(x,y,2)

P(X.y.Z)

Avant Apres
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I
Transformations géometriques en 2D

Rotation :

P(x,y,z) P’(x,y’,2))

T~

Avant Apres
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Matrice de transformation en 3D

En 3D, un point est transformé en le multipliant par une
matrice 3x3 appelée matrice de transformation

a b c\x ax + by +cz
d e f|ly|=|\dc+ey+ fz
g h i)z gx+hy+iz
Matrice d.e Point P qui subit la Point P’ transforme
transformation :
transformation

On souhaite définir les matrices des transformations géomeétriques :
changement d’échelle, rotation, translation
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I
Matrice de changement d’échelle

C’est une matrice diagonale de la forme suivante
(avec a, b, c les facteurs d’échelle) :

a 0 0) x ax
O b O y|=]|by
O 0O c)\z cz
/
Matrice de changement
d’échelle
2 0 0 Y3 6
Exemple : o1 o l4l=] 4
O 0 —2)5 —10
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Rotation autour d’'un axe

On veut faire une rotation autour de I'axe des z d’'un angle §
Quelle est la matrice de transformation correspondante ?

v 4 Point initial :
P piler0) P=(x y)
= (r cos(a) r sin(a))
0 > =r(cos(a)+ismn(a))
o = Veia
>
X
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Matrice de rotation en 2D

Point P’ issu de la rotation de P autour de ’axe des z :

Pv: rei(a+49) — reiaeie
=(x+iy)(cos(@)+isin(H))
= xcos(@) + xi sm(O) +iy cos() +iyisin(H)

_[cos(é?) —sin(@)j(xj \
sin(@) cos(9) \y \ o

X Point P
Matrice de transformation

Remarque : Z ne change pas
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Matrice de rotation en 3D

Matrice de rotation autour de I’'axe des z :

(cos(0) -sin(®) [0
R.(0) =| sin(®) cos(0) |0 A
Y
- 0 u (cos(6 Jx-sin(B )y sin (0 ) +cos(0 )y)
RO
car Z ne change pas (x »)
>
X
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5
Matrice de rotation en 3D

1 0 0]
Rotation autour de X : R(©)= | O cos(0) -sin(0) X ne change pas
0O sm(0) cos(0)

(cos(0) O -sin(0))
Rotation autourde Y: R ()= 0) 1 0) Y ne change pas

\.sin(®) O cos(0) )
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Matrice de translation d’'un point de I'espace

X+a
P’(x',y’,z’) = Translation du point P(x,y,z) par le vecteur u(a,b,c) P=|y+b
e ta z+c
avec qy'=y+b u(@,b.c)
Z=z+cC °

Souhaite trouver la matrice de translation telle que :
PP=MP

Besoin d’introduire une nouvelle notion : les coordonnées homogeénes
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I
Coordonnées homogenes

Un point en 3 dimensions est représenté par un vecteur de 4 éléments

Le 4e élément est utilisé pour le calcul d’'une coordonnée en espace projectif
(calcul de projection)

La coordonnée du point est obtenue en divisant les 3 premiers éléments par le 4¢ élément
(x,vy, z, w) = (x/w, y/w, z/w)  donc le plus simple : w=1

Deux points (x, y, z, w) et (X', y’, Z’, w’) sont égaux ssi
xiw =X'Iw', ylw =y /W', zlw = Z/w’

Si w=0, on a un point a 'infini (utile pour les projections)
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I
Coordonnées homogenes

Homogene veut dire qu'un point de I'espace 3D peut étre représenté par
une infinité de points homogénes 4D

+(2341)=(4682)=(34.561.5)

On peut contraindre le 4¢ élément a étre égalea 1: (x,y, z, 1)
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Passage en coordonnées homogenes

Coordonnées cartésiennes Coordonnées homogénes
x' x'/w X
y' ‘\% yiiwl |y
z' z'/w z w est le facteur
W W d’échelle
x' x'
N \ y'
z' <
1

cas avec w=1
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Matrice de translation — définie en 4D

Translation définie en coordonnées homogenes : matrice 4x4

(1 0 O [a\(x) (x+4d)
0 1 0 |p||y v+ B On a ajouté la 4¢ dimension « fictive »
= appelée coordonnée homogéne
O O 1 |c|| =z zZ+c
0 0 0 1A1) L 1

Pourquoi ceci ?
4D permet d’inclure translation / projection dans la matrice

Matrice 4x4 : représentation la plus utilisée pour les transformations
(rotation, translation, changement d’échelle)
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5
Matrices de transformation en 4D

; / Y
Translation : 1 0 0 Tx x'= x + wTi
0 1 0 % ) yv'=y+wly
O 0 1 T T o W
0O 0 0 1) ,
w = w
Changement d’échelle :
(S, O O O) ey
0O S, 0 O X'= XS
y
O 0 S O ) 4 Yy =5
w'=w
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5
Matrices de transformation en 4D

Rotation dépend d'un axe et d'un angle

1 0 0O 0
Rotation autour de I'axe X : 0 cosf —sinf O
. ez R«(6) = :
(coordonnée en x non modifiée) O sin® cos6 O
y 0 0 0o 1
N
) :
cos¢p O sing O
Rotation autour de I'axe Y : 0 1 0 O
N : o R(O)=| |
0 X (coordonnée en y non modifiée) —sing O cos¢ O
Y O o0 o0 1
Z i 0 0
) , COoSy -—sIny
s Rotation autour de I'axe Z : .
sin | _~ i o siny cosy O O
= (coordonnée en z non modifiée) R:(0) =
@_ 0 O 1 0
0 0O 0 1
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5
Matrices de transformation en 4D

Rotation de I'angle 1 /2 :

Rotation autour de I'axe X : 10 00
(coordonnée en x non modifiée Ry = 00 -10
coordonnée en y changée en z 2 O 1 0 O
y coordonnée en z changée en -y) 0 0 0 1
N
n/2 Rotation autour de I'axe Y : 0 010
= (coordonn(’ée eny non deifiée N 1 0 0
1/2% X coordonnge enz changge en X y(E) 1100 o0
11/2 coordonnée en x changée en —z) 0 0 0 1
V4
Rotation autour de I'axe Z : 0 -1 0 0
(coordonnée en z non modifiée
coordonnée en x changée en y R(Z) = b o 00
coordonnée en y changée en -x) 2 8 8 é (1)
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I
Composition de transformations en 4D

Rotation et/ou changement d’échelle puis translation

TRi R> R3 [T1)
Ra Rs Re| |T2
\R7 Rs Ra 13
\ 0 0 0 1 j

=7T.R

* R (matrice 3x3) = rotation et/ou changement d’échelle
T (matrice 3x1) = translation

Introduction a l'informatique graphique — Université Lyon 1



I
Composition de transformations : exercice

Translation suivie d’'une rotation versus rotation suivie d’'une translation

« P(3,1,0) =>(3,1,0, 1) en coordonnées homogénes
* R =rot(Z, Pi/2)
« T =trans(2,0,0)

o || fautcalculer P =R TPetP" =TRP
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I
Composition de transformations : solution

* P(3,1,0

(3,1,0) 0 -1 0 0
« R=rot(Z,Pi/2) => matrice de rotation r.(%)-= Lo e
2”10 0 1 O
0O 0 0 1

(1 0 O Tx)

O 1 0 2

* T=trans(2,0,0) =>matrice de translaton |5 5 ; 0

0 0 0o (1)

Introduction a I'informatique graphique — Université Lyon 1



I
Composition de transformations : solution

Translation suivie d’'une rotation
CalculerP’=R TP =R *(5,1,0,1) = (-1,5,0, 1)

Rotation suivie d’'une translation
CalculerP"=TRP==T%*(-1,3,0,1) = (1,3,0,1)

=> P’ # P’

Attention : 'ordre des transformations n’est pas commutative !! (RT # TR)
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I
Composition de transformations

L'ordre a de I'importance

e Translation suivie d’'une rotation # rotation suivie d’'une translation
* (RT)v#(TR) v

.\Vl . vl

\/ V2

07-. e RY,
TpusR=RTv=vl RpuisT=TRv=v2

La multiplication de matrices n’est pas commutative (M1M2 # M2M1)
L'ordre des transformations est donc important
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Rotation de I'objet

 Pour faire une rotation de 'objet

L VAN

X' = MX,

M =T(za,Ya) - R(0) - T(—Ta, —Ya)-
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.
Pour conclure

Toutes ces notions mathématiques sont a connaitre et comprendre pour la synthése d’'images

« (Géométrie : points, vecteurs, triangles

* Interpolation linéaire

« Matrices et transformations géométriques

A réviser pour bien aborder la suite de 'UE
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