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Applications

• Simulation de cheveux

• Simulation de textiles

• Simulation de tissus mous
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Applications - simulation de cheveux
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Applications - artistiques

[images sur internet]

Standford bunny
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http://cargocollective.com/quryo/Simulations


Applications - simulation de textiles

Pontus Pall, Oskar Nylén, Marco Fratarcangeli. 

Fast Quadrangular Mass-Spring Systems using Red-Black Ordering, VRIPHYS (2018)  
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Applications - médical

[Jesper Mosegaard]
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Modèle physique moins coûteux en temps de calcul que simulation par éléments finis



Système masses-ressorts - rappel du principe

• Objet est discrétisé en un ensemble de particules 
connectées entre elles par des ressorts

[O. Jarrousse] 7



 Ressort
Ressort est caractérisé par 

• longueur au repos (l0)

• coefficient de raideur (k)

• coefficient d’amortissement (𝝂)

• ralentit le mouvement dans la 
direction du ressort

}
}
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Masse de l’objet

Répartition uniforme de la masse m de l’objet sur les particules

• Particule i de masse mi

•
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m = ∑i mi



Forces des ressorts
Simulation d’objets déformables

Système masse-ressorts

Définition
Simulation de textiles
TP

Calcul des forces

Calcul des forces exercées sur chaque particule
~fi (t) =

P
j|j voisin de i

h
~f e
i,j(t) +

~f v
i,j(t)

i
+gravité + interactions
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<

:

~f e
i,j(t) = kij (kxi (t)� xj(t)k � lij)

xi (t)�xj (t)
kxi (t)�xj (t)k élasticité

~f v
i,j(t) =

⇣
⌫ij (ẋi (t)� ẋj(t)) · xi (t)�xj (t)

kxi (t)�xj (t)k

⌘
xi (t)�xj (t)

kxi (t)�xj (t)k viscosité

Florence Zara UE M1if37 - Animation en synthèse d’image

Revoir les slides du cours précédent
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Boucle de simulation
• Simulation basée sur la boucle de la dynamique Newtonienne

• A chaque pas de temps :

• Calcul des forces appliquées sur les particules

• Forces dues aux ressorts, force de gravité

• Calcul des accélérations (principe fondamental de la 
dynamique)

• Calcul des vitesses (intégration numérique des accélérations)

• Calcul des positions (intégration numérique des vitesses)
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Allons un peu plus loin

12



Positionnement des ressorts 
Où positionner les ressorts connectant les particules?

• Les objets peuvent s’écraser, se plier, se tordre

• Liaisons supplémentaires ajoutées pour plus de rigidité
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Positionnement des ressorts 
Configuration qui est utilisée dans le TP : 

maillage triangulaire

Déformation de l’objet dépend de la position des ressorts 14



Positionnement des ressorts 
Il est possible de rajouter d’autres connections / ressorts

shear = cisaillement
bending = flexion
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Vous pouvez modifier le code du TP pour changer la configuration des ressorts 
(qui ne correspondra plus à celle du maillage géométrique)



Définition des raideurs
Lien entre la raideur et les coefficients du matériau 

k = ?Si E et 𝝂 connus 
16



Définition des raideurs

7.2 - Travaux existants sur les modèles masses-ressorts

7.2 Travaux existants sur les modèles masses-ressorts

En Informatique Graphique, le modèle physique des masses-ressorts est souvent em-
ployé pour e↵ectuer des animations interactives (Chen et al. (1998)) puisqu’il est simple
à mettre en oeuvre et qu’il permet aussi bien de simuler des objets 2D, comme des tex-
tiles (Bridson et al. (2002)), ou des objets 3D dits déformables (Teschner et al. (2004)).
Mais son emploi devient un peu plus compliqué quand nous souhaitons l’utiliser dans le
cadre d’applications médicales où la précision reste un critère important. En e↵et, la mise
en place de la modélisation physique d’un objet par un système masses-ressorts nécessite
la définition des propriétés mécaniques du système, c’est-à-dire la définition des masses et
des raideurs des ressorts, alors que le lien entre ces raideurs et les propriétés mécaniques
d’un matériau (module de Young et coe�cient de Poisson par exemple) n’est pas évident à
mettre en place. C’est pourquoi au fil des ans, des travaux se sont focalisés sur cet aspect,
ainsi que sur le contrôle du volume de l’objet simulé, afin d’assurer le caractère incompres-
sible des tissus mous dans le cadre d’une simulation médicale.

En ce qui concerne les travaux sur la la formulation des raideurs, deux approches
existent : une approche tente d’identifier les paramètres du système en fonction de données
réelles issues d’expérimentations mécaniques ou de vidéos ; et une autre vise à obtenir une
formulation analytique des raideurs en fonction des paramètres mécaniques du matériau.

Notre objectif étant l’obtention d’une solution qui soit applicable pour di↵érents tis-
sus mous définis par leurs propriétés mécaniques, nous nous sommes concentrés sur la
recherche d’une formulation analytique des raideurs intégrant les propriétés
mécaniques (module de Young, coe�cient de Poisson) du matériau.

Le Tableau 7.1 fournit un récapitulatif des formulations analytiques des raideurs qui
ont été établies dans la littérature. Je donne ensuite quelques détails sur ces formulations,
afin de positionner nos propres travaux sur cette thématique de recherche.

Table 7.1 – Récapitulatif des formulations des raideurs proposées dans la littérature dans le cadre de la
simulation d’objets déformables. Tableau modifié initialement issu de la thèse de Karolina Golec (2018).

N¶ Auteurs
Formulation des

raideurs

Propriétés

géométriques et

mécaniques du

matériel

Bases physiques

1
Wilhelms and
Van Gelder
(1997)

ktri = A1 + A2
l20

katri = c
ÿ

i

Ai

3

maillage triangu-
laire, membrane
élastique

approximation géomé-
trique

2 Gelder (1998)
kctri = E2

q
e
Ae

|l0|2

kctetra = E
q

e
Ve

|l0|2

maillage triangu-
laire ou maillage
tétraédrique, iso-
tropique, élastique
linéaire

approximation géomé-
trique

La suite sur la page suivante
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Chapitre 7 : Amélioration du modèle physique des masses-ressorts

Table 7.1 – Suite du tableau récapitulatif des formulations des raideurs.

N¶ Auteurs
Formulation des

raideurs

Propriétés

géométriques et

mécaniques du

matériel

Bases physiques

3
Maciel et al.
(2003)

khexa =
k0 cos0 +

q
i
ki cosi

l0+
q

i
li cosi

objets élastiques
linéaires, maillage
hexaédrique avec
ressorts diagonaux

ajustement angulaire de
la formulation de Gelder
(1998)

4
Lloyd et al.
(2007)

ktri = q
e
E h

Ô
3

4

kerect = q
e

5
16 h E

kdrect = 7
16 h E

ktetra = q
e

2
Ô

2
25 l E

kVtetra = q
e

2
Ô

2
21 l E 4

5

kV =
Ô

2
84 l3 E 2

5

élastique linéaire,
raideurs pour la
préservation du vo-
lume pour maillage
tétraédrique

basé sur modèle FEM de
référence

5
Zerbato et al.
(2007) ktetra = E1+E2

2

q
i
Vi

l
2
0

échantillons de foie
approximation géomé-
trique

6
Delingette
(2008a,b)

ktri =
2 cot

2
–i(⁄+µ)+µ

16 Ap
=

E (2 cot
2
–i+1≠‹)

16(1≠‹2)Ap

ctri =
2 cot –i cot –j(⁄+µ)≠µ

16 Ap
=

E (2 cot –i cot –j+‹≠1)
16(1≠‹2)Ap

ktetra = (⁄+µ) V

2 (Di·Dj)2

+ µV

2 ÎDiÎ2ÎDjÎ2

ctetra = (⁄+µ) V
2

(Di·Dj)(Di·Dk)+
µV

2 ÎDiÎ2(Dj ·Dk)

élastique linéaire,
membrane non-
linéaire (Saint
Venant Kirchho↵),
maillage triangu-
laire ou maillage
tétraédrique

basé sur l’énergie de dé-
formation d’un triangle
ou d’un tétraédre

7
Arnab and
Raja (2008)

kE
tri

= E
q

iœj
Vj

l
2
i

kG
tri

= E
q

iœj
Vj

2 l
2
i
(1≠‹)

kB
tri

= E

3(1≠2‹)
q

iœj
Vj

l
2
i

objets 3D élas-
tiques

modèle géométrique
avec propriétés élas-
tiques

La suite sur la page suivante
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7.2 - Travaux existants sur les modèles masses-ressorts

Table 7.1 – Suite du tableau récapitulatif des formulations des raideurs.

N¶ Auteurs
Formulation des

raideurs

Propriétés

géométriques et

mécaniques du

matériel

Bases physiques

8
Baudet et al.
(2009)

kerect = E(j2(3‹+2)≠i
2)

4 l0 h0(1+‹)

kdrect = E(l20+h
2
0)

4 l0 h0(1+‹)

ke
hexa

= E l0(4‹+1)
8(1+‹)

kdi

hexa
=

E i

q
jœ{x0,y0,z0}j2

8(1+‹)
r

{lœ{x0,y0,z0},l ”=i} l

matérial élas-
tique linéaire avec
maillage rectangu-
laire et hexaédrique

paramétrisation basée
sur déformations en
cisaillement et étirement

9

Natsupakpong
and Ça-
vuşoğlu
(2010)

kerect = ⁄

3 + µ

2

kdrect =
1

5⁄
12 + 3µ

4

2

élastique linéaire,
maillage rectangu-
laire

approximation d’un mo-
dèle FEM

1. Une des premières formulations a été proposée par Wilhelms and Van Gelder (1997)
dans le cadre d’animation de personnages ou d’animaux représentés par di↵érents
composants : os, muscles, tissus mous et peau. Pour simuler la déformation de la
peau, qui se produit lors de la contraction du muscle, celle-ci peut être vue comme
une membrane élastique et être modélisée par un système masses-ressorts basé sur
un maillage triangulaire. Pour un triangle donné, les raideurs ktri des ressorts sont
définies en fonction des surfaces A1 et A2 des deux triangles adjacents avec l0 la
longueur au repos du ressort considéré. La formulation des raideurs est établie pour
un coe�cient de Poisson nul. Une autre raideur ka

tri
est proposée pour les ressorts

(de longueur nulle) assurant un lien entre la peau et les autres composants (muscle,
os, tissus mous) également établie en fonction des aires Ai des triangles adjacents.

2. L’année suivante, Gelder (1998) propose une nouvelle formulation des raideurs pour
un système masses-ressorts également utilisé pour modéliser le comportement d’une
membrane élastique. Ce papier met en avant le fait que pour améliorer la précision
de la simulation, il ne faut pas utiliser une unique formulation des raideurs, même
dans le cas d’une membrane uniforme. Pour un triangle donné composé des ressorts
a, b, c, la formulation de la raideur kc

tri
du ressort c est à nouveau établie en fonction

des aires Ae des triangles qui lui sont adjacents, mais en intégrant cette fois-ci le
module de Young 1D et 2D notés respectivement E2 et E (avec E2 = E h où h est
l’épaisseur du matériau), ainsi que le coe�cient de Poisson ‹ du matériau simulé. La
formulation compléte est donnée par :

kctri =
3

E2
1 + ‹

4
Ae

|lc|2
+

3
E2 ‹

1≠ ‹2

4 |la|2 + |lb|2 ≠ |lc|2

8Ae

(7.1)

où la, lb, lc représentent les longueurs des ressorts a, b, c. Par contre, au niveau des
résultats, Gelder (1998) utilise les formulations simplifiées mises dans le tableau 7.1
correspondant au cas où ‹ = 0. Par ailleurs, les résultats fournis sont uniquement
visuels, c’est-à-dire qu’il ne donne pas l’erreur obtenue par le système masses-ressorts
par rapport, par exemple, à un modèle élement fini d’une membrane élastique qui
pourrait être modélisée par le modèle CST (Constant Strain Model - cf. Chap 2). A
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Lien entre la raideur et les 
coefficients du matériau 

17Solution analytique avec une formulation des raideurs en fonction de E et 𝝂 



Définition des raideurs

[Karolina Golec 2019]
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Validation des solutions

19

[K. Golec 2019]

Tests mécaniques - comparaison des résultats avec simulation en Eléments Finis



Validation des solutions

20[Karolina Golec 2019]



Définition des raideurs

[vidéo]
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Autre solution pour définir les raideurs : 
comparaison et ajustement en fonction d’enregistrement vidéos du comportement

https://www.youtube.com/watch?v=eIu3u7dABQs


Raffinement de maillage
Connections peuvent évoluer au cours de la simulation 
pour s’ajuster au besoin (ajustement de la courbure)

Papier utilisant les EF 
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Raffinement de maillage
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Raffinement de maillage
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Raffinement de maillage
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Première étape : modification du maillage géométrique
(effectuée en fonction de critères géométriques par exemple)



Raffinement de maillage
Deuxième étape : 

Modification du maillage géométrique
 
• induit une modification des connections entre les particules

• modification du voisinage des particules (pour le calcul des forces)

• induit une modification des paramètres mécaniques 
• on doit recalculer les masses des particules (nouvelle répartition)
• on doit recalculer les raideurs des ressorts
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Structure de données

27

[E. Flechon 2013]

Une solution possible : emploi d’une structure de données topologiques (LCC) 
incluant les paramètres mécaniques



Changement topologique

Pontus Pall, Oskar Nylén, Marco Fratarcangeli. 

Fast Quadrangular Mass-Spring Systems using 
Red-Black Ordering, VRIPHYS (2018)  
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Autre type de changement topologique : découpe, déchirure

[E. Flechon 2013]



Parallélisation

[vidéo] 29

https://www.youtube.com/watch?v=q7YoLsI9pto


Projective Dynamics
• Méthode qui se situe entre Position Based Dynamics et la 

méthode des éléments finis

• Contrainte est décrite en fonction de l’énergie potentielle

• Pour un ressort (loi de Hooke) 

• reliant particules i et j (ayant comme positions pi et pj)

• de raideur k (noté s dans les algos) et de longueur au repos lij

• l’énergie potentielle est définie par :

30

W(pi, pj) = 1
2 k (∥pi − pj∥ − lij)

2



Boucle de simulation - Projective Dynamics

• La contrainte due au ressort est supposée satisfaite quand 
l’énergie est minimale (i.e. nulle)

• On considère l’ensemble U de tous les ressorts du système 
identifiables par les indices i et j des particules les reliant

• On obtient le problème de minimisation suivant :

31

W(p) = mind∈U∥(pi − pj) − lij∥2



Projective Dynamics - algorithme

32

chaque ressort est 
résolu de manière 

indépendante

configuration locale sert à 
construire système linéaire 
afin de projeter les positions 
des particules le plus proche 
de la solution locale trouvée

2 ensembles indépendants 
de particules 

(PR et PB) sont définis



Projective Dynamics en parallèle

33

Global step

Dynamique : intégration de Verlet

Local step : donne solution 
locale pour ressort ij



Projective Dynamics en parallèle

• Système masses-
ressorts peut être 
vu comme un 
graphe

• Réorganisation 
par gagner en 
efficacité
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Résolution système linéaire
Résolution système linéaire de type Ax = b

• avec A matrice de taille m x n de scalaires
• x est un vecteur à n inconnus
• b est un vecteur avec m entrées

Résolution possible avec des solveurs linaires 
• méthode Jacobi
• méthode Gauss-Seidel

Principe de ces méthodes itératives
• Méthodes débutent avec une solution initiale : x0
• Puis, solveurs calculent en itérant une approximation :

Solution peut être en temps réel

35

xk+1 = f(xk)

A x = bn mm

n



Résolution système linéaire
Méthode Jacobi

• Suppose que les valeurs diagonales aii ne sont pas nulles
• Solutions itératives donnée par : 

Méthode Gauss-Seidel
• Résolution séquentielle de chaque équation 
• Résolution basée sur l’état courant et mise à jour directe du résultat

36

xk+1
i =

(bi − ∑j≠i aij xk
j )

aii

xk+1
i =

(bi − ∑j<i aij xk+1
j − ∑j>i aij xk

j )
aii

valeurs courantes valeurs de l’itération précédente

xk+1 xk
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