
Traitement du signal

Transformée de Fourier
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→ Définition

→ Propriétés 

→ Transformées des signaux de test

→ Transformée de Fourier des signaux à valeur 
moyenne non nulle

Fourier.ppt


Joseph Fourier (1768-1830)

◼ Intègre l'École Normale Supérieure : élève de Joseph-Louis 
Lagrange et Pierre-Simon Laplace. 

◼ Participe à l'expédition de Napoléon en Égypte en 1798, et 
occupe un haut poste de diplomate dans ce pays conquis.

◼  À son retour en France en 1801, nommé par Napoléon préfet 
de l'Isère.

◼ conduit à Grenoble ses expériences sur la propagation de la 
chaleur qui lui permettront de modéliser l'évolution de la 
température au travers de séries trigonométriques. 

◼ Il entre à l'Académie des Sciences en 1817.
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◼ Instruction chez les Bénédictins puis dans 
une école militaire.

◼ Participe à la révolution, manquant de peu 
de se faire guillotiner durant la Terreur et 
sauvé de justesse par la chute de 
Robespierre. 

https://www.youtube.com/watch?v=sJ7j81Nqw6g



Définition

𝑥(𝑡) intégrable sur ℝ

𝑥(𝑡) ՜
ℱ
 𝑋 𝑓 = ∞−׬

+∞
𝑥 𝑡 . 𝑒−2𝜋𝑗𝑓𝑡𝑑𝑡

𝑋(𝑓) est généralement complexe :

𝑋 𝑓 = 𝑅𝑒 𝑋 𝑓 + 𝑗𝐼𝑚 𝑋 𝑓 avec ቐ
𝑅𝑒 𝑋 𝑓 = ∞−׬

+∞
𝑥 𝑡 . cos(2𝜋𝑓𝑡)𝑑𝑡

𝐼𝑚 𝑋 𝑓 = ∞−׬

+∞
𝑥 𝑡 . sin(2𝜋𝑓𝑡)𝑑𝑡

on considère aussi spectre d’amplitude et spectre de phase

𝑋(𝑓) = 𝑋 𝑓 𝑒𝑗𝜙 𝑓  avec
|𝑋(𝑓)| = 𝑅𝑒 𝑋 𝑓

2
+ 𝐼𝑚 𝑋 𝑓

2

𝜙(𝑓) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(
𝐼𝑚 𝑋 𝑓

𝑅𝑒 𝑋 𝑓
)
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𝑥 𝑡 = ∞−׬

+∞
𝑋(𝑓). 𝑒2𝜋𝑗𝑓𝑡𝑑𝑓  

ℱ
⇄

ℱ−1
 𝑋 𝑓 = ∞−׬

+∞
𝑥 𝑡 . 𝑒−2𝜋𝑗𝑓𝑡𝑑𝑡



61



62

Exemples
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Exemples



Propriétés

◼ Linéarité : 𝑎 𝑥1 𝑡 + 𝑏 𝑥2 𝑡  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
  𝑎 𝑋1 𝑓 + 𝑏 𝑋2(𝑓)

◼Symétrie : 𝑥 −𝑡  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
  𝑋 −𝑓

◼Changement d’échelle : 𝑥 𝑎𝑡  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 

1

𝑎
𝑋

𝑓

𝑎

◼Conjugaison : 𝑥∗ 𝑡  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
  𝑋∗ −𝑓

◼Dualité : 𝑋 𝑡  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
  𝑥 −𝑓

◼ Translation : 𝑥 𝑡 − 𝜃  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 𝑒−2𝜋jf𝜃X 𝑓

 𝑒2𝜋𝑗𝑓0𝑡𝑥 𝑡   ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 𝑋 𝑓 − 𝑓0
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◼Modulation temporelle :  

 𝑥 𝑡 . cos(2𝜋𝑓0𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1

1

2
[𝑋 𝑓 − 𝑓0 + 𝑋 𝑓 + 𝑓0 ]

  𝑥 𝑡 . sin(2𝜋𝑓0𝑡)  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 

−𝑗

2
[𝑋 𝑓 − 𝑓0 − 𝑋 𝑓 + 𝑓0 ]

Exemple : signal numérique modulé

→ Translation du spectre en 0 et en - 0 
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Démodulation → Remultiplication par la porteuse et filtrage
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Propriétés

◼Dérivation : 

si 𝑥 𝑡 est 𝑚 fois continûment dérivable , et si ses dérivées 𝑥(𝑛)(𝑡) 
 avec 𝑛 ≤ 𝑚 sont sommables

  𝑥 1 𝑡 =
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
 ⇄

 ℱ 

ℱ−1
 2𝜋𝑗𝑓. 𝑋 𝑓

 𝑥 𝑛 𝑡 =
𝑑𝑛𝑥 𝑡

𝑑𝑡𝑛  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 2𝜋𝑗𝑓 𝑛. 𝑋 𝑓

Si 𝑡𝑚𝑥 𝑡  est sommable, alors 𝑋 𝑓  est 𝑚 fois continûment dérivable et 

𝑡. 𝑥(𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 −

1

2𝜋j

𝑑𝑋 𝑓

𝑑𝑓
= −

1

2𝜋𝑗
𝑋 1 (𝑓)

 𝑡𝑛  𝑥 𝑡  ⇄
 ℱ 

ℱ−1

1

−2𝜋𝑗𝑡 𝑛

𝑑𝑛𝑋 𝑓

𝑑𝑡𝑛 =
1

−2𝜋𝑗𝑡 𝑛 𝑋 𝑛 𝑓

◼ Convolution :  𝑥 𝑡 ∗ 𝑦(𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 𝑋 𝑓 . 𝑌 𝑓

  𝑥 𝑡 . 𝑦(𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 𝑋 𝑓 ∗ 𝑌 𝑓
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Propriétés

◼ Parité : 𝑥 𝑡  réelle paire ⇆ 𝑋 𝑓  réelle paire
 𝑥 𝑡  réelle impaire ⇆ 𝑋 𝑓  imaginaire impaire

 𝑥 𝑡  imaginaire paire ⇆ 𝑋 𝑓  imaginaire paire
 𝑥 𝑡  imaginaire impaire ⇆ 𝑋 𝑓  réelle impaire

◼Valeur initiale : 𝑥 0 = ∞−׬

+∞
𝑋 𝑓 . 𝑑𝑓   𝑋 0 = ∞−׬

+∞
𝑥 𝑡 . 𝑑𝑡
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Fonctions périodiques (→ séries de Fourier)

𝑥(𝑡) périodique de période 𝑇 =
1

𝑓
0

 

𝑥 𝑡 = ෍

∞

+∞

𝐶𝑛𝑒2𝜋𝑗𝑛𝑓0𝑡 ⇄
 ℱ 

ℱ−1
𝑋 𝑓 = ෍

−∞

+∞

𝐶𝑛𝛿(𝑓 − 𝑛𝑓0)

avec 𝐶𝑛 =
1

𝑇
න

−
𝑇
2

𝑇
2

𝑥 𝑡 . 𝑒−2𝜋𝑗𝑛𝑓0𝑡𝑑𝑡
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facteur 1/T par rapport à la transformée de Fourier

des signaux d’énergie finie 



Transformées des fonctions usuelles

porte unité

 Π(𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1

sin 𝜋𝑓

𝜋𝑓
= sinc(𝑓)
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Transformées des fonctions usuelles

Sinus cardinal

  sinc 𝑡 =
sin 𝜋𝑡

𝜋𝑡
 ⇄

 ℱ 

ℱ−1
 Π(𝑓) 
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porte de largeur T

 Π(
𝑡

𝑇
) ⇄

 ℱ 

ℱ−1

T.sin 𝜋𝑇𝑓

𝜋𝑇𝑓
= T. sinc(𝑇𝑓)
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Impulsion de Dirac

 𝛿(𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 1

73



Gaussienne

 𝑒−𝜋𝑡2
 ⇄

 ℱ 

ℱ−1
 𝑒−𝜋𝑓2
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Exponentielle complexe

 𝑒2𝜋𝑗𝑓0𝑡 ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 𝛿 𝑓 − 𝑓0
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Fonctions harmoniques

 cos(2𝜋𝑓0𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1

1

2
[𝛿 𝑓 − 𝑓0 + 𝛿 𝑓 + 𝑓0 ]

 sin(2𝜋𝑓0𝑡)  ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 

−𝑗

2
[𝛿 𝑓 − 𝑓0 − 𝛿 𝑓 + 𝑓0 ]
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Peigne de Dirac

|||𝑇 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

+∞

𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇) 
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⇄
 ℱ 

ℱ−1

1

T
|||1

𝑇
𝑓 =

1

T
෍

𝑛=−∞

+∞

𝛿(𝑓 −
𝑛

𝑇
) 



Transformée de Fourier des signaux à valeur moyenne 
non nulle

Les signaux de puissance finie ne satisfont pas les critères de 
convergence de la TF

𝑥 𝑡 = 𝑥0 𝑡 + 𝑥 avec 𝑥 = lim
𝑇՜∞

1

𝑇
׬

−
𝑇

2

𝑇

2 𝑥 𝑡 . 𝑑𝑡 

𝑋 𝑓 = 𝑋0(𝑓) + 𝑥. 𝛿(𝑓) 

Or 
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥0 𝑡

𝑑𝑡
 et ℱ

𝑑𝑥0 𝑡

𝑑𝑡
= 2𝜋𝑗𝑓. 𝑋0(𝑓)

𝑋 𝑓 =
1

2𝜋𝑗𝑓
 ℱ

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑥. 𝛿(𝑓) 
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Application: fonction signe

 sign(𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 −

𝑗

𝜋𝑓
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Application: échelon unité

 u(𝑡) ⇄
 ℱ 

ℱ−1
 −

𝑗

2𝜋𝑓
+

1

2
𝛿 𝑓
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Bandes de fréquence en communication
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100 km

10 km

1 km

100 m

10 m

1 m
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1 cm

10 m

100 MHz

10 MHz

1 MHz

100 kHz

10 kHz

1 kHz

1 GHz

10 GHz

100 GHz

1014 Hz

1015 Hz

1 mm

100 nm

1 m

1013 Hz

Fréquences vocales

Très basses
VLF

Basses
LF

Moyennes
MF

Hautes
HF

Très hautes
VHF

Ultra hautes
UHF

Super hautes
SHF

Ondes millimétriques

visible

infrarouge

ultraviolet

L
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d
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d
e

fr
é
q
u
e
n
c
e

Radio grandes ondes (AM), 
câbles sous-marins, telex

Radio ondes moyennes (AM),
 câbles coaxiaux

Radio ondes courtes,
 Radioamateur, CB

Radio FM, Mobiles, Télévision VHF

Mobiles, Télévision UHF

Satellites, radar, microondes, 
télévision par cable

Fibres optiques



Interprétation de la transformée de Fourier

Fréquence 

→ Rapidité des variations
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Phase 

→localisation

83



Signal complexe

Un signal complexe peut être vu comme une courbe plane et 
réciproquement :

84

𝑅𝑒 𝑥 𝑡0 𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝐼𝑚 𝑥 𝑡0 𝑥(𝑡0)

𝑥(𝑡)

Exemple

0 200 400 600
-200

-100

0

100

200
Signal temporel : partie réelle

0 200 400 600
-200

-100

0

100

200
Signal temporel : partie imaginaire

signal complexe
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0 200 400 600
-200

-100

0

100

200
Signal temporel : partie réelle

0 200 400 600
-200

-100

0

100

200
Signal temporel : partie imaginaire

-0.5 0 0.5
0

50

100

150
Transformée de Fourier : module

-0.5 0 0.5
-4

-2

0

2

4
Transformée de Fourier : argument



Transformée de Fourier 2D

𝑓 𝑥, 𝑦 = න න
−∞

+∞

𝐹 𝑢, 𝑣 . 𝑒2𝜋𝑗 𝑢𝑥+𝑣𝑦 𝑑𝑢. 𝑑𝑣 

exemple
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⇄
 ℱ 

ℱ−1
𝐹 𝑢, 𝑣 = න න

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 . 𝑒−2𝜋𝑗 𝑢𝑥+𝑣𝑦 𝑑𝑥. 𝑑𝑦 



Interprétation

◼Module : orientation
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



Composante 

continue



◼Module : fréquence 
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

Composante 

continue



◼ Phase : localisation
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Module constant

TF Module

TF-1

TF-1



◼ Phase : localisation
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ModuleTF

TF TF-1Module

TF-1



Exercices
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Exercices

◼ Soit 𝑋(𝑓) (resp. 𝑌(𝑓)) la transformée de Fourier de 𝑥(𝑡) (resp 𝑦(𝑡))

 Calculer les transformées de Fourier de :

 𝑎. 𝑥(𝑡) + 𝑏. 𝑦(𝑡)

 𝑥(−𝑡)

 𝑥(𝑎𝑡)

 𝑥(𝑡 − 𝑡0)

 𝑋(𝑡)

 𝑥(𝑡) ∗ 𝑦(𝑡)



𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
 

 𝑥(𝑎𝑡 + 𝑏)
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Exercices
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Exercices

Soit 𝑋(𝑓) la transformée de Fourier du signal 𝑥(𝑡). Donner l’expression de la 
transformée de Fourier de 𝑥(2 − 5𝑡)

L’entrée 𝑥(𝑡) et la sortie 𝑦(𝑡) d’un système linéaire et invariant sont liées 
par la relation :

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
+ 2𝑦 𝑡 = ∞−׬

+∞
𝑥 𝜏 . 𝑧 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 − 𝑥(𝑡)

 

 où 𝑧 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡 + 3𝛿(𝑡)

 Trouver la réponse fréquentielle de ce système 𝐻 𝑓 =
𝑌 𝑓

𝑋 𝑓
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Exercices

Les images a-d ci-dessous représentent le module du spectre de Fourier des 

différentes images e-h. Indiquer, dans chaque cas à quelle image il correspond 

( Justifier chaque réponse par les caractéristiques présentes dans l’image )

 a) b) c) d)

 

   

 e) f) g) h)
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