[Master Imagina :l [Plan ] I. Quelques rappels de maths / Vecteur :l

1) Vecteur y
quelques rappels de maths ; .
. . o transformations de I'espace ; " | A(2.5)
Transformations, visualisation . . coordonnées (x, y, ...) telles que 5| % .
projections ; N=B.x—Ax A B v=AB
N visualisation ; y=B.y-A.y i . v(6,-4)
G. Gesquiere 3l Ny
i ) i ¢ opérations : 2r N -
Gilles.Gesquiere@liris.cnrs.fr o addition: 1L “, B(8. 1)
& soustraction ; T Y Y SN T TR S N ey

e multiplication par un scalaire.
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Extraits du cours de Romain Raffin; romain.raffin@univ-provence.f - .
|. Quelques rappels de maths / Vecteur :l |. Quelques rappels de maths / Vecteur :l E Quelques rappels de maths / Vecteur :I
Définition de la norme d'un vecteur Définition du produit scalaire de deux vecteurs L ) )
. . : . 2 ¢ : : 7 Application du produit scalaire dans le plan
Dans un repére orthonormeé, la norme d'un vecteur est : Dans un repére orthonorme, le produit scalaire associe deux vecteurs
. a un nombre réel : o o ”_.”(”_.” (_. _.))
7| 2 . u-v=|ujl\||vljcos(u,v
llall=vu,+uy®+... U-v=u,Xv,+u,Xv +...
Propriétés de la norme d'un vecteur Propriétés du produit scalaire de deux vecteurs
® lanorme d'un vecteur AB est la distance de A 4 B ®  symétrie : u- J'-= u_r i

® un vecteur de norme 1 est dit norme.

e pour tout vecteur 1 non nul, il existe un vecteur normé de méme direction : *  distributivité : |ul FU, P U3=Uy Ua+ Uy Uy
s homogénéité : (willu =oli-u')

e lien avec la norme : ﬁ-ﬁ=i|ﬂ”2
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-> calcul de I'angle entre 2 vecteurs



E. Quelques rappels de maths / Vecteur :l

Signe du produit scalaire
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I. Quelques rappels de maths / Matrices :l

Opérations supplémentaires sur les matrices
e déterminant, co-facteurs ;
* inversion (délicat), peut ne pas étre possible (revient au probléme de
recherche de solutions d’équations) ;
& fransposée

Autres besoins :
+ éguations paramétriques de droifes et courbes ;
- équations implicites de plans ;
+ changements de repéres.

I. Quelques rappels de maths / Vecteur ]

Définition du produit vectoriel de deux vecteurs
Dans un repére orthonormé, le produit vectoriel associe deux vecteurs
a un vecteur résultat :
L |uyxvamupxy,
UAV =|u,Xv ~u,xv,
U XV, —U XV
->le vecteur résultat est orthogonal aux deux premiers (utile pour les
reperes, les normales, ...)
unAv
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[Rappel du plan :I

quelgues-rappels-de-maths—
transformations de I'espace ;
projections ;

Visualisation ;

parties cachées.

|. Quelques rappels de maths / Matrices :l
2) Matrices a, a, a, |
bo b], b2 = collection de vecteurs

Opérations : ) :
e Addition: (%0 @ 4:0 ti|_|aotty a+ty
by by |Up Uy b,+u, b,+u,
® multiplication par un scalaire : a, a,|_|nxa, nxa,
nx =
b, b,| |nxb, nxb,

* multiplication par une matrice :

zjiauxtum,xuuj (agxt,+a,xu,)
|(bgxtytbyxuy) (byxt +byxu,)

all al
b, b,

t, t
uIJ l"ll

®

EI. Transformations de I'espace :l

survol en 2D ;

coordonnées homogeénes ;
translation ;

mise a l'échelle (scaling) ;

rotation ;

réflexions ;

compositions de transformations.



EI. Transformations / Survol en 2D ]

1) Survol en 2D
Translation de vecteur V dupoint P P'=P+V
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Il. Transformations / Survol en 2D :l
Les mémes relations peuvent étres écrites en 3D. |l se pose alors 3
problémes :
* opérations différentes pour les translations (addition de matrices) ;
® pb de commutativité ;

@ pb de la rotation 3D (définition de centre, continuité).

EI. Transformations / Survol en 2D

Rotation de centre O et d'angle t :

P'=R,P
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EI, Transformations de I'espace

survolen 200
coordonnées homogeénes ;
* translation ;

e mise a l'échelle (scaling) ;

* rotation ;

e réflexions ;

compositions de transformations.
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EI. Transformations / Survol en 2D ]

Homothétie de centre O et de rapportk: P'=k-P
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Il. Transformations / Coordonnées homogénes :I

Pour résoudre le probléme d’'écriture des opérations : on passe en
coordonnées homogénes.

-> on ajoute une coordonnée, w

Les coordonnées homogenes permettent de représenter toutes les
transformations affines comme des produits de matrice.

Valeurs de w :
® 1 pourles points ; ‘W

e (O pour les vecteurs. P
'




EI. Transformations / Coordonnées homogénes ]

Xp
X v X=Xylw,
Passage en coordonnées homogénes  |Y|7|, | 8¢ ¥ =Vi/w,
4 z=2,lw,
W
X 100T,| Iy
: = ' o1o0rT
P'=P+T |V | = vl x| Y
Translation 7 00113
W'l 000 1) (W
' S, 0 0 0of 1y
C o aha ' 0 S, 00
’ P'=SP-Y = y x| Y
Mise & I'échelle Y 0 0 s, oy
w0 0 0 1) Wh
X' 1.0 00 X
Réflexion pr=pM.p|y'| =0 -1 0 0 |y (par rapport a y)
z' 0 0 10 |z
w'lp.o |00 0 1)y (w)
EI. Transformations / Compositions :I

Pb de commutativité des transformations ? I'ordre est-il
important ? . ) .
Rotation puis scaling
Scaling puis rotation

EI, Transformations / Coordonnées homogénes :l

Rotation 3D en coordonnées homogénes

'
R,
- Rotation autour d'un axe (x, y, z) d'anglect
R,
A 1 .- B txy4sz baz-sy D" o
Ro|BY=sz B+e bymesx g Ay rs ?ﬂ:’g
bzesy tyz-sx Lz 4c o
» R, b 5 o 1] t=1-cosa
x
Rotation autour de (Ox) Retation autour de (Oy) Rotation autour de (Oz)
10 o0 0 lcosa 0 sina 0] [cosa -sina 0 0]
0 cose -sine 0O 0 10 o sina cosa 0 0O
0 sinx cosa 0 -sina 0 cose 0 0 0 1 0|
o0 0 1 0 oo 1 o o 0 1)
EI. Transformations / Compositions :I

Pb de commutativité ? , ) .
Rotation puis translation
Translation puis rotation

EI. Transformations de I'espace :l

compositions de transformations.

Il. Transformations / Compositions :I

Exemples d'utilisation (1) : principe de modélisation

Repére avant-bras

Repére bras Y

X Repére sol

Repére base



EI. Transformations / Compositions ] EI, Transformations de I'espace :l [Plan ]

Exemples d'utilisation (2) : principe de visualisation survelen 20— guelques-rappels-de-maths—
- arbre graphique ou graphe de scene m@genes_ transformations-detesn .
« CSG (Constructive Solid Geometry) o 2 ! projections ;
o fise-dtichelietsealing) visualisation ;
L Fatatiar . z
objets de départ e réflexions parties cachées.
wmpemm‘tm i i T

s af

soustraction intersection union

EII. Projections :l EII, Projections / paralléle :l EII, Projections / paralléle -l

Rappel 1) Projection paralléle rth hi
Il existe deux types de projections paralléles &) orthographique

o o o ) an 0 Tommato da o * projection orthographique lorsque |a direction de projection est .
™| de repere Projection visualisation Tracege perpendiculaire au plan de projection ; =

® changement de repére ® projection oblique sinon. &liminer 2

- wue de dessus

e projection 3D - 2D éliminer Y - vue de coté
2 I i e : éliminer X - we de face
Propriétés géométriques des projections paralléles i .
1) projections paralléles : 2) projections perspectives : < fi 2 |1 000
~orthographique “selon un axe principal ® conservent le parallélisme des droites ; M., :EO 100
- oblique - générale * conservent les rapports des distances selon une direction donnée. : ig g g (1]
B 4 \
- 0000
LA 0100
Direction de Al a E-f__._ Moan 1= 0010
projection Centre de
Plan de projection _0 001
projection




EII. Projections / paralléle

b) oblique

45°

0.5

cavaliere

cabinet

Maxonorth,x'Rz'Ry'Rx' T

EII. Projections / perspective

Analogie avec une caméra

EII. Projections / paralléle :l

volume de vue en projection paralléle

Pour se ramener a un volume de vue canonique, on effectue une
rotation du repeére.

¥ Volume de vue

Direction de
projection
—_—

p(M),T M T

,,,,,,,,,,,,,,,,, v
z e
i rredr
x far
Plan proche Plan lointain
Ill. Projections / perspective :l

Propriétés géométriques des projections en perspective

¢ |es projections ne
au plan de projection ;

vent pas le par des droites non paralléles

® |ataille d'un objet est inversement proportionnelle a sa distance au point
de projection :

EII, Projections / perspective :l

2) projection perspective
Définitions :
¢ [image d'un point M par une projection en perspective sur le plan P de
centre O est l'intersection de |la droite (OM) avec le plan P ;

® une projection en perspective dont le centre de projection est & l'infini est
une projection paralléle

da 2 droites

Centre da
projection

EII. Projections / perspective :I

Coordonnées du point projeté en fonction de celles du point
source, projection du point M sur le plan near :

|[ProjiM ) Proj i || =Mt |

dy

Objet Balte noire
¥l |- Plan de
projection
Y, X ¥ .
X
i

Plan de | :i Image

projection

virtuel

d

‘M

My Yy 2y

Centre de
projection

PO, 3y mear)

X
Y|~
Zup

near

Plan dé projection

Xm

(2,,/near)

Ium

(z,,/near)

near



EII. Projections / perspective :l

Matrice en coordonnées homogeénes de la projection

. 1 0 0 0
X o1 o o [X
Yi=o0oo0 1 oxY
z 1 z
w' |00 0 |w
near T
lll. Projections / perspective :l
Points de fuite

si une droite D coupe le plan de projection, il existe un point F, appelé point
de fuite appartenant a la projection de toute droite paralléle & D (cf. diapo
précédente) ;

on différencie les projections en perspective par le nombre de points de fuite
pour les directions des axes du repére (le nombre d'intersections des axes
de coordonnées avec le plan) ;

en général on a deux points de fuite (cameéra verticale non paralléle & un des
axes) ;

le troisiéme point de fuite n‘augmente pas significativement le réalisme.

EII. Projections / perspective :l

Volume de vue en projection perspective

Pour se ramener a un volume de vue canonique, on effectue une
rotation et une translation du repére.

Centre de y
projection

Planflointain

EIL Projections / perspective :l

Exemple (1) : 2 points de fuite

Ill. Projections / perspective :l
Calcul de la pseudo-profondeur dans une projection en
perspective

* On conserve une valeur de la profondeur telle que deux points
ayant la méme projection soient distinguables.
* On utilise une fonction homogéne avec celle de x ety :
M' =la-M_ +b)l-M,)
s etonchoisit M',=-1 pour M ,=-near etM',=1pourM,=-far

(On rend les faces avant et arriére du volume de vue coplanaires avec les faces du
volume de vue canonigue.)

_—lfar +near) (far xnear )
® donc 4=Yor rear) St b=-2i5 0
EII, Projections / perspective :l

Exemple (2) : 3 points de fuite




EV. Visualisation

si on reprend l'analogie de la caméra virtuelle :

parties cachées.

IV. Visualisation / Découpage et fenétrage

Qu faut-il aire

* |e découpage de la vue suivant les
plans avant et arriére du volume de
vision

* |e fenétrage a 'affichage

Quelques outils :
* interiorité d'un point pour un polygone
* appartenance d'un point & un segment
* intersection de segments
¢ inclusion d'un polygone dans un autre



