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Les surfaces paramétriques
Ce cours est une compilation :
- Du cours de Modélisation géométrique (IRIT-UPS Toulouse; Equipe Vortex)
- Cours de Christian Jacquemin (LIMSI- Paris 11)
- Cours de Marc Daniel (LSIS- Marseille)
- Cours de E. Bechet (Université de Liege)
- Cours Antoine Briere-Coté (ETS, Canada)
- Cours G. Gesquiére DUT Informatique- Arles
- Cours G. Gesquiére Gamagora- Lyon

« Définition générale
« Produit tensoriel de deux courbes

- Principe et définition

Tangentes, normales
- Carreaux d'Hermite
- Carreaux de Bézier
« Carreaux triangulaires de Bézier

« Patches de Coons

Représentation paramétrique

Représenation paramétrique

+ Forme générale d’une surface paramétrée:

«  Pour une courbe, un seul parametre est nécessaire :

//

L

Surface

* x=x(u)y=y(u) z=2(u)

+ Pour une surface, deux paramétres sont nécessaires :
s X=X (UV)Y=y(uv) 2=2(uv)
« Caractéristiques générales
« Les techniques de représentation sont des extensions des courbes paramétriques dans la seconde
dimension v;
Les surfaces ainsi obtenues partagent beaucoup de caractéristiques avec les courbes
correspondantes.

Exemple simple: Carreau rectangulaire du plan XY...

= Sommets Py(a, b), Py o(C, b), P1(C, d), Pos(@ d)...

4
Pg=le.dl vel 1 B, =(c.d)
d [ A — -
| %l v)=a+(c—aju
y=2 us1  Jyluv)=b+(d- by
T L | 2{u,v) =0
v
b4- - i
Fo=lobl i 1P, =le.b)
i '
1 1
> X
a c

Représentation paramétrique

Représentation paramétrique

« Exemple: Carreau planaire dans I’espace 3D...

* Sommets Py, Py, Py, Pos

Pluv) =P, + (P, P Ju+(P, P v

N

« Surface sphérique centrée en
PO = (x0, y0, z0):
xlee,v) = x, +r-coslu)- coslw)
S{uv) =1 e, )=y, +rcosfu) sinlw)
Hu,v) =z, +r-sinfu)

« aralléles (latitude): courbes
iso-paramétriques & u

constant;

*  Méridiens (longitude):
courbes iso-paramétriques a
W cste;
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Surfaces balayées

Surfaces balayées

« Surface de révolution
« Obtenue par révolution d’une courbe génératrice autour d’un axe de révolution;
*  Génératrice = courbe déplacée qui balaie la surface;

+  Lintersection d’un plan perpendiculaire & I"axe de révolution qui coupe la surface fourni un cercle
nommé paralléle;

Paralléle:
Cercle de rayon P, {ug)
avec u, constante

¥V Génératrice Plu)

« Surface cylindrique

Directrice P{u)

Créées par une droite directrice sur laquelle est translatée de maniére paralléle une courbe
génératrice.

« Directrice = Guide ou trajectoire;
Si la génératrice est un cercle, on obtient un cylindre circulaire;

SE: Extrusion = directrice droite (direction + distance) + profil générateur quelconque (esquisse);

Génératrice Qfv) oo

Blo) = Gio)

Surfaces balayées

Surface balayée

« Surface réglée

« Surface telle que en chaque point de la surface passe un segment de droite complétement contenu
dans la surface;

* Peut étre obtenue par balayage d’un segment de droite (génératrice) qui se déplace entre deux
courbes quelconques.

me

an 4

« Surface réglée (formulation mathématique):

S(u,v) = (1-v)P(u) + vQ(u)

Soit deux courbes P(u) et Q(u) définie dans I"espace 3D en fonction du méme paramétre u variant
de0al;

Si P(u) et Q(v), effectuer un changement de variable v = f(u);

Le principe revient a former un segment de droite entre tous les points évalués P(ui) et Q(ui):

Qo) $

G a'iy

Carreaux de surfaces

Définition générale

« Caractéristiques générales:
« Elément de base dans la définition de surfaces complexes;
« Equivalent aux segments pour la définition des courbes;
* Un carreau est considéré bi-paramétrique puisqu’il est décrit par deux parametres (u et v);
+ Pourun carreau, u et v varient habituellement de 0 a 1;

« En fixant u ou v, on génere une courbe iso-paramétrique sur la surface définie en fonction du 2e
parameétre;

* Une surface est ainsi décrite par un réseau de courbes iso-paramétriques;

« lci, incrément de 0.1en uetv.

Une surface paramétrique dans I'espace R® est définie
par une fonction f :

f: DXE - R'

Ainsi quand u parcourt D et v parcourt E, le point
p(u,v) parcourt la surface

Le point p(u,,V,) est l'intersection entre 2 courbes iso-
paramétriques : celle & u constant (u=u, en bleu) et
celle a v constant (v=v, en rouge).

|xlw vl=f lu,v)
= plavl=iplu,vl=folu,v)
|7Iu,|-~j’__|n.||
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Produit tensoriel : principe

Coins et bords

« Une facon de construire la surface paramétrique est de faire le produit tensoriel de deux
courbes paramétriques. Une courbe f,(u) est appelée courbe directrice et l'autre courbe fg(v) est
appelée courbe génératrice.

« La surface est obtenue en déplacant et déformant la courbe génératrice le long de la courbe
directrice.

génératrice

< Soient un (u,v) dans [a,b]®[c,d]

(a,c) |

Tangentes et normales

Carreau bi-cubique

Le plan tangent est défini par les vecteurs tangentes p!(u,,Vv,) et p*(u,,v,) aux deux courbes iso-
paramétriques passant par le point p(u,,v,) considéré.

« Lanormale est donnée par le produit vectoriel des tangentes

La normale unitaire est donnée par :
. P'(Up Vo)

Nty Vo)

Plag vy p' g vo)

g vp)=————————
C P (g, v X " (g v |

+  Un camean bi-cubique est obtenu en faisant le produit tensoriel de fonctions polynomiales de degrés
3 (I'une suivant le parameétre u et I'autre suivant le parameétre v) :

3 3
pluvi=Y ¥ au'v' |, aeR

2 =0
1 LI 2 3 LI )
Plu,vi=agtay vt agy +ay Vv Faguta vt aguy anuy Fotootagi v

+  Ceci nous améne i la formulation matricielle suivante :

@y dy dy Gy
p(u.v!=UAl’r=[n’ W ou l]a” Gu @y e
@y Ty Gy Gy
s A Ay G

- = €

Cumnembcmuﬂmkmﬁlafm&hmwmmﬂwm‘wﬂ
absolument pas inmitif == forme d'Hermite

Carreau bi-cubique d'Hermite

Carreaux de Bézier : maillage de contréle

» La forme bi-cubique dHermite se dérive de 'expression utilisée pour les courbes d'Hermite ©
pluy)=Flu)BF(vf' ,  (u,v)e[01F

avec F[H}="F|{M}.F,[J{I.Fllli?.}'—.liﬂ] vair le cours sur les caurbes d Hermite
ber. g 5 pour l'expression des F ful
F(v)=[F,(v), Fy(v), Fy(v), F,(v)]

Pu Pu P;o Pilu
_|Pw B0 PL P
B_ " w v u
P Py P Ph
P Ph P P

) € o1

La surface est contrélée a partir
d'un maillage régulier composé
de quadrilatéres

Les points de controles sont les
sommets S; du maillages et il
sont numérotés dans les
directions de u et de v

— Les (n+1) points de controle en u
donnent le degré n des courbes en
u.lcin=3.

— Les (m+1) points de contrdle en v
donnent le degré m des courbes
env.lcim=3.
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Carreaux de Bézier : produit tensoriel

Carreaux de Bézier : produit tensoriel

+ Pour évaluer un point p(u,,v,) sur la
courbe, on effectue un produit
tensoriel :

—Si nous choisissons les directrices dans la
direction de u

« Iy a une directrice dyu), (7=0.m) par
polygone de contréle dans la direction des
u

+ Le polygone de contrdle de la directrice
dJ(u) est défini par les points de contrdle S
(i=0..n)

+ Une directrice est une courbe de Bézier
définie par :

4w = ) Br@S,
i=0

Pour chaque directrice (en rouge), on évalue
le point dj(uo) :
n

dy(ug) = ) B o)Sip) = 0,.m

i=0

Les d.(u,) sont les sommets du polygone de
controle (en bleu) de la courbe génératrice
g(v)

9(v) = X0 B"(v)d;(uo)

Carreaux de Bézier : produit tensoriel

Carreaux de Bézier : définition

«  La génératrice est sur la surface et le point de la surface
P(uyV,) est alors celui de la courbe génératrice g(v) en
V=Y,

9(vo) = X0 B" (v0)d, (o)

En reportant I'équation des dj(u) dans
I'équation de g(v), on obtient I'‘équation du
carreau de Bézier :

p(w,v) = XiLo Xjko B WB[" (v)Sy;

e Un carreau de Bézier est défini a partir d'un maillage de contrdle et des polynomes de
Bernstein de la facon suivante :

P, v) = XiLo Xt B (B (0)Sy;

Exemple de carreau bi-cubique = produit tensoriel de deux courbes de degré 3 (ordre 4)

Modélisation par carreaux

Les fonctions de base

e C'est une modélisation type couture. On joint
les carreaux les uns aux autres en jouant sur la
position des points de contrles

< Les carreaux de Bézier sont construits par produit tensoriel de courbes de Bézier.

= Néanmoins, il est important de bien voir qu'ils sont obtenus par combinaison barycentrique de
leurs points de contréle :

nm

plu,v)= Y BY"(u,v)s,
=0, f=0

(u,v)E[0,1]
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s

ézier
de degré 3

ézier

2 Bulu.v)Sy

t+j+k=n

plu,v)

Exemple de carreau triangulaire de B

Carreaux triangulaires de B

Un carreau de Bézier triangulaire de degré n s ‘écrit de la fagon suivante

ézier

7

Carreaux triangulaires de B

Ce qui nous donne :

1-u—v

w=

k=1

u'v’w‘Sﬁ i

!

i1jlk!

i+ jrk=n

plu.v)

s

Exercices

-cubique

1er
de base B,* et B, sont

de base pour un
ézier b

Fonctions
carreau de B

Les 8 autres fonctions
obtenues par symétrie.

.
.
i
s la
-
.
.
-

-
.
.
.
G

o

.
L
o< dans

>
-
o

G
-
-
.
-

i

i
i
-
-
-

.
L
.

i
P
5 ¢
2
-
.
-

5
a

.
e
.
e
e
-
.
.

e
I

-
-

=

.
B
=
=

il
L
.
.
-

.
o
i
.
i

-
-
ik

-
i

-
-

L L

-
.

-
e

-
i

it
-
L

.
Lo
-

.
.
.

> (U
Lo
.

.

=
s
- =

<

o

il
-

X 20
-
.
.
*ﬁ*uﬁu**

ézier

7

Carreaux triangulaires de B

dans le triangle.
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ées barycentr

les coordonni

Ise

, on util

triangulaire

Inir un carreau

Pour défi

Le polynéme de Bernstein est donné par I'équation

barycentrique du point dans le triangle :

ees

LV et w sont les coordonn

oliu

vz0 ., w=0

uz=0

w=]—-u—v
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Ineaires

Patches de coons b

inéaire

= Steven Anson Coons — (travaux publiés en 1967 mais

= Patch de Coons b

de travaux durant WWIl dans l'aéronautique)

= Soit 4 courbes paramétrées (Bézier ou B

ISSUS

-Splines ou

autres) se rencontrant en 4 points (A,B,C,D)
(v}, Q,(v) tels que

= Pu),Plu),Q

=P.(0)

D

=C=P(1) Q)=
= La surface S(u,v) est portée par

Q1)

ces 4 courbes

s

nuite

Exercices sur la cont
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Inealres

Patches de coons b

ini par

f

de Coons est dé

eaire

= Le patch bilin

v)+8,(u,v)=S,lu,v)

(u,

|

V=5

Slu

= Pourquoi ?

D

interpole AB,C
5, aussi

dépendant uniquement de A,B.C.D et lindaire sur chaque bord.

« 5+5, ne peut donc interpoler A,B.C,D que si l'on y retire un terme

Slu,v)

Patches de coons bicubiques

= Patch bicubique

= Interpolation de Hermite

ions aux coins

= 4 posit
« 8d

les

erivees norma

")
&
[=]
o
x
5
©
=
=]

= 4 vecteurs torsi

v

v

v
1

H

v
0l

A
A
A
A

v
00

v

A
A
A
A

Ay A
A

A

A

v
1

10

Ay
A
A

u v v
01 00 01
v

u
00

o

P
1]

10

u
i}

10

(u,v)=lv",u’,u,1H"

S

-
e

-
;

.
.

-
-

i
i

B

;s =

Inealres

Patches de coons b

= On définit 3 surfaces réglées par interpolation linéaire

S, (u,v)=(1=v)P,(u)+vP,lu)
S, lu,v)=(1-u)Q,(v)+uQ,(v)

Sylu,v)=(1-u)(1-v)A+u(l-v)B+v(l—u)D+uvC

[
=
%

Sy

S

St

55

S

S

o
=2

o

o

S

s

e

==

s

e
=
O

;s =

Inealres

Patches de coons b

Ineaire

= Caractéristiques du patch de Coons b

= Facile a construire

= Basé sur des courbes frontiéres quelconques

= Pas de contrdle de la forme intérieure de la surface

* Impossible dimposer une continuité C' entre deux patches voisins

sans contraintes sur les courbes frontiéres
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Patches de coons bicubiques

Patches de coons bicubiques

= Patch bicubique A
= Interpolation de Hermite
= 4 positions aux coins

= B8 dérivées normales
= 4 vecteurs torsion aux coins - ;"'
s gl i
I "400 Alil "qll? AIJ[ | V‘
Sy(u,v)=lu' v u,1|H" Allrﬂ A.l.l A\IJU A:“‘ H 3
Ai’| l'q|J| A|I’ A(” v
'Allrfl Al:l A'.'ﬁ "q";lu \1]

= H est la matrice de Hermite

—

10 -3 2|
e w0 0 3 =2|4?
C(u)=(A,,A,,A", A
WS WPe%n S llg 1 5 1 ||y
“ oo -1 1/|1]
A o
) ~
7 )
i A
7 .
A

Patches de coons bicubiques

Patches de coons bicubiques

= Patch de Coons bicubique

= On peut construire une surface basée sur n'importe
quelle courbes frontiéres comme pour le patch
bilinéaire

= 8 courbes sont nécessaire 4 courbes position + 4
dérivées normales correspondantes

= |l y a des contraintes entre la dérivée sur le bord et la
courbe position sur un bord coincident 0

= On définit comme pour le cas bilinéaire deux
surfaces partielles

3

v
S, (u,v)=P,(u),P,(u), P (u), Pi(u) H|V
v
1/ Pilu)
pd e dc
~f—
[ 3] Qiiv) .": ’ S Qalv)
] St |
s._.eu.v1='o1|vn.o-_.rv1.o.“1vJ,QZ[vJZH‘; T X
\ " |
i1 ,'I g S
: "—;—'"/P,Im 'Bb
A ¥

Patches de coons bicubiques

Patches de coons bicubiques

S,(u,v) Sylu,v)

= Patch de Coons bicubique

Slu,v)=5u,v)+5,(u,v)—-5,(u,v)

r| A

| #

Al

Syu )=l o’ v, 1|H

A Ay M

Les termes de la matrice sont déterminés a l'aide des
courbes P et @ . et vérifient Ie% Sonditions suivante ;

A,

Ay=P(0)=Q,(0)  A=P,(0)=Q(1)  Au=Pi(0)=SE(0) A =pif0jmin)
av v
v a9, ¥ o aQ,
=P (1=0,0)  A=PI=Qi1)  Au=Pi(1=E(0) A= P1)=22) §
5 ap, 0 2P
A=0(0)=2L20) an=giin)=22(0f ag=2%lWq) 2Rilu)
ou 7 o

L agiv) . apilu),
Ag=—t S0 Ag=——(1)=—2(0)
. ap, ap, arlv) . agilu) aQilv), .. aPiu)
LY * moi(1)m 2 = BPv) 205 - LA R
Ap=Qi(0)=-t 1) AL=Qi1)= 1) AR=—t—(1)==—2(0) A== {1)=—2(1)
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Patches de coons bicubiques Patches de coons bicubiques
* Patch de Coons bicubique = On peut imposer la position et la tangente normale le
S(u,v)=8,(u,v)+S,(u,v)-5,(u,v) o long des 4 bords
! T A Ay By &) |y ; s .
e A A = Reste |le probléme de la continuité aux coins
Balu R U0 A AN AT | = Onimpose habit. que les déri soient nulles.
A A anoAn « Il existe d'autres techniques dans la littérature...

Les termes de la matrice sont déterminés a l'aide des
courbes P et Q . et vérifient les conditions suivante :
Ay=P,(0)=Q,l0) A =P,l0)=Q,(1) ,\‘.,-p;.n.-f;_._‘::’._un_- A,'..up;rnmf;!'__ﬁ:.km
Ag=P(1)=Q,0) A =P,(1)=qQ,1) ,\;,,-p,‘um%ma A},-lel-t%ll:
few

!?,fv“’m'“ AT gL

du

5 )
I.,u‘w[ﬂ,ﬂ-u
- &8 -, IS

\{l, g m[l,ﬂ]-u Al 1g 6“.__9“,1]-0‘)

Pig) .q;,-q;n:--%lm

—— Py o e 3Py
A= Qi(0)=—=1) AL=Q3(1 =21




