CHAPITRE 6

FUSION ET EVOLUTION DES
CARACTERISTIQUES TOPOLOGIQUES

Chapitre 5, nous avons défini la carte topologique en dimersid@ette définition utilise
I'opération de fusion, que nous avons présentée et pour laquelle nous avons donné les différents
algorithmes. Nous définissons maintenant section 6.1 I'opération de fusion de maniéere algébrique.
Cela permet de prouver que cette opération est valide, et formalise son cadre d'utilisation. Pour
cela, nous utilisons le formalisme des cartes généralisées, (présentées section 2.3) afin de profiter
de leur homogénéité qui simplifie les différents cas a traiter. Sachant que les cartes combinatoires
et les cartes généralisées sont équivalentes lorsque les subdivisions considérées sont orientables
et fermées, cela valide cette étude pour les cartes combinatoires fermées. Nous nous intéressons
ici uniguement a la dimensioB, la dimension2 étant plus simple a traiter et qu’elle peut étre
considérée comme un cas particulier de la dimen3ion

Section 6.2 nous nous intéressons aux fusions dans le cadre de la construction de la carte
topologique. Nous avons vu que pour construire cette carte, nous partons de la carte « compléte »,
le niveau0, ou chaque volume représente un voxel de I'image. Nous effectuons ensuite certaines
fusions, suivant les contraintes déja présentées, et arrivons finalement a la carte topologique. Nous
allons considérer la suite des fusions effectuées pour arriver a cette carte, et montrer qu'il est
possible de la « réorganiser » afin de commencer par les fusions de plus grande dimension, tout en
arrivant finalement au méme résultat.

Cette possibilité de « réorganisation » estimportante, car elle nous permet section 6.3 d’étudier
I'évolution des caractéristiques topologiques lors de I'opération de fusion, en étudiant un nombre
de cas raisonnable. Cela nous permet de prouver que la carte topologique conserve bien toute
les informations topologiques des objets qu’elle représente, ce qui est primordial pour valider ce
modéle. Cela nous permet également de prouver quenasaux de simplification représentent
tous les mémes informations topologiques. Enfin, cette étude exhaustive des cas pouvant se pro-
duire pour I'opération de fusion permet de nous assurer d’avoir traité tous les cas de déconnexion
possibles.
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178 Chapitre 6. Fusion et évolution des caractéristiques topologiques

6.1 Définition algébrique de I'opération de fusion

Nous avons déja présenté I'opération de fusion lors de la définition de la carte topologique
en dimensiong et 3. Nous rappelons ici brievement les points importants. L'opération de fusion
consiste a remplacer une ou deux 1)-cellules adjacentes par une se(ile 1)-cellule représen-
tant I'union des deux. Cette modification s’effectue en supprimaintélule incidente aux deux
(i + 1)-cellules, et en mettant & jour les liaisons entre ces cellules. Nous parlons ici de fusion de
dimensiori lorsque nous supprimons uieellule, et disons que nous fusionnons les dgux1 )-
cellules le long de cettecellule. De maniéere générale, en dimensigil existe exactement — 1
types de fusions possibles, qui sont les fusions de dimefsion— 1.

Pour pouvoir effectuer la fusion de detix+ 1)-cellules le long d’une-cellule, nous fixons
des contraintes sur cettecellule afin de pouvoir garantir la validité de la fusion. Cettellule
doit étrelocalement de degré deubntuitivement, le degré local d’'unecellule est le nombre de
demi<{i + 1)-cellules qui lui sont incidentes. L'avantage de cette notion est de regrouper les deux
cas ou lai-cellule est de degré ou 2. Cela évite de les différencier, sachant que la fusion est
identigue dans les deux cas.

Définition 33 (Cellule localement de degré deux)oit unei-cellule C =< {ag, a1, az, as}
—a; > (b), 0 < i < 2. Nous notons

- k=< {Oé(), a1, 2, 043} — {Oél', a(i—i—l)} > (b) ;

— By =<{ao, o1, a2, a3} = {ai, a1y} > (1) ().
La i-celluleC estlocalement de degré deussi

1. FiUE, =C,
2. BiNEy=0;
3.Vbe C,
- Sii:O, alg(b) 2 (b),

(b).

N =

=
— Sii = 1, agg(b) = a3

De maniére intuitive, les deux ensemblgs et E> correspondent aux deux defagellules
incidentes &'. Si C est localement de degré deux, alors ces deux derailules doivent étre
disjointes, sinoi’ serait localement de degtéet leur union doit étr€’, sinonC serait localement
de degré supérieurd La troisiéme contrainte est nécessaire afin d’'étre sr de pouvoir effectuer
cette fusion, et conserver les contraintes des G-cartes apres celle-ci. Remarquon&geeF,
ne peuvent jamais étre des ensembles vides, étant donné qu'ils contiennent au maoins chacun le brin
b. Par la suite, nous notong ety les deux éléments dexvo, a1, a2, az} —{ay, a4}, € qui
permet de simplifier I'écriture des deux ensemliig®t E'5. Nous présentons maintenant quelques
propriétés découlant de la définition des cellules localement de degré deux. Ces propriétés sont
nécessaires pour la preuve de la validité de I'opération de fusion.

Remarque Soit C' unei-cellule localement de degré deux. Pour tout byide C' nous avons
i1y (b) = ajaiy1)(b) etagyar(b) = akoy (b).
Cela peut se vérifier exhaustivement pour les trois différentes valeunsadsibles.
— Pouri = 0: oj = ap etay, = as. Alors, ajap = apay est vérifiée par la définition des
i-cellules localement de degfé et a3 = agay est toujours Vvérifiée par définition des
G-cartes.
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— Pouri = 1: o = ag etay, = az. Alors asag = agas est vraie par définition des G-cartes,
etasas = agas est donnée par la définition désellules localement de deg2é

— Pouri = 2: aj = ag etag, = aq. Les deux contrainteszag = apaz etaza; = ajas
sont toujours vraies par définition des G-cartes.

Propriété 7 SoitC unei-cellule localement de deg® AlorsVb € C, b n'est pas(i + 1)-libre.

Preuve de la propriété 7 SoitC' =< {ao, a1, ag, ag} —a; > (b) unei-cellule localement

de degré2. Sib est(i + 1)-libre, alors nous avongl; = E> ce qui contreditE; N Ey = ().
Commery(; 41y (b) = ajaip1y(b), Siay(b) # b, alorsa;(b) n'est pas(i + 1)-libre. Il en est de
méme poury (b). Nous pouvons effectuer cette démonstration de proche en proche, et finalement
prouver que chaque brin d&; et deE; n'est pas(i + 1)-libre, et donc que chaque brin d& ne

I'est pas non plus. O

Propriété 8 SoitC unei-cellule localement de degrg Alorsvb € C, nous avon$ € £ =
Oé(i+1) (b) S E2 etb S EQ = Oé(i+1) (b) S El.

Preuve de la propriété 8 Soitb; un brin deE;. Nous avong; =< a;, o > (b), et By =<
aj,ar > (ag4)(b)). Supposons; = ay1)(b1) € E1. Alorsa;(bz) € Ey par définition deF; .
Etant donné quey;,1yc;(b1) = a1 (b1), commen;(ai1y(br)) € Er, alors o1y (a;(b1))

€ Ey. De maniéere similaire, nous pouvons montrer @yg, )(ax(b1)) € E1. En effectuant ce
raisonnement de proche en proche, nous montron¥f@e £, nous avonsy(;;.1)(b) € E1. Dans
ce cas, Comme' =< a, o, ai41) > (b), nous avonds; = C, et commes, # () cela contredit
E1 N Ey = () etle fait queC est une-cellule localement de deg Nous pouvons effectuer cette
démonstration de maniere symetrique pour montrerfue Es, a;41)(b) € Ei. O

Remarque SoitC' unei-cellule localement de degg AlorsVb € C, si nous notons

- E{ =< {ao,al,ag,ag} — {Cti,a(lqu)} > (b)

— By =<{ag,a1,a2, a3} — {ai, agir1y} > (agg1) (b))
alors nous avon$E| = E) et E), = Ey) ou (E} = Ey etEly, = Ey).

Cette remarque permet, lorsqu’uiteellule C' est localement de degi de montrer que le
brin de départ pour calculer les deux demi-cellules n'est pas important, et que la propriété est
homogeéne. Elle peut se prouver facilement, en regardant que’panei-cellule localement de
degré2, Vb € C, soitb € E1, soith € Es.

- Sib € Ej, alorsE] = E; par définition des orbites. Etant donné que nous savons que

a(i4+1)(b) € Ez, carC est unei-cellule localement de deg nous avons égalemeht, =

BEs.
— Sib € E», nous pouvons faire un raisonnement similaire pour montrerifue- E» et
E} = F;.

Nous pouvons maintenant définir, de maniére formelle et générale, I'opération de fusion.

Définition 34 (Fusion de deux (i+1)-cellules)SoitG = (B, ay, a1, as, ag) une3-G-carte,b €
Bun brin eti € {0, 1,2}, tel queC =< {ap, a1, a2, a3} — a; > (b), lai-cellule incidente au
brin b, soit localement de degré deux. Nous notBds= «;(C) — C les brins cousus pat; aux
brins deC' et n’appartenant pas &'. Lafusiondes deux: + 1)-cellules adjacentes le long de
estla3-G-carteG’ = (B’, o, o}, oy, o) définie par :
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- B =

B-C;

- Vj€{0,1,2,3} =i, o, = aj|pr;
— Vb e B'— B2, aj(b) = a;(b);

— Vb e B% si3V € B*tel queb’ = (ai1)a:)"(ui(b)), alors on posen(b) = (ap1yc)*

%
’

(a;; (b)) aveck’ étant égal au plus petit ; sinonon posex,(b) = b.

Cette fusion est valable pour toudes-carte, a la seule condition queilaellule C' soit loca-
lement de degré. Les notations utilisées pour cette définition sont :

-G =

(B, ap, a1, g, ar3) est la3-G-carte de départ;

— C est lai-cellule & supprimer;
— B? est 'ensemble des brins cousus pa@aux brins deC' et n’appartenant pas@;

-G =

(B, oq, o, oy, o) est la3-G-carte résultant de I'opération de fusion.

Seule linvolutiona; est modifiée pour les brins appartenanB? les autres brins conservent
les mémes coutures. Pour les brins appartendst,anous différencions deux cas suivant qu'il
existe ou nort’ € B2 tel qued’ = (a(iﬂ)ai)’f(ai(b)). Le deuxiéme cas permet de traiter les
configurations ou il n’existe pas un brin image pagr Ce cas survient uniqguement pour les G-
cartes ouvertes, et peut étre supprimé si nous nous limitons aux G-cartes fermées.

Théoreme 1 SoitG une3-G-carte etC unei-cellule localement de degg alors G’ obtenue par
fusion des deug + 1)-cellules adjacentes le long de est une3-G-carte.

Preuve du théoréme 1

1. pour aj # ;@ Soith; € B’. Montrons queh, = «;(b1) € B’. Supposons que, ¢
B’. Alors, étant donné qu®&’ = B — C nous avong, € C. Etant donné qu&’ =<
{0, a1, 2,3} — o > (), nous pouvons dire que & € C alorsb; = «a;(bs) € C, ce
qui est en contradiction avédg € B’.

2. pour oy :

(@)

(b)

pourb; € B’ — B2 : Montrons queby = «;(b1) € B’, par le méme raisonnement
que pour le cas précédent. Supposonsigug B’. Alors nous avons, € C. Dans ce
cas,by = «a;(be) € B? ou e C par définition deB? ce qui, dans les deux cas, est en
contradiction ave®; € B’ — B2.

pour by € B?: Nous effectuons une démonstration générique, qui sera ensuite
instanciée pour les trois différentes fusions possibles. Goit {ag, a1, as, ag} —
{ai, a(i+1y }- Nous montrons que si nous avang = «y; pour tout brin, et 1) =
y(i+1) Pour les brins deC, alors nous avone; (b1) = «j;(b1). Notonsby = ay(b1).
Nous avon®) = «;(b1) € C par définition deB; et oy (b)) € C par définition de
C. Etant donné quev;;(b;) = ay;(b1), nous avons dong; (b)) = a;(bs) et donc

by = ai(be) € C. CommeC est localement de degré deux, alors nous avgns,y; =
ay(i+1)- Comme nous avons egalement = «y;, alors nous obtenons que pour tout
brin de C, a ;1) © au = g 0 ai11y;- Commedy € C, nous obtenons .1y, (b)) =
(i+1)i(b1) = i1y (b5). Siey41)i(b7) € C alors nous pouvons reprendre ce méme
raisonnement afin de montrer qu; ;. 1y;(i+1)a(01) = yit1)i+1):(b1), et au final
pour prouver que((Jz(z-Jrl)i)’C oaq(by) =aqo (a(iﬂ)i)k(b’l), ou k est le plus petit entier
tel que(a;i 1)) FH (b)) € C et(agi1):)* (b)) € C. Siun telk existe, alors c’est le
méme que pour la définition dg et nous avons donc bien prousé (b1) = a;;(b1).
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FiG. 6.2 — La fusion de faces.

Si un telk n’existe pas, alors nous avons un btitnde C' libre pour «; (car les brins
de C sont tous cousu pouti(;; 1)), tel que(a(lﬂ)z) (by) = bb. Alors pour cek,
NOUS avons prouve quer(4 1) DEoab)) =0 (a (i+1) ,)F(}). Ce qui peut s'écrire
autrement paxa;;1);)" o al(b’) = a(i+1))" (by). Si(ag41)) (b)) = bb € C, alors
Q(it1)i ) (by) € C et donc nous aurons)(by) = by etaj(bs) = by, €t NouUs aurons
donc bieno,(b1) = o, (b1).

—1=0:

— Poura; = as, nous avons bieng, = asy pour chaque brin, par définition des
G-cartes, et pour les brins d& : o195 = ao; car C est localement de degré deux.
Nous obtenons donc qué, (b1) = ab(b1).

— Poura; = ag, nous avonsyyz = aizg €tagz = agy pour tout brin, par définition
des G-cartes. Nous obtenons big (b1) = o, (b1).

— 4 = 1: Poura; = as, NOUS avonsr s = a3 pour chaque brin, par définition des
G-cartes, et pour les brins d€ : as3 = a3y car C est localement de degré deux.
Nous prouvons donc qué ;(b) = o, (b1).

— 1 = 2: Poura; = ag, NOUS avonsyyy = a2 €t azg = agz pour tout brin, par
définition des G-cartes. Nous prouvons deng(b;) = af,(b1).

Lorsque nous regroupons toutes ces informations, nous obtenons, padégaux & restreints

a B’, que les contraintes des G-cartes sont toujours vérifiées, étant donné que nous conservons
les mémes coutures. Pouf, nous avons prouvé, pour chacune des trois fusions possibles, que les
différentes contraintes des G-cartes étaient toujours vérifiées. Cela prouve doid¢ gseune
3-G-carte. O

Nous pouvons voir trois exemples de fusion, un pour chaque dimensi@h gdeesentés fi-
gures 6.1, 6.2 et 6.3. Sur ces figures, nous avons représg ig gris clair etz en traits épais
et foncésog et a; ne sont pas représentés afin de ne pas surcharger les figures, mais peuvent se
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b=

retrouver sans difficulté de par la maniére dont nous dessinons les G-cartes. Enfin, nous avons
dessiné en fonceé les brins appartenant,da cellule que nous supprimons, et en noir les brins
appartenant @,, brins pour lesquels nous modifion$. Les autres brins sont de couleur plus
claire étant donné gu'ils ne sont pas concernés pas la fusion. Ces figures permettent de vérifier
que seuls les/-coutures des brins dB, sont modifiées. De plus, nous pouvons vérifier que la
définition algébrique de la fusion modifie bien la carte initiale pour obtenir le résultat de la fusion.

FiG. 6.3 — La fusion d’arétes.

6.2 Les fusions pour la définition de la carte topologique

La carte topologique en dimensidnest la carte minimale codant les frontiéres intervoxel
d'une image3d segmentée en régions. Nous I'avons définie a partir de la carte de Hiveau
chaque volume représente un voxel de I'image, plus un volume représentant la région infinie en-
tourant ces voxels. A partir de cette carte, nous effectuons les fusions de toutes les cellules adja-
centes incidentes a une cellule localement de degré deux. Nous rigtons , fi) la suite des
fusions effectuées a partir de la carte compléte pour obtenir la carte topologique. Chaque fusion
s’effectue le long d’une cellule localement de degré deux. Nous nafgfsla dimension de la
cellule supprimée par la fusiofy, qui appartient 0, 1, 2}, et C(f;) cette cellule.

Pour la définition de la carte topologique présentée section 5.2, nous commencgons par fu-
sionner les volumes de mémes régions, puis les faces coplanaires, les arétes alignées, les faces
non coplanaires et enfin les arétes alignées. Ce choix de I'ordre et du type de cellules fusionnées
nous permet d'obtenir la carte des frontiéres, qui peut étre plongée uniquement par ses sommets,
comme un niveau intermédiaire de simplification. Mais il est possible de réorganiser ces fusions
de maniére différente, en obtenant finalement la méme carte topologique.

Théoréme 2 SoitG une3-G-carte et(f1, ..., fr) une suite de fusions effectuées a partieest
G’ la G-carte résultant de ces fusions. Alors il existe une suite de fusfens.. ., fa, , f1,,-- - f1,,
foys - -+ fo,,) Qui, partant deG produit également’, et vérifianty f; , d(fi;) = i.

En d’'autres termes, cela revient a dire que, pour toute suite de fusions, il existe une suite de fu-
sions ordonnées produisant la méme G-carte : nous commencons par faire des fusions de volumes,
puis des fusions de faces et enfin des fusions d’arétes. Pour prouver ce théoréme, nous donnons des
régles de réécriture, qui nous permettent de modifier progressivement une suite de fusions jusqu’a
obtenir une suite ordonnée. Soit deux fusions consécufivessf; ; tel qued(f;) < d(fi+1). 11y
atrois cas différents.



6.2. Les fusions pour la définition de la carte topologique 183

1. d(f;) = Oetd(fi+1) = 1. Silaréte résultant de la fusiofy n'est pasC(f;+1), alors
nous échangeons simplemghtt f;, 1 ; sinon nous remplagons ces deux fusions par deux
fusions de faces le long des deux arétes qui étaient fusionné¢s par

fit1
\ N
- """"l"""%Jf;\*f]i?lfJ,f,ﬂf R N y
R B -

FIG. 6.4 — Avant . f; est une fusion d'arétes, ¢, fusion de faces. Apresf; et f; ; sont deux
fusions de faces.

2. d(f;) = 0etd(fi+1) = 2. Nous pouvons échanger ces deux fusions sans aucune
modification, a condition que la fusigfi, ; ne détruise pas totalement les deux arétes devant
étre fusionnées paf;. En effet, dans ce cas, nous n'avons plus besoin d'effectuer cette
deuxiéme fusion, et nous remplagons donc ces deux fusiong par

3. d(f;) = 1etd(fi+1) = 2. Sila face résultant de la fusiofy n’est pasC( fi+1), alors
nous échangeons simplemghtet f;. 1 ; sinon nous remplagons ces deux fusions pas deux
fusions de volumes le long des deux faces qui étaient fusionnégs par

N N

NNl

i+1

-

FIG. 6.5 — Avant :f; est une fusion de faces, g, fusion de volumes. Aprésf; et f; ; sont
deux fusions de volumes.

Nous montrons maintenant que ces changements ne provoquent aucune modificati@n sur la
G-carte obtenue au final. Nous donnons ici seulement les idées de preuves, car la preuve formelle
serait longue et technigue.

Preuve du théoreme 2 Soit G une 3-G-carte et(fi,. .., fx) une suite de fusions. Considérons

deux fusions consécutive$.et fiy1 tel qued(f;) < d(fi+1). S'iln’en existe pas, alors la suite de
fusions est ordonnée. Sinon, nous modifions ces deux fusions suivant les trois regles de réécriture
données ci-dessus. Nous montrons que la G-carte résultant des deux fusions initiale est la méme
gue celle obtenue aprés avoir modifié ces deux fusions.

1. d(f;) = 0etd(fi+1) = 1. C(f;) estun sommet &f(f, 1) est une aréte. La premiere
fusion consiste a fusionner deux arétes en une seule, que nous aotBnd # C(fiy1),
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alors nous pouvons échanger sans aucune modification les deux fusions. En effet, au cours
de la fusionf; i, la seule aréte supprimée &St f;+1), les autres ne sont pas modifiées.

Les deux arétes fusionnées pArexisteront et seront identiques si nous commencgons a
fusionner f;+1 puis f;. Il faut donc étudier le cas ol = C(fi+1). Ce cas est présenté
figure 6.4, ou la deuxiéme fusion (fusion de faces) s’effectue le long de I'aréte résultant de
la premiére fusion. Nous pouvons voir sur cette figure, que ces deux fusions peuvent sans
probléme se remplacer par deux fusions de faces consécutives le long des deux arétes qui
étaient fusionnées par la premiére fusion. Nous obtiendrons bien la B@&rnearte au final

que celle obtenue en effectuant les deux fusfpesf;, 1. De maniére intuitive, les coutures
modifiées par la fusiorf; concernent des brins qui seront ensuite détruits pas la deuxiéme
fusion.

2. d(f;) = 0etd(fi+1) = 2. C(f;) estun sommet &t( f;11) est une face. Sil'aréte résul-
tant de la fusionf; n’est pas incidente a la fad@( f;;1), alors nous pouvons intervertir les
deux fusions sans aucune maodification, car elles sont totalement indépendantes. Sinon, nous
pouvons également intervertir les deux fusions sans difficulté. En effet, si nous commencons
par la fusion de volumes, la fac@( f;;1) sera supprimée de la G-carte. Si les deux arétes
fusionnées par; existent encore aprés cette fusion, alors nous pouvons les fusionner par
la méme fusion qug;, il y aura juste moins de brins étant donné que ceux appartenant a
C(fi+1) ont été détruits. Sinon, l'aréte entiére a été détruite et nous n’avons plus besoin
d’effectuer la fusion d’arétes.

3.d(f;) = letd(fiv1) = 2. C(f;) estune aréte ef’(f;+1) est une face. La premiére
fusion consiste a fusionner deux faces en une seule, que nous #ot8NS" # C'(fit1),
alors nous pouvons échanger sans aucune modification les deux fusions. En effet, au cours
de la fusionf;;1, la seule face supprimée &st f; 1), les autres ne sont pas modifiées. Les
deux faces fusionnées pArexisteront et seront identiques si nous commencgons a fusionner
fix1 puis f;. Il faut donc étudier le cas oli = C(f;+1). Ce cas est présenté figure 6.5, ou
la deuxiéme fusion (fusion de volume) s’effectue le long de la face résultant de la premiere
fusion. Nous pouvons voir sur cette figure, que ces deux fusions peuvent sans probléme
se remplacer par deux fusions de volumes consécutives le long des deux faces qui étaient
fusionnées par la premiére fusion. Nous obtiendrons bien la n¥@warte au final que
celle obtenue en effectuant les deux fusifiret f;1 1.

Ces trois régles de réécriture permettent, a partir de n'importe quelle suite de fugians. , fx),

de définir progressivement des nouvelles suites de fusions, chacune produisant au final la méme
3-G-carte. Etant donné qu’a chaque étape nous supprimons un cas ou deux fusions consécutives
sont dans le « mauvais ordre », et que nous n’augmentons pas le nombre d’éléments dans la suite
de fusions, nous pouvons garantir que notre processus de réécriture va s’arréter et produire au
final une suite de fusions correctement ordonnée, et produisant la Bx8vmarte que la premiére

suite de fusions. O
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6.3 L'évolution des caractéristiques topologiques

Nous étudions maintenant I'évolution des caractéristiques topologiques lors des différentes
fusions. Pour cela, nous regardons la G-carte que nous avons avant et apres une fusion, et étudions
I'évolution de ces caractéristiques. Nous utilisons pour cela la formule d’Euler

#F — #A+#5=2—2G

OU#F estle nombre de face# A le nombre d'arétes#S le nombre de sommets €tle genre.

Elle permet de caractériser un volume, en étudiant le genre de sa surface. Dans la suite de ce travail,
nous notonstF', # A et#S le nombre de cellules correspondante§ é¢ genre du volume avant

la fusion, et#nF', #nA et#nS etnG ces mémes nombres aprés la fusion.

Nous nous placons dans le cadre des cartes topologigaebant que n'importe quelle carte
topologique peut s’obtenir & partir de la carte compléte en effectuant une suite de fysions,
fx) ordonnées, nous traitons d’abord les fusions de volumes, puis les fusions de faces et enfin les
fusions d’arétes. Cet ordre sur la suite de fusions permet de limiter le nombre de configurations
possibles. Par exemple, pour étudier la fusion de volumes, nous savons que toutes les faces de la
G-carte sont carrées et composées dans.

La formule d’Euler peut se calculer trés simplement suBk-cartes. Comme elle permet
de caractériser uniquement les volumes par leurs surfaces, elle ne prend pas en compte les faces
cousues patvg, et nous comptons donc deux faces dans ce cas. La formule d’Euler peut donc se
réécrire par :
z(a, 1) — z(ap, a2) + z(ag, ) =2 — 2G

ou z(ay, ;) est le nombre d’orbites: «;, o; >. Cette formule est applicable uniqguement pour un
seul et méme volume, les différents nombres d’orbites étant calculés sur les brins de ce volume.

Afin de montrer que |e§ niveaux de simplification représentent les mémes informations topo-
logiques, nous montrons que le genre de chaque objet reste invariant apreés chaque fusion de faces
et d'arétes. En effet, ce sont les deux seules fusions utilisées pour passer de la carte de niveau
aux cing autres niveaux. L'étude sur la fusion de volumes, utilisée afin de construire la carte de
niveaul a partir du niveal, permet de vérifier que nous avons bien traité correctement toutes les
configurations pouvant se produire lors de cette fusion, et que nous n’avons pas oublié de cas de
déconnexion.

6.3.1 Fusion de volumes

Nous fusionnons deux volumes et v, le long de la face” incidente aux deux volumes et
localement de degré deux. De par I'ordre sur les fusions, nous n'avons encore effectué ni fusion
de faces ni fusion d’arétes. Nous avons donc exclusivement des faces « carrées », c’est-a-dire
composées de huit brins de méme longueur. Il y a deux cas différents, suivant gues ou
v1 # v9, et dans le premier cas plusieurs cas selon la configuration des arétes de’laGacsont
les différents cas ol une ou plusieurs de ces arétes sont de degré un que nous étudions. Comme la
face est carrée, il y a seuleméntas différents.

!Mais toujours en utilisant le formalisme des G-cartes.
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Casl: vy # va.

C’est le cas le plus simple ou nous fusionnons deux volumes différents. Il est facile de voir

&0

FIG. 6.6 — Fusion de volumesy; # v,.

gue cette fusion ne peut pas entrainer de déconnexion étant donné que les deux volumes sont
différents. Pour calculer les caractéristiques du nouveau volume, nous dgefgng A, #57 et
(G1 les caractéristiques dg et #F> # A, #55 et G, les caractéristiques de. Nous obtenons
alors
H#nF = #I +#Fy —2
#nA:#A1+#A2—4 = nG = G1+ Gy
#nS = #S1 + #55 — 4

Le nouveau volume est I'union des deux anciens. Son genre est donc simplement la somme des
genres des deux volumes qui ont été fusionnés.

Cas2: vy = vg et aucune aréte deC n’est de degrél.

Ce cas est présenté figure 6.7. Si nous calculons les nouvelles caractéristiques topologiques du

V@ 3%

FIG. 6.7 —v; = v9 et aucune aréte d& n’est de degré.

volume apres cette fusion, nous obtenons :

4nF = #F — 2
H#nA=#A—-4 } =nG=G+1
#nS =#S —4
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Nous avons donc modifié le genre du volume. Ce cas survient par exemple pour un tore ayant une
face intérieure, c’est-a-dire cousue para une face du méme volume, comme pour I'exemple
présenté figure 6.8. Nous pouvons remarquer sur cet exemple qu’avant la fusion, I'objet modélisé

A#HF =22, #A=44et#S =24 b. #nF = 20, #nA = 40 et#nS = 20
=G=0 =nG =1

FiGc. 6.8 — Le tore avec ou sans face intérieure.

est en fait une sphére, ce qui se vérifie par le calcul du genre. En effet, nous ne considérons pas les
coutures pars et donc ne tenons pas compte pour le calcul du genre de la présence d’'une face
intérieure. Par contre, aprés la fusion nous modélisons bien un tore, comme nous pouvons voir par
le calcul du genre, ce qui justifie donc I'incrémentation de celui-ci.

Cas3: vy = vs et une aréte deC est de degrél.

Ce cas est présenté figure 6.9. Dans ce cas, hous avons :
FIG. 6.9 —v; = v et une aréte d€’ est de degré.

YnF = 4F — 2
H#nA=H#A—-4 > =nG=G
#nS = #S5 — 2
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et conservons le genre de I'objet invariant.

Cas4 : v1 = vy et deux arétes adjacentes d€ sont de degrél.

Ce cas est présenté figure 6.10. Dans ce cas, nous avons :

]
LN

FIG. 6.10 —uv; = vo et deux arétes adjacentes@esont de degré.

4nF = #F — 2
H#nA=H#A—-4 > =nG=G
#nS = #S5 -2

et conservons également le genre de I'objet invariant.

Casb : v = vg et deux arétes non-adjacentes d€' sont de degrél.

Ce cas est présenté figure 6.11 Nous avons alors

[ > [ >
(AN

FiG. 6.11 —v; = v, et deux arétes non-adjacentes(tieont de degré.
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H#nF = #F —2
#nA=#A—-4 } =>=nG=G-1
#nS = #S

Cette modification de genre est normale, étant donné que nous modifions le type de I'objet par
cette fusion. Nous pouvons voir figure 6.12 un exemple d’'objet ol nous nous trouvons dans ce
cas. L'objet que nous modélisons avant la fusion est un tore, qui est donc delglarecontre

a.HF =24, #A =48 et#S =24 b. #nF = 22, #nA = 44 et#nS = 24
=G=1 =nG =0

FiG. 6.12 — Un exemple ot = v, et deux arétes adjacentes@esont de degré.

aprés la fusion, nous obtenons une sphére et il est donc normal de modifier le genre étant donné
que nous avons modifié I'objet représenté.

Mais cette fusion peut entrainer une déconnexion de la carte modélisant le bord du volume,
comme nous pouvons le voir sur I'exemple figure 6.13. Aprés la fusion, nous obtenons deux com-

—_——

LT T L7 [T

[
.
\
a#F =62, #A=124et#S =64 b.#F =54, #A; = 108 et#S; =56 = G1 = 0

=G=0 #F2:6,#A2:12et#52:8:>G2:0

FiG. 6.13 — Le probléme de la déconnexion lors de la fusion de volumes.
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posantes connexes distinctes, une pour I'extérieur du cube et une pour l'intérieur. Nous avons vu
section 5.3, lors de la présentation des problémes de déconnexion, que nous conservons un arbre
d’inclusion des régions. Cet arbre permet de retrouver 'ensemble des régions incluses dans une
région donnée, et permet donc de positionner les composantes connexes les unes par rapport aux
autres. La formule d’Euler permettant uniguement de caractériser un objet par sa surface, elle ne
peut pas caractériser ce type d’objet. Mais nous pouvons caractériser séparément la surface exté-
rieure du cube de la surface intérieure. Nous obtenons ici deux fois un @eetren déduisons

grace a l'arbre d’inclusion que cet objet est une sphére contenant une autre sphere. En utilisant
la relation d’inclusion, nous avons plus d’information que seulement le genre de 'objet. Mais il
n'est pas possible de caractériser les deux surfaces obtenues, étant donné que cela va dépendre
de la maniére dont s’effectue la coupure. Nous savons seulement que, si nousthotbis le

genre de ces deux surfaces, nous awns- G, = G, le genre initial de la surface.

Cas6 : v1 = vz et une seule aréte d&€' n’est pas de degrél.

Ce cas est présente figure 6.14. Nous avons alors

DEQ P

FIG. 6.14 —uv; = vy et une seule aréte dé n'est pas de degré

UnF = #F — 2
H#nA=#A—-4 } =nG=G
#nS = #5 —2

Cas7: vy = v etles quatre arétes d&_' sont de degrél.

Dans ce cas, la fusion supprime entiérement la face. Neusonsdonc avoir

4nF = #F — 2
H#nA=#A—-4 } =nG=G+1
#nS =#S -4

Mais ce cas survient uniqguement lorsque la face a supprimer est a l'intérieur d’'un volume.
Cette face est donc une surface intérieure, et sa disparition entraine la disparition totale de cette
surface. Il n’existe donc plus de surface a caractériser, et le calcul de nG n’a donc pas de sens.
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En résumé

Nous avons étudié toutes les configurations possibles lors de la fusion de volumes. En effet,
étant donné l'ordre des fusions effectuées, nous savons que nous avons uniquement des faces
carrées, ce qui limite beaucoup le nombre de configurations a étudier. Cette étude de cas aurait été
plus laborieuse sans la réorganisation de la suite des fusions. Le tableau 6.1 récapitule I'évolution
des caractéristiques topologiques pour la fusion de volumes, pour chacun des cas que nous venons
d’étudier.

TAB. 6.1 — Récapitulation de I'évolution des caractéristiques topologigues pour la fusion de vo-
lumes.

\ | #nF | #nA \ #nS | nG |
Casl H#E) +#F—2 | #A1 +H#HAs—4 | #S1+#S2—4 | G1+Gs
Cas2 #F —2 H#A—4 #S5 —4 G+1
Cas3 #F —2 H#A—4 #S5 -2 G
Cas4 #F —2 H#A—4 #S5 -2 G
Casb.a Déconnexion : obtention de deux surfaces différentes
Casb.b #F —2 H#A—4 #S G-1
Cas6 H#F —2 H#A—4 #S — 2 G
Cas7 Suppression totale de la surface

Remarquons que le casest découpé en deux sous-cas : letadorsque la fusion entraine
une déconnexion de la carte et le 6dssinon. Lorsqu’il y a déconnexion, nous obtenons deux sur-
faces différentes ayant chacune des caractéristiques topologiques que nous ne pouvons pas calculer
a partir des caractéristiques du volume initial. Le cas symétrique est Te cada suppression de
la face entraine également la suppression totale de la surface qui n’a donc plus de caractéristique.
Le seul cas pouvant entrainer une déconnexion est donc eaasut les autres conservent la
carte connexe.

Nous pouvons remarquer que les ¢ag et5.b ne conservent pas invariant le genre apres la
fusion. Pour le cag, c’est évident car nous fusionnons deux volumes différents. Pour les deux
autres cas, cela est nécessaire car ils modifient la topologie de I'objet représenté. En effet, la carte
de niveaw) ne représente pas I'image segmentée mais uniquement un ensemble de voxels, donc
seulement des volumes de getirdvec les fusions de volumes, nous calculons la carte de niveau
qui représente les régions de I'image, et il est donc normal que les caractéristiques topologiques
changent afin de représenter la topologie de ces objets. De ce fait, cette étude ne montre pas que
les caractéristiques restent invariantes, mais permet d'étudier toutes les configurations possibles
lors de la fusion de volumes, et de s’assurer que nous n'avons pas oublié des cas de déconnexion.
De plus, nous avons vu comment caractériser un volume contenant d’autres volumes, sachant que
ce type de volume n’est pas caractérisable a I'aide de la formule d’Euler.

6.3.2 Fusion de faces

Nous effectuons maintenant la méme démarche, mais pour la fusion de faces. Nous fusionnons
donc deux faceg; et f> le long de I'aréteC’ qui est incidente aux deux faces et localement de
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degré deux. Toujours grace a I'ordre sur les fusions, nous n'avons pas encore effectué de fusion
d’'arétes, et chaque aréte représente donc un lignel. Cela a pour conséquence qu'il est impossible
d’avoir des boucles, qui sont autrement des cas particuliers. Nous montrons que la fusion de faces
conserve invariant le genre des objets quelle que soit la configuration des faces.

Il existe deux cas différents, suivant§i = f> ou f1 # fo, et dans le premier cas plusieurs
sous-cas suivant la configuration de I'aréteNous savons que la carte est fermée, et que nous
n'avons pas de face a I'intérieur d'un méme volume, car nous avons effectué toutes les fusions
de volumes possibles. Pour chaque demi-face d’'un volume (donc une arbitea; >), nous
savons gu'il existe un autre volume ayant une face identique a la premiére, avec leurs brins cousus
par a3 deux a deux. Comme nous voulons étudier I'évolution des caractéristiques topologigues
seulement pour un volume, nous oublions donc la deuxiéme face cousug plyus nous rame-
nons donc en dimensiah

Casl: fi ;é fo.

Ce cas est présenté figure 6.15. Nous avons alors

FiG. 6.15 — Fusion de facesfi # fs.

#nF = #F — 1
H#nA=#A—-1 } =nG=G
#nS = #S

Cas2: f; = f2 etaucun sommet deC' n'est de degrél.

Ce cas est présenté figure 6.16. Nous pouvons voir sur cet exemple, que cette fusion entraine

FIG. 6.16 — Fusion de facesfi = f, et aucun sommet d€ n’est de degré.

une déconnexion de la face. Ce type de fusion n’est pas possible dans le cadre de la carte topolo-
gique. Nous avons en effet rajouté dans les deux définitions utilisant la fusion de faces la contrainte
explicite de ne pas fusionner deux faces lorsque cela entraine une déconnexion.
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Cas3: f1 = fo etun sommet deC est de degrél.

Ce cas est présenté figure 6.17.

T

FIG. 6.17 — Fusion de facesfi = f, et un sommet d€’ est de degré.

Nous avons ici

4nF = #F
H#nA=#A—-1 > =nG=G
#nS =#5-1

Cas4: f; = f» etles deux sommets d€' sont de degrél.

Ce cas ne peut pas se produire dans le cadre des cartes topologiques. En effet, cette aréte
représente une sphére topologique (cas étudié section 5.3), et nous n’effectuons alors pas cette
fusion. Nous avons en effet ajouté dans la définition de la carte de niMaarontrainte de ne pas
effectuer la fusion de deux faces si cela entraine la disparition compléte de la face. Remarquons
gue cette aréte ne peut pas représenter autre chose qu’une sphére, étant donné que nous conservons
chaque face connexe. Il n’est donc pas possible gu’elle soit au « milieu » d’'une autre face.

En résumé

Le nombre de cas possibles est beaucoup plus faible que pour la fusion de volumes. En effet,
nous fusionnons deux faces le long d’une aréte. Les seules possibilités sont lorsque les deux faces
sont différentes ou non, et lorsque le degré des sommets est de degré un ou non. Nous pouvons
remarquer, comme pour I'étude de la fusion de volumes, que ce faible nombre de cas résulte de la
réorganisation des fusions. Le tableau 6.2 récapitule I'évolution des caractéristiques topologiques
pour la fusion de faces.

TAB. 6.2 — Récapitulation de I'évolution des caractéristiques topologiques pour la fusion de faces.

| | #nF | #nA [ #nS [ nG|
Casl |#F -1 | #A—-1| #S | G
Cas2 Impossible
Cas3 #F | #A-1|#5-1| G
Cas4 Impossible
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Nous voyons donc que deux cas conservent les caractéristiques topologiques invariantes. Les
deux autres cas poseraient éventuellement problémes, mais ont été interdits lors des définitions
de nos différents niveaux de simplification. Cela prouve que nous ne perdons pas d’information
topologique lors de fusion de faces, mais également que nous avons bien pris en compte tous les
cas possibles, et traité les deux posant probléme en modifiant nos définitions.

6.3.3 Fusion d’arétes

La fusion d’arétes ne peut pas entrainer de déconnexion. De plus, il n’existe pas plusieurs cas
différents. Nous avons tout le temps

4nF = #F
H#nA=#A-1 ; =nG =G
#nS =#5 -1

La seule configuration qui pourrait poser probléme, est la fusion d’une boucle avec une autre
aréte. Mais ce cas ne peut pas arriver pour la carte de njyaggtant donné que nous fusionnons
seulement des arétes alignées. Pour le nile@ous avons rajouté la condition explicite interdi-
sant ce type de fusion.

Nous avons vu que les fusions de faces et d’arétes conservent invariant le genre des objets, et ce
pour n'importe quelle configuration. Cela prouve donc que les cartes de niveégireprésentent
bien les mémes informations topologiques, étant donné que ce sont les deux seules fusions utilisées
afin de calculer ces différents niveaux a partir du niveau

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une définition algébrique de I'opération de fusion. Pour
cela, nous avons introduit la notion de degré deux local, qui permet de regrouper les cas de cel-
lules de dimension et dimensior2. Nous avons pu ainsi prouver que I'opération de fusion est
valide. De plus, la définition est ici un peu plus générale que nos besoins pour la définition de la
carte topologique. Pour cette derniére, nous savons qu’elle est fermée et orientable, fait que nous
n’avons pas utilisé pour la définition de la fusion. De ce fait, cette définition est la plus générique
possible, et fonctionne dans n’importe quelle configuration, ce qui laisse plus de possibilités pour
son utilisation.

Nous nous sommes ensuite intéressé a I'ordre des différentes fusions effectuées afin de cal-
culer la carte topologique a partir de la carte de niveabous avons ainsi montré que la suite
des fusions effectuées peut étre réorganisée afin d’étre ordonnée selon la dimension décroissante
des fusions. Cette partie est intéressante pour deux raisons. Tout d’abord car cela nous a permis
de diminuer grandement le nombre de cas a considérer pour I'étude de I'évolution des caractéris-
tiques topologiques. Mais cela valide également I'algorithme optimal d’extraction, qui effectue les
fusions de maniere désordonnée.

Enfin, I'étude sur I'évolution des caractéristiques topologique est primordiale car elle prouve
gue les cartes de nivealya 5 représentent toutes les mémes informations topologiques. De plus,
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elle permet de s’assurer gue nous n’avons pas oublié de cas particulier. Elle confirme également
gue les cas pouvant poser problémes ont tous été correctement traités.

Pour étre complet, cette étude aurait mérité d'intégrer la gestion des arétes fictives. En effet,
Nous nous sommes ici uniquement intéressé a I'opération de fusion elle-méme. Mais nous avons
vu lors de la définition de la carte topologique que la gestion des arétes fictives est primordiale
afin d’obtenir la représentation minimale. Il serait donc intéressant de montrer que le principe de
décalage d’arétes fictives ne modifie pas les différentes caractéristiques topologiques. Ce point est
I'une de nos perspectives de recherche. Il faut pour cela montrer que ce décalage ne change aucune
caractéristique topologique, ce qui est évident intuitivement car nous ne modifions pas le nombre
de cellules, mais il faut également montrer que ce décalage conserve la connexité de chaque face,
point seulement abordé intuitivement dans ce travail.



