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Spécialité
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Résumé

Les nouvelles technologies à haut-débit telles que les puces à ADN et le séquençage
ont ouvert de nouvelles perspectives en biologie moléculaire. En revange, cette grande
quantité d’information pour être vraiment exploitable, nécessite le développement de
nouveaux outils, en particulier de Data Mining. Ainsi, nous avons proposé d’utiliser la
technologie des ”motifs locaux ensemblistes” pour pouvoir extraire des ”régularités”
dans les données transcriptomiques. Ces régularités permettent aux biologistes d’ex-
plorer et de mieux apppréhender leurs données. Nous avons développé un nouvel
algorithme d’extraction de concepts formels sous contraintes. Cet algorithme permet
d’exploiter des contraintes plus pertinentes que celles proposées par les algorithmes
tradidionnels. L’objectif est d’améliorer la faisabilité des extractions et d’augmenter
la pertinence des motifs extraits dans les contextes qui nous intéressent. Nous avons
utilisé cet algorithme sur des données réelles. Certains motifs extraits ainsi qu’une
validation biologique nous ont permis de découvrir de nouveaux gènes cibles poten-
tiels du facteur de transcription SREBP en réaction à l’insuline. Un autre problème
soulevé part les données biologiques, comme dans beaucoup de données réelles, est
la présence de bruits dans les données. Or, les méthodes que nous utilisons sont très
sensibles au bruit.Nous avons apporté deux contributions à ce problème.

Mots clés

Extraction de connaissances, motifs locaux ensemblistes, concepts formels, motifs
tolérants au bruit, extractions sous contraintes, transcriptome, insulino-résistance

i



ii



Les notations utilisées

O : ensemble d’objets

A : ensemble d’attributs

r : une relation représentant des données transactionnelles

Cp−n : une contrainte nommée n avec comme paramètres p

](X) : le nombre d’éléments de l’ensemble X

R : l’ensemble des réels

N : l’ensemble des entiers

B : les booléens
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4.2 Matrice booléenne avec en ligne des sites de fixation, en colonne des
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Introduction

Ce manuscrit présente des travaux de recherche sur ”la découverte de motifs
pertinents pour l’analyse du transcriptome appliquée à l’insulino-résistance” mais
aussi une collaboration étroite entre une équipe d’informaticiens du LIRIS-CNRS
UMR 5205 travaillant dans le domaine de l’extraction de connaissances à partir de
données et une équipe de biologistes de l’INRA/INSERM 1235 travaillant sur les mé-
canismes moléculaires liés à l’insulino-résistance. Les liens très forts entre les notions
mathématiques et algorithmiques manipulées dans l’équipe de ”Data Mining et bases
de données inductives” du LIRIS et celles qui paraissaient pertinentes pour l’analyse
du transcriptome en vue de la compréhension des mécanismes de régulation des gènes
ont joué le rôle d’un remarquable catalyseur. Il est désormais clair que de nouveaux
outils de fouille de données (”Data Mining”) peuvent aider les biologistes lors des
processus complexes d’analyse de données à très forte valeur ajoutée. Ce travail de
thèse résulte d’une collaboration étroite entre informaticiens et biologistes et a donné
lieu à des publications en informatique, en biologie mais aussi en bioinformatique. Ce
manuscrit montrera aussi aux lecteurs, du moins nous l’espérons, l’enthousiasme et
la curiosité qui ont animé toutes les personnes ayant participé à ce projet.

Contexte

L’équipe ”Data Mining et bases de données inductives” concentre une partie
de ses efforts de recherche sur l’extraction de motifs locaux ensemblistes dans des
matrices booléennes (également appelées données transactionnelles). Une valeur ”1”
entre une ligne l et une colonne c indique que l et c sont liées par une certaine re-
lation. Différentes relations peuvent être représentées dans une même matrice. Par
exemple, la table suivante indique si un gène (en colonne) est sur-exprimé ou non
dans une condition expérimentale (C1, C2, C3 et C4) et si l’une de ses protéines as-
sociées a une certaine fonction ou pas (F1 et F2). On parle souvent d’objets pour les
lignes et d’attributs pour les colonnes. Dans une telle matrice, on peut s’intéresser
à des bi-ensembles de ”1” (valeur vraie), i.e. des sous-ensembles de lignes associés à
des sous-ensembles de colonnes et qui ne contiennent que des valeurs ”1”. Dans la
table, ({C3C4}, {G1G2}) est un tel bi-ensemble. Ce motif indique que les gènes G1

1



2 Introduction

G1 G2 G3 G4

C1 0 0 1 0
C2 1 0 0 0
C3 1 1 0 0
C4 1 1 0 1
F1 0 0 1 0
F2 0 0 1 1

et G2 sont simultanément sur-exprimés dans les conditions C3 et C4. On peut aussi
s’intéresser aux bi-ensembles de ”1” maximaux, i.e., des bi-ensembles de ”1” tels
qu’aucune ligne ou aucune colonne ne puisse être ajouté sans introduire de valeurs
”0” (valeur fausse). Cette propriété de maximalité permet de capturer des motifs
qui contiennent le plus d’associations possible entre les lignes et les colonnes. De tels
motifs sont appelés ”concepts formels” et ils sont très étudiés depuis une vingtaine
d’années [Wil82]. Ainsi, le bi-ensemble ({C3C4}, {G1G2}) est un concept formel. Par
contre, ({C3C4}, {G1}) n’en est pas un car C2 ou G2 pourraient lui être ajoutés sans
introduire de valeurs ”0”. Dans une matrice d’expression booléenne, les biologistes
recherchent les ensembles maximaux de gènes et de conditions expérimentales tels
que ces gènes soient, par exemple, simultanément sur-exprimés dans ces conditions.
Les concepts formels capturent exactement ce type d’information. Il faut noter que
les concepts formels ont été utilisés dans de nombreuses applications de l’intelligence
artificielle et que de multiples algorithmes d’extraction de concepts formels (e.g.,
[GMA91, Gan84, BS04]) ont déjà été proposés.

Une matrice booléenne de taille n × m peut contenir potentiellement 2min(n,m)

concepts formels. Par exemple, avec une matrice de taille 100×100 (finalement relati-
vement petite), il peut y avoir approximativement 1030 concepts formels. En pratique,
les jeux de données réels qui vont nous intéresser peuvent contenir des centaines de
milliers ou même des millions de concepts formels. Notons que, même si les tailles de
ces collections semblent très grandes, elles restent très petites devant 2min(n,m). En
d’autres termes, nous ne proposons à l’utilisateur final qu’un sous-ensemble très réduit
des associations possibles. Malgré cela, cet utilisateur, par exemple un biologiste, ne
sera réellement intéressé que par un sous-ensemble éventuellement très petit de tous
les concepts formels qui existent dans ses données. Par exemple, lors d’une analyse, il
peut vouloir seulement les concepts formels qui contiennent au moins X gènes dont
Gk et au moins Y conditions. Une première approche pourrait être d’extraire tous
les concepts formels puis, dans un second temps, de ne fournir que ceux qui satisfont
les contraintes de sélection posées par l’utilisateur. Il est cependant clair qu’une telle
approche de traitement des contraintes a posteriori ne pourra pas fonctionner dans
les applications réelles qui nous intéressent : la première phase ne sera pas faisable
du fait de la complexité des calculs. Pour fournir aux utilisateurs les concepts for-
mels ayant les propriétés souhaitées, il est indispensable de travailler à l’extraction
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de concepts formels sous contraintes. Dans le cadre des bases de données inductives,
on parle alors de requêtes inductives pour les définitions déclaratives des propriétés
des motifs recherchés (utilisation d’expressions booléennes sur des contraintes primi-
tives). Ce cadre a été particulièrement étudié au LIRIS et plus généralement dans
les projets Européens cInQ (IST-2000-26469-achevé) et IQ (FP6-516169-démarrage
début Septembre 2005). L’un des principaux axes de recherches du domaine est alors
d’évaluer de tels requêtes, autrement dit de calculer tous les motifs qui sont dans la
solution d’une requête inductive. Les difficultés viennent non seulement de la taille
des espaces de recherches, généralement exponentielle dans la taille des problèmes
qui peut être très grande (e.g., des milliers d’attributs) mais aussi de la taille des
solutions (e.g., des millions de motifs). Il faut noter également, et c’est l’une des
différences avec les applications classiques en intelligence artificielle, que l’accès aux
données (e.g., pour vérifier qu’un motif satisfait une certaine contrainte) peut être
très couteux lorsque les volumes concernés sont très grands. L’exploitation efficace des
contraintes pour optimiser l’évaluation de requêtes inductives a été très étudié pour
certains types de motifs (e.g., les ensembles d’attributs dans des données booléennes,
les motifs séquentiels dans des bases de séquences) et certains types de contraintes
(e.g., les contraintes de fréquence, certaines contraintes sur la forme des motifs) mais
reste très difficile pour de nouveaux types de motifs et ou de nouveaux types de
contraintes. En recherchant à exploiter efficacement des contraintes définies par l’uti-
lisateur sur des bi-ensembles, on va pouvoir non seulement permettre des extractions
qui étaient jusqu’ici infaisables (i.e., les contraintes permettent à la fois de réduire
l’espace de recherche visité mais aussi la taille de la solution) tout en améliorant la
pertinence a priori des motifs fournis (i.e., lorsque cela reste possible, tous les motifs
délivrés satisfont les contraintes posées et seulement ceux-ci).

Extraire des connaissances dans des données ne peut pas se résumer à la mise en
oeuvre d’algorithmes d’extraction de motifs. Les processus d’extraction de connais-
sances sont habituellement découpés en trois grandes phases : le pré-traitement, l’ex-
traction de motifs proprement dite et le post-traitement. Ainsi, le pré-traitement
comporte de nombreuses manipulations sur les données afin de préparer un contexte
d’extraction. Il faut, par exemple, intégrer des données issues de multiples sources,
normaliser certaines données numériques, encoder des propriétés booléennes, traiter
les données manquantes, construire le ou les contextes d’extraction, etc. La phase
d’extraction proprement dite peut faire appel à divers algorithmes de fouille de
données. Le post-traitement consiste à valider la pertinence des motifs extraits et
à les interpréter en termes de connaissances sur le domaine d’application concerné.
L’aspect linéaire de ce processus est trompeur : il s’agit de processus fondamentale-
ment itératifs et interactifs. Par exemple, à la suite de l’analyse de motifs extraits,
l’utilisateur peut alors décider de ré-itérer le processus mais en révisant le contexte
d’extraction pour se focaliser sur certains groupes d’attributs.

Le fil conducteur de cette thèse a été de s’intéresser aux scénarios d’extraction de
connaissances appliqués aux données transcriptomiques pour la compréhension des
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mécanismes de régulation de l’insulino-résistance. L’un des biais inhérent au contexte
de la thèse était de développer et de valider la pertinence des méthodes basées sur
des collections de motifs ensemblistes extraits à l’aide de requêtes inductives. Au
départ, seul un travail très préliminaire sur l’extraction de règles dans des données
d’expression SAGE avait été conduit [BBJ+02]. Nous avons donc voulu (a) développer
de nouvelles méthodes informatiques d’analyse de données basées sur l’extraction de
motifs ensemblistes, (b) démontrer le potentiel de telles méthodes en analyse du
transcriptome en général, et (c) découvrir de nouvelles connaissances sur l’insulino-
résistance chez l’homme par l’exploitation des données d’expressions de type Puces
à ADN produites par l’UMR INRA/INSERM 1235.

Nous résumons maintenant les principaux travaux et résultats obtenus dans le
cadre de cette thèse.

Pré-traitement

Un préalable à toute analyse de données concerne la collecte de toutes les données
jugées utiles (avec souvent des problèmes délicats d’intégration de sources de données
hétérogènes) et la mise en oeuvre de diverses techniques statistiques (normalisation,
sélection, traitement des valeurs manquantes). Ceci étant, ces tâches sont souvent
liées à des objectifs d’analyse très spécifiques : nous sommes loin d’une vision intégrée
où toutes les données concernant l’analyse du transcriptome seraient déjà intégrées
dans un véritable entrepôt de données. Ces étapes de pré-traitement nécessitent une
connaissance experte des données et du domaine d’application et sont très souvent
difficiles à automatiser. La section 4.2.1 de ce mémoire présente les étapes que nous
avons réalisées sur les données concernant l’insulino-résistance. Une fois qu’une base
de données est disponible, un autre pré-traitement consiste à construire le ou les
contextes d’extraction utiles pour telle ou telle tâche d’analyse. Ainsi, le codage de
propriétés booléennes est un point crucial. Par exemple, il s’agit pour nous de décider
de propriétés booléennes d’expression des gènes, e.g., la sur-expression, à partir des
valeurs d’expression numériques mesurées. Les choix faits à ce niveau vont avoir
un impact majeur sur la pertinence des motifs extraits. Des méthodes de codage
simples ont été proposées dans [BBJ+02] mais elles nécessitent de fixer des seuils de
discrétisation a priori. Or, aucune connaissance biologique ne permet de fixer de tels
seuils de façon satisfaisante. Ainsi, dans [PLBB04], nous avons participé à la mise au
point d’une technique qui permet de sélectionner parmi un ensemble de discrétisations
possibles (avec leurs paramètres) celle qui conserve au mieux les structures globales
présentes dans les données. Plus précisément, un clustering hiérarchique est appliqué
sur les données réelles (avant discrétisation) ainsi que sur les différents jeux de données
discrétisées. La discrétisation retenue est celle dont le dendrogramme (représentation
sous forme d’arbre du clustering hiérarchique) se rapproche le plus du dendrogramme
obtenu à partir des données réelles.
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Extraction de motifs

Dans des matrices d’expression, nous nous sommes intéressés aux groupes de gènes
maximaux qui varient significativement et simultanément dans différentes conditions.
De telles associations peuvent être extraites en recherchant les ensembles de gènes dits
fermés (voir la section 2.1) dans des matrices d’expression booléennes qui codent cette
variation d’expression. Or, en utilisant les extracteurs d’ensembles fermés (fréquents)
qui étaient à notre disposition [ZH02, PCT+03, PBTL99, WHP03, BR03], ces ex-
tractions étaient infaisables dès lors que l’on travaillait sur des matrices contenant
beaucoup de colonnes (les gènes) mais peu de lignes (les conditions). Il s’agit pour-
tant de la situation habituelle dans le cas des données d’expression issues de techno-
logies à haut débit (Puces à ADN ou SAGE). En effet, les algorithmes d’extraction
d’ensembles fermés fréquents ont une complexité exponentielle dans le nombre de
colonnes, et si le nombre de lignes est petit, l’usage d’une contrainte de fréquence
minimale ne permet pas d’améliorer significativement la situation. Nous avons donc
travaillé sur ce problème en collaboration avec le laboratoire GREYC de l’Univer-
sité de Caen. Nous avons montré (voir la section 2.2) que l’on pouvait trivialement
adapter les algorithmes existants (comme par exemple [BBR03]) pour obtenir tous
les ensembles fermés contenus dans une matrice booléenne à partir de ceux contenus
dans la matrice transposée, pourvu que l’une des dimensions soit petite. En effet,
si l’on considère le support d’un ensemble fermé sur les colonnes, c’est-à-dire l’en-
semble des lignes qui ne contiennent que des ”1” pour ces colonnes, on obtient alors
un ensemble fermé sur les lignes. De plus, un ensemble fermé sur l’une des deux
dimensions est associé à un et un seul ensemble fermé sur l’autre dimension. Ces
paires d’ensembles fermés forment en fait des concepts formels et ce sont les clas-
siques propriétés de la connexion de Galois qui permettent d’établir ces résultats.
Dans le cas de données contenant beaucoup de colonnes mais peu de lignes, la com-
plexité ne dépend plus du nombre de colonnes (plusieurs milliers) mais du nombre
de lignes. L’extraction était infaisable dans ce type de données, elle devient triviale
(instantanée) [RBCB03, BRC+04, BRB+03]. Même si la différence entre les deux
dimensions de la matrice de données n’est pas aussi importante, la transposition
de la matrice peut permettre quand même d’améliorer sensiblement l’efficacité des
extractions.

La proposition précédente pose un problème important : les algorithmes d’ex-
traction d’ensembles fermés ou de concepts formels précédemment cités n’exploitent
pas les même contraintes sur les deux dimensions. Par exemple, ils permettent d’ex-
ploiter activement une contrainte de taille minimale sur les lignes, de présence de
certaines lignes ou de taille maximale sur les colonnes. Par contre, il n’est pas pos-
sible d’exploiter une contrainte de taille minimale sur les colonnes. Or, nous avons
souvent rencontré le besoin en motifs capturant des associations suffisamment fortes
car impliquant un nombre d’éléments minimal sur les deux dimensions. De plus, si
l’on souhaite à la fois utiliser la transposition et en même temps extraire les concepts
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formels ayant au moins un certain nombre de lignes, il faut pouvoir exploiter la
contrainte de taille minimale sur les colonnes. Or, lorsque l’extraction de tous les
concepts formels est impossible, les seuls concepts que l’on peut extraire avec les al-
gorithmes courants sont ceux contenant le moins de colonnes mais le plus de lignes,
et de nombreuses associations potentiellement pertinentes ne peuvent donc pas être
extraites.

Nous avons alors proposé un nouvel algorithme d’extraction de concepts for-
mels sous contraintes appelé D-Miner [BRBR04, BRB04] (voir la section 2.3) qui
utilise activement d’autres types de contraintes. D-Miner utilise une relation de
spécialisation différente. Au lieu de parcourir l’espace de recherche des attributs et
par la connexion de Galois de déduire son ensemble de lignes associé, D-Miner débute
l’extraction avec le bi-ensemble correspondant au jeu de données total puis succes-
sivement découpe l’espace de recherche. Grâce à cet ordre d’énumération, D-Miner
peut exploiter activement des contraintes de taille sur les deux dimensions mais aussi
d’autres contraintes comme l’aire minimale d’un concept formes ou la présence obli-
gatoire d’éléments dans chacun des ensembles qui constituent les concepts formels.
Les expérimentations ont montré l’efficacité de D-Miner en particulier dans les jeux
de données contenant beaucoup de concepts formels. La complexité de D-Miner
(voir la section 2.3.4) dans le pire des cas est en O(n2mT ) pour une matrice de
taille n×m contenant T concepts. Il faut noter qu’elle est identique à la plupart des
autres algorithmes qui sont en O(n2mT ) ou O(n3mT ). Par contre, la complexité en
moyenne est en O((n− log 2(T )+ 1)nmT ). Ce qui montre bien que plus T est grand,
c’est-à-dire plus la matrice contient de motifs, et plus l’algorithme est efficace pour
calculer chacun des motifs (proportionnellement). Ces travaux ont été valorisés au
sein du projet européen CINQ IST-2000-26469.

L’essentiel des extractions dans des données transcriptomiques réelles ayant donné
lieu à une interprétation biologique a été réalisé au moyen de concepts formels ex-
traits sous contraintes. Malgré l’intérêt avéré de ces extractions, nous avons cepen-
dant voulu étudier le problème important de l’existence des concepts formels dans
des données booléennes bruitées. Il s’agit de considérer les situations bien réelles où
certaines valeurs dans la matrice booléenne ont été indûment fixées à 0 ou à 1. Non
seulement cela peut provenir du bruit dans les données d’origine mais le phénomène
peut aussi être amplifié au moment des étapes d’encodage de propriétés booléennes.
Malheureusement, les collections de concepts formels sont très sensibles au bruit dans
les données et le nombre de concepts formels dans des données bruitées a tendance à
exploser. Il est donc apparu crucial de résoudre ce problème. L’idée est de proposer
de nouveaux types de motifs contenant une très forte association mais permettant
quelques exceptions : des ensembles de gènes et de conditions expérimentales tels
que les gènes soient presque tous sur-exprimés dans presque toutes les conditions.
Par exemple, le bi-ensemble ({C2C3C4}, {G1G2}) dans la table précédente capture
des ensembles de lignes et de colonnes qui sont presque toutes associées. D’abord,
nous avons participé dans [RPBB04] à un travail sur un clustering hiérarchique de
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concepts formels. L’idée est de regrouper les concepts formels contenant presque les
même ensembles de lignes et de colonnes et de proposer aux utilisateurs non pas les
concepts formels extraits mais des groupes de concepts formels. Par ailleurs, nous
avons étudié l’expression déclarative d’une tolérance aux exceptions en proposant
deux nouveaux types de bi-ensembles sous contraintes [BRB05b, BCR04, BRB05a].
Ces types de motifs sont des extensions des concepts formels vers la prise en compte
mâıtrisée d’exceptions : on extrait des associations moins fortes que pour les concepts
formels mais pertinentes entre les ensembles de lignes et de colonnes. On obtient ainsi
des méthodes d’extraction de bi-ensembles plus robustes au bruit.

Le premier type de motifs tolérant au bruit a été proposé dans [BRB05b, BCR04]
(voir la section 3.2). Pour les calculer, nous réalisons un post-traitement sur des
collections de concepts formels déjà extraites. L’idée est de fusionner les concepts
formels et de ne conserver que les bi-ensembles maximaux qui ont un nombre borné
de valeurs ”0” par ligne et par colonne. Cette méthode permet d’améliorer la qualité
des motifs extraits en fusionnant les concepts formels très proches. Pour extraire de
tels motifs, les algorithmes d’extraction d’ensembles fréquents maximaux peuvent être
adaptés. Pour cela, il suffit de remplacer les attributs par les concepts formels et les
ensembles d’attributs par les bi-ensembles issus de la fusion des concepts formels. La
contrainte qui borne le nombre de valeurs ”0” est anti-monotone et peut donc être
exploitée efficacement. Les expériences montrent qu’au delà de plusieurs centaines
de concepts formels, ce calcul devient infaisable. En revanche, même sur des sous-
collections de concepts formels, cette méthode fonctionne et permet d’améliorer la
qualité de la collection extraite : on prends certains des concepts formels et l’on
cherche à les fusionner de façon à obtenir des bi-ensembles plus grands et dont les
nombres d’exceptions par ligne et par colonne sont bornés.

Le second type de motifs appelé DR-bi-set [BRB05a] (voir la section 3.3) offre une
définition plus déclarative de ce que peut être un motif tolérant au bruit et pertinent.
Intuitivement, on recherche des bi-ensembles contenant principalement des valeurs
”1” et tels que les lignes et les colonnes à l’extérieur du bi-ensemble contiennent moins
de valeurs ”1” : le bi-ensemble a tendance à concentrer les ”1”. Plus précisément, les
DR-bi-sets sont des bi-ensembles contenant un nombre borné de ”0” par ligne et
par colonne et tels que toutes les lignes et toutes les colonnes à l’extérieur du bi-
ensemble contiennent plus de ”0” que celles qui sont à l’intérieur. Ce nouveau type
de motifs est une généralisation ”naturelle” des concepts formels. Pour extraire ce
type de motifs, nous avons adapté l’algorithme Dual-Miner [BGKW03] d’extrac-
tion sous contrainte d’ensembles d’attributs vers une extraction sous-contrainte de
bi-ensembles. Le nouvel algorithme DR-Miner permet d’exploiter activement les
contraintes monotones et anti-monotones sur les lignes, les colonnes et sur les bi-
ensembles. Il augmente considérablement le nombre de contraintes que l’on va pou-
voir utiliser dans les requêtes inductives et doit être vu comme un cadre générique
pour l’extraction de bi-ensembles sous contraintes. Les validations expérimentales
montrent que les DR-bi-sets sont des motifs très intéressants pour capturer des as-



8 Introduction

sociations dans des données bruitées. En revanche, l’extraction complète de tous les
DR-bi-sets reste difficile en pratique. Ici encore, on peut utiliser DR-Miner pour
étendre des associations pertinentes déjà extraites ou validées par l’utilisateur final,
par exemple des concepts formels. L’extraction de motifs tolérants au bruit est un
domaine particulièrement intéressant pour le traitement de données réelles et cette
recherche se poursuit dans le cadre de l’ACI BINGO MD 46 et du contrat IQ FP6-
516169.

Post-traitement

Nous avons participé au développement d’un outil de visualisation et de mani-
pulation de concepts formels [RPBB04]. Cet outil réalise un clustering hiérarchique
non pas sur les gènes ou les conditions expérimentales mais sur les concepts formels.
C’est typiquement un outil de post-traitement visant à offrir aux biologistes un moyen
d’explorer et de mieux appréhender les associations extraites. Cet outil exploite aussi
la grande familiarité des biologistes avec les outils de clustering hiérarchique et les
résultats visuels associés. La pertinence de cet outil a été validée dans le cadre d’une
coopération avec le laboratoire CGMC concernant l’analyse de données SAGE hu-
maines [BPB+05, BRBG04]

Retour sur les scénarios d’extraction

Le développement des outils de pré-traitement, d’extraction de motifs et de post-
traitement dédiés aux données d’expression de gènes dont nous avons parlés, nous ont
amené à proposer des scénarios prototypiques d’extraction de connaissances dans des
données d’expression [PBB04]. Les scénarios proposés abordent les problèmes de l’en-
codage de propriétés, de l’enrichissement de données (utilisation d’autres sources d’in-
formation) et de l’utilisation des contraintes pour répondre à des questions précises.
Cet article présente aussi une application sur des données d’expression de gènes chez
la Drosophile en montrant comment le cadre des bases de données inductives est
adapté à la ré-itération des processus d’extraction. En fait, ces scénarios sont des
abstractions des différentes analyses de données que nous avons réalisées.

Nous avons développé un logiciel d’extraction de connaissances [BPB+04] (avec
d’autres doctorants travaillant sur l’analyse de données d’expression de gènes), appelé
Bio++, dédié à l’analyse de données d’expression de gènes. Ce logiciel regroupe les
fonctionnalités nécessaires à un processus d’extraction de connaissances ainsi que les
extracteurs et les méthodes présentés précédemment. A court terme, il sera mis à la
disposition de la communauté scientifique.



Introduction 9

Hs.101174 Hs.10283 Hs.105656
M00075 0 0 1
M00076 1 1 1
M00271 0 1 1

Tab. 1 – Matrice booléenne avec en ligne des sites de fixation, en colonne des gènes
et indiquant si un site de fixation est présent en amont d’un gène.

Application à l’insulino-résistance

L’équipe de l’UMR INSERM/INRA 1235 ”Régulation nutritionnelle de l’expres-
sion de gènes” travaille en particulier sur la compréhension des mécanismes de régula-
tion des gènes en réponse à l’insuline. Pour avancer sur cette problématique, l’équipe
dispose de données de puces à ADN qui mesurent la variation d’expression de gènes
dans le muscle squelettique humain avant et après injection d’insuline chez des per-
sonnes saines. Ces expériences ont été réalisées afin de comprendre la régulation trans-
criptionnelle de l’insuline, pour ensuite découvrir et mieux appréhender les altérations
de la régulation chez les personnes insulino-résistantes. Nous avons d’abord réalisé
(voir la section 4.2.1) de nombreuses étapes de pré-traitement sur ces données (norma-
lisation, sélection de gènes, etc). Ensuite, nous avons essayé d’extraire les ensembles
de gènes qui varient simultanément dans différentes conditions expérimentales. Ces
associations entre gènes, donnent des pistes de travail aux biologistes et peuvent
par exemple indiquer qu’ils partagent une même fonction biologique ou qu’ils inter-
viennent dans un même processus de régulation. Malheureusement sur nos données,
ni l’utilisation du clustering hiérarchique ni des concepts formels n’a permis d’obte-
nir de nouvelles hypothèses biologiques sur les mécanismes de régulation des gènes
en réponse à l’insuline (voir la section 4.2.2). En effet, ces données ne permettent
qu’une analyse globale de la réponse à l’insuline. Pour aller plus loin dans l’ana-
lyse, nous avons alors utilisé d’autres informations. Nous avons décidé d’enrichir nos
données [BRM+04] en ajoutant des informations sur les sites de fixation de facteurs
de transcription, éléments clés de la régulation génique (voir la section 4.3.2). Les
facteurs de transcription se fixent sur des sites de fixation particuliers en amont
des gènes (région promotrice) en stimulant ou en inhibant le complexe d’initiation
de la transcription. En analysant les associations entre ensembles de gènes et en-
sembles de facteurs de transcription, il devient alors possible de mieux appréhender
les mécanismes de la régulation transcriptionnelle.

Ainsi en utilisant différents logiciels et bases de données (SAM, SOURCE, TF-
SEARCH), nous avons construit une nouvelle matrice booléenne associant des gènes
régulés par l’insuline et leurs sites de fixation de facteurs de transcription lorsqu’ils
étaient connus. La table précédente donne un exemple d’une telle matrice.
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Nous avons ensuite centré notre étude sur le facteur de transcription SREBP1
(Sterol-responsive-element binding protein 1) qui est connu pour être impliqué dans
la réponse transcriptionnelle de l’insuline [Osb00]. En réalité, la régulation des gènes
se produit très souvent par l’intermédiaire de plusieurs facteurs de transcription ap-
pelés alors co-facteurs. Ainsi, regarder les associations ”un gène un site de fixation”
n’est pas du tout satisfaisant pour appréhender la complexité des mécanismes de
régulation. Il faut alors être capable de découvrir des associations plus pertinentes
associant des ensembles de gènes et des ensembles de facteurs de transcription. Nous
appellerons ces associations des ”modules de régulation”. Les concepts formels sont
alors de bons motifs pour capturer les modules de régulation. Il est connu que
SREBP1 a une faible affinité pour son site de reconnaissance SRE et a besoin de
co-facteurs pour agir efficacement. En particulier, les facteurs de transcription SP1
(Stimulatory protein) et NF-Y (nuclear factor-Y) sont des co-facteurs de SREBP1.
Nous avons alors regardé quels sont les gènes qui étaient potentiellement régulés
par l’association de ces trois facteurs de transcription. En utilisant D-Miner nous
avons extrait les modules de régulation contenant ces trois facteurs. Finalement, 1477
motifs ont été extraits (voir la section 4.3.3). Nous nous sommes intéressés plus parti-
culièrement à un concept composé de 6 sites de fixation de facteurs de transcription :
GATA-1 (M00075), GATA-2 (M00076), AML-1a/Runx1 (M00271) et SREBP1/NF-
Y/SP1, et de 13 gènes : SPOP, SF1 (transport et processing de l’ARN) MORF4L2
(régulation de la transcription) MAPRE1, SDC1 (cytosquelette), VPS29, ARF4 (traf-
fic vésiculaire et réseau trans-golgien), ABCA7 (transporteurs), PGRMC2 (récepteur
membranaire), FEM1B (induction d’apoptosis), HK2 (glycolyse), HIG1 et CRYBA4
(fonctions inconnus). Une validation expérimentale par chromatin immunoprecipita-
tion (ChIP [OSP97]) a été réalisée sur 11 des 13 gènes. Elle montre que SREBP1
se fixe effectivement sur 8 des 11 gènes [MBB+05]. Nous avons donc découvert de
nouveaux gènes cibles de SREBP1 qui, rappelons le, est un facteur de transcription
connu comme étant impliqué dans la réponse à l’insuline. Cette expérience valide
aussi toute la démarche que nous avons mis en place : en partant de données d’ex-
pression de gènes, en passant par l’enrichissement et l’extraction de concepts formels
sous contraintes, le processus conduit à des découvertes de connaissances dans le do-
maine d’application, connaissances qui peuvent être publiées dans des journaux et
des conférences spécialisées en biologie moléculaire.

Notons que les types de bi-ensembles plus élaborés qui ont été étudiés n’ont pas
encore été utilisés dans des processus d’extraction de connaissances biologiques com-
plets. En fait, la validation biologique de la pertinence d’une hypothèse fournie par
un ou des motifs extraits ”in silico”, est un processus qui reste couteux. Les concepts
formels ont déjà montré leurs potentiels [BRB04, MBB+05, BPB+05]. Nous ne dou-
tons pas que la valeur ajoutée des extensions des concepts formels avec des motifs
comme les DR-bi-set sera validée dans un futur proche.

Nous résumons maintenant la structure du mémoire. Le premier chapitre présente
d’abord le cadre des bases de données inductives, puis des méthodes de bi-clustering
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pour l’analyse des données d’expression de gènes et enfin notre approche basée sur
l’utilisation de motifs locaux ensemblistes dans des données booléennes. Le chapitre
2 est consacré à l’extraction de concepts formels sous contraintes. Dans le chapitre
3, nous abordons le problème de la sensibilité au bruit de nos méthodes d’extraction
de connaissances et présentons deux contributions visant à palier ce problème. Le
chapitre 4 expose le travail que nous avons réalisé pour essayer de mieux appréhender
les mécanismes de régulation des gènes liés à la réponse à l’insuline.
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Chapitre 1

Méthodes d’analyse du
transcriptome

1.1 Enjeux et objectifs de l’analyse du transcriptome

L’activité cellulaire repose sur des mécanismes de production et de dégradation de
protéines. Dans la vision classique de la biologie moléculaire, la synthèse des protéines
est le résultat de deux étapes : une étape de traduction d’un gène en un ARN messa-
ger et d’une étape de transcription de cet ARN messager en protéine. Ainsi l’ARNm
n’est qu’une forme intermédiaire entre le génome (le monde de l’information) et le
protéome (le monde de la fonction) et constitue l’un des trois grands niveaux de
régulation de l’activité cellulaire. L’étude du transcriptome, i.e., de l’ensemble des
ARNm présents dans une cellule à un instant donné, est l’un des points d’accès
à la compréhension des mécanismes cellulaires. Le niveau d’expression d’un gène
est associé à la quantité d’ARNm présents dans une cellule. De nombreuses tech-
nologies permettent de mesurer ce niveau d’expression [RCRM04]. Certaines sont
à haut-débit et permettent de mesurer simultanément l’activité de plusieurs mil-
liers de gènes, comme les puces à ADN ou la méthode SAGE. D’autres comme la
PCR temps réel permettent l’analyse d’un petit nombre de transcrits (ARNm). La
caractérisation et la quantification du transcriptome d’un tissu donné placé dans
des conditions expérimentales spécifiques, peuvent permettre d’identifier des gènes
actifs, de déterminer des mécanismes de régulation d’expression des gènes et finale-
ment de découvrir des réseaux de régulation de gènes. Ces nouvelles connaissances
trouvent de nombreuses applications en médecine, en pharmacie et dans les activités
agro-alimentaires. Les enjeux vont de la découverte de nouveaux gènes impliqués
dans des maladies à la thérapie génique en passant par la découverte de nouveaux
médicaments et le développement de méthodes de sélection ou de génotypage dans le
domaine végétal ou animal. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer au chapitre

13
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1 de [GH04] pour découvrir ”Le transcriptome : le nouveau monde ?”.

L’avènement des récentes technologies à haut-débit modifie profondément la façon
dont les biologistes peuvent étudier le vivant. La biologie moléculaire peut maintenant
être étudiée à l’échelle du transcriptome entier. En revanche, cette grande quantité
d’information, pour être exploitable, nécessite le développement de nouvelles techno-
logies. On peut citer par exemple la nécessité de définir de vrais modèles de données,
d’améliorer les outils d’interrogation dans ces données, les méthodes de simulation,
les outils de gestion et de découverte de connaissances.

En particulier, il est primordial de pouvoir extraire dans les données d’expression
de gènes des régularités. En effet, il n’est plus envisageable d’analyser seulement ces
données ”à la main” à l’aide de tableurs car nous devons travailler sur des matrices
contenant des centaines de milliers voir des millions de valeurs réelles. De très nom-
breuses méthodes existent pour analyser ces données comme celles de classification
supervisée et non supervisée. Les récents développements en Data Mining ont per-
mis d’apporter des solutions à l’extraction de régularités dans les données. On va
s’intéresser plus particulièrement à l’extraction de groupes de synexpression [NP99].
Ce sont des ensembles maximaux de gènes co-exprimés associés à toutes les conditions
expérimentales dans lesquelles ces gènes sont co-exprimés. Ces groupes de synexpres-
sion jouent un rôle très particulier. En effet, pour réussir à découvrir ou enrichir des
réseaux de régulation, il est d’abord nécessaire de connâıtre quels gènes fonctionnent
ensembles et dans quelles conditions. On peut alors faire l’hypothèse qu’ils appar-
tiennent à une même voie ou à une même cascade de régulation. Ces groupes de
gènes forment les premières briques vers les réseaux de régulation.

Par la suite, nous allons nous concentrer sur les méthodes de bi-partitionnement
qui sont des méthodes non-supervisées. Ces méthodes permettent d’extraire des mo-
tifs appelés bi-partitions formés d’un ensemble de colonnes et d’un ensemble de lignes
qui sont liés par une certaine propriété. Le bi-partitionnement est l’une des approches
phares en classification conceptuelle [Cou02].

Exemple. Le tableau 1.1 représente le niveau d’expression de 5 gènes (colonnes)
dans 10 conditions expérimentales (lignes). La figure 1.1 à gauche montre les niveaux
d’expression des 5 gènes pour toutes les conditions expérimentales. Il apparâıt que les
gènes n’ont pas de profils d’expression identiques sur les 10 conditions. En revanche,
si l’on considère l’ensemble des conditions {c1c3c10} et l’ensemble de gènes {g1g5}
(voir la figure 1.1 à droite), une régularité apparâıt.

Notre conviction est que des informations intéressantes, par exemple surprenantes
pour le biologiste car valides dans les données mais ne faisant pas partie de la connais-
sance du domaine, ne peuvent être découvertes que si l’on s’intéresse à des sous-
ensembles de lignes et de colonnes dans la matrice d’expression, autrement dit à des
motifs locaux.



1.2. APPROCHE BASE DE DONNÉES INDUCTIVES 15

g1 g2 g3 g4 g5

c1 22 12 8 5 21
c2 6 7 3 7 14
c3 24 2 12 6 22
c4 12 10 6 3 11
c5 15 16 7 14 28
c6 30 10 11 5 2
c7 8 10 4 9 18
c8 36 14 18 9 4
c9 6 25 21 18 8
c10 21 20 10 21 21

Tab. 1.1 – Données d’expression de gènes

Motif global Motif local

Fig. 1.1 – Exemple de motifs dans les données de la table 1.1

1.2 Approche Base de Données Inductives

La théorie des bases de données inductives (BDI) a été suggérée en 1996 par
Imielinski et Mannila [IM96] puis développée à partir de [BKM98, BKM99, MT97].
C’est l’un des cadres formels les plus prometteurs pour mieux comprendre et assister
de nombreux processus d’extraction de connaissances. Le projet européen cInQ (IST-
2000-26469) a apporté de nombreuses contributions à cette problématique.

Un processus de découverte de connaissances dans des bases de données peut
être vu comme une succession de tâches qui manipulent à la fois des données et des
motifs. Par exemple, durant de tels processus, on peut avoir besoin de sélectionner
certaines données, d’extraire diverses collections de motifs, de comparer des collec-
tions de motifs entre elles, de reprendre les étapes de préparation des données au
regard de motifs extraits, etc. En clair, il faut pouvoir traiter des collections de
données, extraire des motifs dans des données, et traiter des collections de motifs.
Ainsi, la section 1.5.1 présente des exemples de questions biologiques et montre com-
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ment l’on peut essayer d’y répondre à l’aide d’une séquence de tâches visant soit
à sélectionner certaines données transcriptomiques soit à réaliser des extractions de
motifs dans ces données. De plus, la section 4 présente tout le processus de découverte
que nous avons réalisé sur notre problématique de l’insulino-résistance. Le cadre BDI
considère qu’il s’agit là de processus d’interrogations et que les tâches peuvent être
spécifiées au moyen de requêtes. Les traitements sur les données et sur des collec-
tions de motifs déjà extraites peuvent être confiés à des requêtes classiques au sens
des bases de données. Les requêtes sur les motifs (extraction) demandent la concep-
tion de langages pour spécifier déclarativement les propriétés des motifs recherchés.
Seules quelques propositions très préliminaires existent (voir, e.g., [Mas05] pour un
état de l’art récent) comme par exemple, des langages de requêtes pour l’extraction de
règles d’association. A long terme, un véritable langage de requête BDI devrait pro-
poser une intégration conceptuelle de ces deux mécanismes d’interrogation et même
des primitives pour la gestion de requêtes spécifiant des traitements simultanés sur
les données et les motifs (e.g., la sélection du sous-ensemble des données qui violent
certains motifs). On pourrait alors formaliser des processus de découverte de connais-
sances comme des séquences de requêtes qui satisfont la propriété de clôture : chaque
requête prends une instance de la base de données inductive (i.e., des données et des
motifs, éventuellement définis en intention) et renvoie une nouvelle instance. Autre-
met dit, il s’agit de retrouver les formalisations qui ont fait le succès des bases de
données relationnelles (algèbre et calculs relationnels) mais dans un cadre élargi à la
découverte de connaissances. C’est clairement un objectif très ambitieux et discuter
plus précisément de ces problèmes sort du cadre de ce mémoire. Nous allons nous
limiter à une abstraction utile des tâches d’extraction de motifs.

Considérons une base de données r (e.g., une matrice booléenne), un langage de
motifs L (e.g., le langage des bi-ensembles ou des bi-partitions), et un prédicat de
sélection C. Une tâche d’extraction proprement dite peut être formalisée comme le
calcul de l’ensemble T H(r,L, C) = {l ∈ L | C(l, r) est vrai} [MT97]. Le prédicat C
est utilisé pour dire si oui ou non, une phrase l de L doit être considérée comme
intéressante sur r (e.g., le bi-ensembles est une association maximale d’objets et
d’attributs, la bi-partition est optimale au regard de la fonction objectif retenue).
C’est donc la spécification déclarative des propriétés recherchées sur les motifs et l’on
parle de la requête inductive pour la contrainte C.

Deux des principales directions de recherche pour la communauté émergente des
bases de données inductives sont (a) de déterminer les contraintes primitives perti-
nentes pour un langage de motifs L mais aussi les moyens utilisés pour les combiner
et ainsi formuler une requête inductice (e.g., conjonctions seulement ou combinai-
son booléennes arbitraires), et (b) d’identifier des algorithmes efficaces pour évaluer
les requêtes inductives. Ce dernier point est en effet crucial puisque, généralement, le
langage L qui définit l’espace de recherche est très grand (voir même infini), et la base
de données r peut être également de très grande taille (i.e., le coût de la vérification
des contraintes demandant un accès aux données peut être très élevé).
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Il faut bien voir que lorsque l’utilisateur formule une requête inductive, il s’agit
d’une spécification déclarative et que l’idéal serait qu’il n’ait pas à se soucier des
méthodes d’évaluation utilisées. Autrement dit, il faut développer des Système de
Gestion de Bases de Données Inductives qui seront en mesure d’élaborer des plans
d’exécutions et de choisir de bonnes stratégies pour l’évaluation des requêtes induc-
tives.

Exemple. Par exemple, un utilisateur souhaite les motifs qui satisfont une certaine
propriété P1 dans le jeu de données D1 mais qui ne la satisfait pas dans un autre
jeu de données D2. Pour répondre à cette requête, différentes stratégies peuvent être
utilisées :

– les motifs sont générés directement grâce à un algorithme qui sait extraire les
motifs satisfaisant la propriété P1 dans un jeu de données mais pas dans un
autre.

– les motifs satisfaisant P1 dans D1 sont générés ainsi que ceux qui satisfont P1

dans D2. La solution est obtenue en faisant une différence ensembliste entre la
première et la seconde collection.

– la base de données inductive contient déjà la collection C1 des motifs qui satis-
font une propriété P2 dans D1 mais pas dans D2. Or, la propriété P2 est moins
stringente que P1, i.e., si un motif satisfait P2 alors il satisfait P1. Ainsi, il suffit
de ne conserver que les motifs de C1 qui satisfont P1 pour obtenir la solution.

Lorsque l’on dit que l’évaluation d’une requête inductive C doit retourner la col-
lection {l ∈ L | C(l, r) est vrai}, on voit clairement que certaines requêtes ne pourront
pas être évaluées. Par exemple, une requête qui demande tous les ensembles d’attri-
buts de taille 15 parmi 30000 ne pourra pas être évaluée : il y en a trop. Un autre
exemple classique est que l’on ne sait pas calculer les partitions disjointes d’attributs
qui minimisent l’inertie intra-classe dès lors que les données contiennent plus d’une
dizaine d’attributs. Ces deux exemples nous permettent d’illustrer deux problèmes
importants. La première requête inductive n’est pas suffisamment sélective et il est
difficile d’imaginer soit son optimisation ou même une approximation intéressante de
la collection demandée. Classiquement, on peut aller vers des évaluations faisables
en formulant une contrainte plus sélective, par exemple en ajoutant une contrainte
qui impose de plus que les ensembles d’attributs soient fréquents au sens de [AIS93].
Lorsque certaines des contraintes primitives utilisées sont sélectives et/ou que l’on
utilise des algorithmes sachant exploiter efficacement leurs propriétés, alors on peut
disposer de techniques d’évaluation justes et complètes. L’intérêt est clair, même
si l’utilisateur a du revoir sa formulation initiale, il dispose d’une caractérisation
formelle des motifs extraits (i.e., ce sont tous ceux qui satisfont le prédicat C et seule-
ment ceux-ci). En revanche, pour le second exemple utilisé, on ne peut pas faire une
évaluation correcte et complète (i.e., seules les partitions optimales et toutes les parti-
tions optimales sont extraites) mais des techniques d’optimisation locale permettent
souvent de calculer de bonnes solutions. Ainsi, les méthodes de type K-MEANS ou
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de clustering hiérarchique gênèrent des collections de partions disjointes qui peuvent
être ”proches” des partitions optimales. Notons cependant qu’aucune information ne
permet de caractériser précisément la qualité des collections extraites. Par la suite,
nous parlerons d’extraction heuristiques quand les motifs extraits ne satisfont pas
exactement les prédicats de sélection, et d’extractions complètes dans le cas contraire.

Dans notre travail, nous nous sommes concentrés sur l’utilisation de motifs con-
struits sur des bi-ensembles. Un bi-ensemble est un couple de lignes et de colonnes
dans une matrice. Les bi-ensembles permettent de capturer des associations entre des
éléments situés sur les deux dimensions d’un tableau de données. Une collection de
bi-ensembles issue d’un jeu de données est appelé une bi-partition. La section 1.3
présente différents types de bi-ensembles qui permettent de capturer des régularités
dans les données d’expression de gènes.

1.3 Introduction au bi-partitionnement

L’objectif des méthodes de bi-partitionnement est d’extraire des couples d’en-
sembles de lignes et d’ensembles de colonnes d’un tableau de données qui sont per-
tinents pour un objectif d’analyse donné. Dans la suite de ce chapitre, nous serons
en présence de données matricielles (i.e., r est soit une matrice de nombres soit une
matrice booléenne). La question de la pertinence est clairement dépendante de l’ob-
jectif d’analyse à un instant donné. Nous allons voir dans l’exemple suivant comment
assister la découverte de groupes de synexpression.

Exemple. Nous avons vu dans la figure 1.1 un premier exemple de modèle pour
les groupes de synexpression. Ce sont des bi-ensembles que l’on pourrait appelés bi-
ensembles presque ”constants”. En effet, ils ne contiennent que des valeurs presque
identiques (autour de 21 dans l’exemple). L’hypothèse biologique qui est faite pour
ces motifs est que chaque gène répond de la même façon dans chaque condition
expérimentale pour le même processus biologique. Or, cette hypothèse n’est pas
complètement satisfaisante. Par exemple, on peut s’intéresser à des bi-ensembles
ayant des valeurs identiques à une constante près, constante liée au gène et à la
condition expérimentale. Ces constantes permettent d’exprimer le fait qu’un gène
peut répondre différemment dans deux conditions et qu’une condition peut induire
des réponses différentes au sein d’un même mécanisme biologique. Les figures 1.2
(a) et (b) sont des exemples de ces modèles dit additifs. Ce différentiel d’expression
peut aussi s’exprimer à l’aide de facteurs multiplicatifs (voir la figure 1.2 (c)). La
figure 1.2 (d) montre un quatrième type de motifs. Dans cet exemple, l’ensemble des
gènes {g2, g3, g4} ont des profils assez similaires dans les conditions {c1, c6, c9} mais
surtout leurs profils sont très différents de ceux des gènes g1 et g5. Cette contrainte
particulière permet de définir les motifs à la fois par rapport aux données dans le
bi-ensemble mais aussi par rapport aux données extérieures. Cette contrainte fait
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référence à une forme de maximalité des motifs, il satisfait le modèle et aucun autre
élément ne peut être ajouté au motif sans violer le modèle.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1.2 – Exemples de modèles de bi-partitionnement

Le second problème majeur posé par les méthodes de bi-partitionnement est lié à
la combinatoire de la recherche. Effectivement, si l’on travail sur un jeu de données
contenant n conditions expérimentales et m gènes, il y a 2n+m bi-ensembles pos-
sibles. Par exemple, en prenant 1000 gènes et 24 conditions (n = 24 et m = 1000), il
y a 21024 bi-ensembles possibles, c’est-à-dire plus de 10308 bi-ensembles possibles. Il
n’est pas envisageable d’énumérer l’ensemble de ces candidats. Les algorithmes de bi-
partitionnement doivent donc être capables d’extraire les motifs sans parcourir tout
l’espace de recherche. En revanche, nous ne sommes pas dans une problématique de
type ”data stream” car les données que l’on manipule sont pérennes au sens où les
mécanismes que l’on souhaite étudier existent et existeront encore pendant longtemps.
Il faut néanmoins que l’extraction des motifs soit faisable ou du moins soit assez ra-
pide pour préserver la dynamique des processus d’extraction. Certains algorithmes
utilisent des méthodes d’optimisation locale, c’est-à-dire qui cherche de bonnes so-
lutions mais sans être sûr d’atteindre une solution optimale. Une telle méthode est
utilisée lorsque les motif sont définis à partir d’une contrainte dont aucune solution
exacte n’est connue ou parce qu’elle est trop coûteuse à calculer. Dans ce cas, l’algo-
rithme va chercher à s’approcher le plus près possible d’une (de) solution(s).

Il y a quatre grandes classes de méthodes heuristiques pour le bi-partitionnement :
les méthodes agglomératives, divisives, par permutation ou par approximation de pa-
ramètres. La première méthode commence avec une partition discrète des lignes et/ou
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des colonnes puis les éléments de cette partition sont rassemblés successivement dans
différents groupes. Ces différents groupes forment finalement le bi-partitionnement.
Les méthodes divisives débutent avec un motif formé de toutes les lignes et de
toutes les colonnes puis le découpent successivement en bi-ensembles plus petits.
Les méthodes par permutation déplace des éléments entre groupes afin d’améliorer
le résultat obtenu. Ces trois premières méthodes essayent d’améliorer la qualité glo-
bale de la collection en effectuant l’opération qui améliore le plus cette qualité. Cette
amélioration est bien souvent locale, de sorte que la collection finale n’est souvent
qu’un optimum local. La dernière méthode est assez différente, elle cherche à calcu-
ler des paramètres (moyenne, écart type, ...). Elle s’applique souvent aux modèles
probabilistes ou statistiques [MMR04].

Certains algorithmes calculent un seul motif, K motifs (avec K un entier fixé
par l’utilisateur) ou une collection de taille a priori indéfini. Le fait de calculer un
seul motif se réfère souvent à l’enrichissement d’un motif déjà connu. C’est un point
particulièrement intéressant. Effectivement, les biologistes possèdent souvent des in-
formations sur un phénomène précis. Cette information peut alors être enrichie. Par
exemple certains gènes peuvent être connus comme étant régulés dans des conditions
expérimentales particulières, le système peut alors fournir d’autres gènes qui varient
de la même façon dans ces conditions ou d’autres conditions pour lesquelles ces gènes
varient simultanément. Le fait de calculer K motifs ou les K meilleurs motifs peut
être vu comme une contrainte sur la collection à extraire pour les méthodes complètes
alors que pour les méthodes heuristiques c’est plutôt un paramètre nécessaire pour
pouvoir calculer les solutions.

La définition des régularités à extraire et la combinatoire de l’extraction sont
deux points importants des algorithmes de bi-partitionnement. Mais il faut aussi
s’intéresser à la ”forme” des collections extraites. Le terme ”forme” fait référence à la
façon dont les motifs sont disposés entre eux. Cette forme peut être assimilée à une
contrainte sur la collection des motifs. Quatre contraintes principales peuvent définir
la forme de la collection : l’exclusivité, le recouvrement, la structuration en arbre
et le partitionnement complet des données. Une collection est exclusive si tous les
éléments (gènes ou conditions) appartiennent à au plus un motif. Une collection est
avec recouvrement si au moins deux motifs ont des gènes ou des conditions en com-
mun. Une collection a une structuration en arbre si pour tout couple de bi-ensembles
(X, Y ) et (X ′, Y ′) alors X ∩X ′ ∈ {∅, X, X ′} et Y ∩Y ′ ∈ {∅, Y, Y ′}. Finalement, nous
parlons de partitionnement complet des lignes et/ou des colonnes ou de partition-
nement complet des cases de la matrice si elles appartiennent toutes à au moins un
motif de la collection extraite. La figure 1.3 présente cinq exemples de collections de
bi-ensembles (bi-partitions). Pour chaque exemple, le rectangle principal représente
le jeu de données et les rectangles en gris des bi-ensembles.

Le premier exemple (a) représente une collection de motifs exclusifs en ligne et
en colonne, donc sans recouvrement, qui partitionne l’ensemble des lignes et des
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig. 1.3 – Exemples de collections de bi-ensembles

colonnes mais pas l’ensemble des cases de la matrice. La seconde collection (b) est
quant à elle exclusive seulement en ligne. La troisième collection (c) est non exclusive,
sans recouvrement mais l’ensemble des cases de la matrice sont partitionnées, le terme
”checkerboard” est souvent employé pour ce type de collections. La collection suivante
(d) illustre la structuration en arbre. La dernière est une collection quelconque. Il faut
noter que la plupart des méthodes considèrent qu’il n’y a pas d’ordre sur les lignes
et les colonnes, c’est-à-dire que le résultat de l’extraction ne dépend pas de l’ordre
initial des éléments.

Avant de décrire différentes méthodes de bi-partitionnement, on va s’intéresser
aux articles de Ihmels et al. [IFB+02] et de Getz et al. [GD00].

Ihmels et al. [IFB+02] proposent un algorithme très simple pour construire en
deux étapes un bi-ensemble candidat à être un groupe de synexpression à partir d’un
(petit) ensemble de gènes G fourni. Ce n’est pas à proprement parlé un algorithme
de bi-partitionnement mais il permet une bonne introduction à ces algorithmes et
aux motifs à extraire. A partir de G et de la matrice d’expression centrée et réduite
par rapport aux gènes, l’algorithme calcule d’abord un score pour chaque condition.
Ce score est la moyenne des variations d’expression des gènes de G pour la condi-
tion considérée. Les conditions qui ont un score élevé (en absolu) sont sélectionnées.
Ensuite, il calcule les gènes qui ont une variation d’expression significative pour les
conditions en question. Pour cela, il calcul pour chaque gène la moyenne des variations
d’expression pour les conditions sélectionnées pondérée par le score. Si la moyenne
est élevée, le gène est retenu. Finalement, cet algorithme essaye d’extraire un groupe
de synexpression contenant un ensemble donné de gènes. Le développement de cette
approche se poursuit dans [BIB03]. L’intérêt de cette méthode est qu’elle est très
simple et que son temps de calcul est linéaire par rapport au nombre de gènes et par
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rapport au nombre de conditions expérimentales.

Getz et al. [GD00] proposent d’utiliser les méthodes de clustering sur une di-
mension (qui produisent des clusters de gènes ou de conditions expérimentales) pour
extraire les bi-partitions. Cette méthode permet de faire un lien entre les méthodes
classiques de clustering et celles de bi-partitionnement. Le principe est de calcu-
ler itérativement à l’aide d’une méthode de clustering quelconque les clusters de
gènes et de conditions expérimentales contenus dans les sous-matrices définies à par-
tir des groupes de gènes et de conditions expérimentales déjà identifiés aux étapes
précédentes. Le processus débute avec la matrice complète : l’ensemble des lignes et
des colonnes. Un clustering est réalisé sur les lignes et sur les colonnes. A l’étape sui-
vante, toutes les sous-matrices (X,Y ) tel que X est un cluster de lignes et Y un cluster
de colonnes sont calculées. Afin d’améliorer l’efficacité de l’extraction, seules les sous-
matrices qui satisfont un certain critère comme la stabilité ou une taille minimale sont
considérées. Ensuite, le processus est réitéré : des clusters de lignes et de colonnes
sont extraits à partir de ces sous-matrices etc. Cette méthode permet d’extraire des
clusters de gènes et de conditions expérimentales et pas directement des bi-partitions.
Par contre, ces motifs ont étés calculés sur des sous-ensembles de matrices et offrent
donc bien des modèles locaux même si des méthodes de clustering sur une dimen-
sion (modèles globaux) ont été utilisées. Deux approches permettent néanmoins de
mettre en relation les clusters de gènes et de conditions produites. Tout d’abord,
si une partition de conditions expérimentales semble particulièrement intéressante
d’un point de vue biologique, alors l’ensemble des gènes du tableau de données ayant
conduit à cette partition peut lui être associé pour former un bi-ensemble. Une se-
conde approche consiste à rechercher les clusters de gènes qui n’apparaissent qu’une
seule fois et l’ensemble des conditions expérimentales du tableau sur lequel ce cluster
a été produit. Cet ensemble de conditions apparâıt alors comme une signature de
l’ensemble des gènes. La construction des bi-ensembles à proprement parler doit être
faite en post-traitement. En effet, dans le premier cas, on associe à une partition de
conditions un seul cluster de gènes. Dans le second, on associe bien à un ensemble de
gènes un ensemble de conditions.

Nous allons nous concentrer dans la section suivante sur les algorithmes de bi-
partitionnement permettant la découverte de groupes de synexpression potentiels.
L’hypothèse forte qui est faite est que les données contiennent effectivement des
groupes de synexpression c’est-à-dire que les variations d’expression des gènes peuvent
être expliquées par les conditions expérimentales. C’est l’hypothèse du monde clos
qui est appliqué au niveau des données.

Pour mettre en avant le problème de la définition des régularités à extraire et
la combinatoire de l’extraction, nous présentons d’abord les algorithmes heuristiques
(voir section 1.4.1) puis les algorithmes complets (voir section 1.4.2). Dans chaque
section, les méthodes présentées sont ordonnées en fonction du modèle utilisé pour
définir les bi-partitions.
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1.4 Algorithmes de bi-partitionnement

1.4.1 Méthodes heuristiques

Bi-ensemble presque ”constant”

Une première façon de définir les groupes de synexpression consiste à dire que
ce sont des bi-ensembles presque ”constants”, c’est-à-dire tels que les valeurs dans
chaque motif sont presque identiques. Cette définition informelle peut en fait se
décliner sous la forme de différentes définitions visant à définir formellement le terme
”presque”. Nous allons ainsi voir que les trois méthodes présentées dans cette sec-
tion utilisent des définitions différentes du terme ”presque”. Ces trois méthodes s’ex-
priment toutes en terme de minimisation de l’inertie intra-classe de telle sorte que
chaque motif et le modèle qui le défini soient les plus proches possibles, au sens d’une
certaine distance. Une métrique qui définie la qualité globale d’une collection doit
aussi être définie. Elle est d’ailleurs souvent définis à partir des distances entre le
modèle et les bi-ensembles.

Pour la suite, nous désignerons par Moynm la moyenne des valeurs des lignes de
n sur les colonnes de m et par Mxy la valeur pour la ligne x et la colonne y.

Hartigan a été le premier à proposer dès 1972 [Har72] une méthode appelée
”Block Clustering” cherchant à extraire des bi-ensembles ”constants”. Il définit ainsi
le modèle de base : les bi-ensembles doivent contenir des valeurs proches de la moyenne
des valeurs contenues dans le motif. Le bi-ensemble ”parfait” ne contient que des va-
leurs identiques. Ensuite, il utilise pour mesurer la distance entre le modèle et les
bi-ensembles la variance des valeurs du bi-ensemble. En effet, plus la variance est
faible et plus le motif est constant. La variance est la somme des différences au carré
entre les valeurs et la moyenne du bi-ensemble (X,Y) :

V ariance(X, Y ) =
∑

x∈X,y∈Y (Mxy −MoyX,Y )2

Ensuite, la mesure de qualité d’une collection va être simplement la somme des
variances des différents motifs.

Cette mesure pose néanmoins un problème récurrent dans ce type de méthodes :
la collection composée de tous les motifs de taille 1∗1 (avec une seule ligne et une seule
colonne) a une mesure optimale. Pour palier ce problème, la solution habituellement
utilisée est d’ajouter une autre contrainte visant à fixer a priori le nombre de motifs
que doit contenir la collection extraite. Hartigan propose donc d’extraire les K bi-
ensembles les plus ”constants”. La matrice initiale est découpée successivement en
plusieurs sous-matrices et s’arrête lorsque la collection formée des K bi-ensembles a
une distance globale inférieure à un seuil fixé par l’utilisateur. Une autre méthode
vise à normaliser la mesure de qualité par la taille de la collection extraite.
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Les approches développées autour du K-MEANS et du clustering hiérarchique
ascendant proposent une autre façon de définir les bi-ensembles presque ”constants”.
Elles sont telles que chaque vecteur ligne (x,Y) (resp. chaque vecteur colonne (X,y))
d’un bi-ensemble presque ”constant” (X,Y) doit être le plus proche possible du bary-
centre des lignes (resp. des colonnes) du motif. Un barycentre est associé aux lignes
et un autre barycentre est associé aux colonnes. La distance entre le modèle ”par-
fait” (toutes les valeurs sont identiques) et un motif est obtenu à partir des distances
entre les vecteurs colonne et leur barycentre et les vecteurs ligne et leur barycentre.
La différence majeure entre le K-MEANS et le clustering hiérarchique ascendant
réside dans l’heuristique employée. En effet, le K-MEANS adopte une méthode de
permutation alors que le clustering hiérarchique ascendant adopte une méthode d’ag-
glomération.

Busygin et al. [BJK02] proposent d’utiliser des cartes auto-organisatrices de Ko-
honen (SOM) qui peuvent être considérées comme une généralisation de la méthode
K-MEANS. Cette méthode consiste à partitionner l’ensemble des conditions expéri-
mentales et l’ensemble des gènes à l’aide des cartes auto-organisatrices de Kohonen
(SOM) [Koh95] et à forcer le lien entre les deux partitions par l’intermédiaire d’une
bijection associant à chaque nœud (le vecteur réprésentant chaque classe) d’un des
deux espaces (conditions ou gènes) un nœud de l’autre espace appelé conjugué. Le
procédé itératif consiste à construire l’une des deux partitions à l’aide de la méthode
SOM, e.g., la partitions des conditions expérimentales. Ensuite, les coordonnées des
nœuds de la partition de l’autre espace, e.g., des gènes, sont calculées par le pro-
duit matriciel de la matrice d’expression gènes× conditions, dont chaque ligne a été
normalisée pour être un vecteur unité, et de son conjugué qui vient d’être estimé.
Une partition des gènes est alors construite à partir des coordonnées des nœuds à
nouveau calculée avec la méthode SOM. On réestime ensuite les coordonnées des
vecteurs associés aux nœuds de la partition des conditions par le produit matriciel
entre la matrice conditions× gènes dont chaque ligne a été normalisée. Le procédé
est réitèré jusqu’à ce que les partitions se stabilisent. Cette méthode fournit alors
une collection de bi-ensembles formant une partition des gènes et une partition des
conditions expérimentales. Les classes des gènes discriminent les classes de conditions
expérimentales et réciproquement. Cette méthode a comme avantage de converger
relativement rapidement. Les collections de motifs extraits sont exclusives et par-
titionnent l’ensemble des gènes et des conditions (voir exemple en haut à gauche
de la figure 1.3). La figure 1.4 illustre comment ces motifs sont calculés. Les ronds
représentent des conditions, les rectangles des gènes et les croix les représentants
des classes. Dans cet exemple, on cherche deux bi-ensembles. D’abord, les deux
représentants des conditions sont choisis aléatoirement sur R2 et les conditions leurs
sont associées, noir pour le premier représentant et gris pour le second (voir deuxième
figure). Ensuite les représentants pour les gènes sont calculés (voir troisième figure).
Ils sont recalculés (voir quatrième figure). Ils sont de nouveau projetés sur l’espace
des conditions. Cette configuration est un point fixe, la méthode s’arrête et deux
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bi-ensembles sont ainsi obtenus.

Fig. 1.4 – Bi-clustering avec SOM

Eisen et al. [ESBB98] proposent une méthode basée sur le clustering hiérarchique
ascendant. Cette méthode est très largement utilisée sur les données d’expression
de gènes. Le clustering hiérarchique ascendant regroupe successivement les classes
d’éléments les plus proches en formant ainsi un dendogramme. Malheureusement,
dans l’approche proposée par les auteurs, les conditions expérimentales et les gènes
sont partitionnés de manière complètement indépendante. L’avantage principal de
cette méthode réside dans son passage à l’échelle c’est-à-dire que des données conte-
nant des dizaines de milliers de gènes et des dizaines de colonnes peuvent être utilisées.
Il faut noter aussi que le succès de cette méthode est principalement dû à sa faculté
à offrir une visualisation simple et intuitive des motifs extraits. La figure 1.5 montre
un exemple de cette méthode. On peut voir (en haut) un dendogramme issu de la
classification des colonnes (des gènes) et un autre (sur le coté) issu des lignes.

Fig. 1.5 – Bi-partitionnement pour le clustering hiérarchique sur les deux dimensions
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Bi-ensemble plus réaliste

Cheng et Church [CC00] proposent un modèle un peu plus satisfaisant pour ex-
traire les groupes de synexpression. Cette méthode est une amélioration du modèle
proposé par Hartigan. En effet, les réponses transcriptionnelles des gènes ne sont pas
identiques dans toutes les conditions biologiques. Deux gènes peuvent répondre dans
une condition biologique mais à des niveaux différents. Deux conditions peuvent in-
duire des réponses très différentes pour un même gène. Ainsi, si l’on s’intéresse à des
bi-ensembles représentant des groupes de synexpression, le modèle simple de Harti-
gan n’est pas complètement satisfaisant. Cheng et Church proposent d’ajouter à la
valeur moyenne dans un bi-ensemble deux autres valeurs : une liée à l’influence du
gène et l’autre liée à la condition expérimentale. Ils proposent d’utiliser pour ces deux
valeurs la moyenne MoyXy sur le gène y (resp. MoyxY sur la condition expérimentale
x) des valeurs d’expression pour toutes les conditions expérimentales (resp. pour tous
les gènes) contenues dans le bi-ensemble (X,Y). Ils utilisent la distance H suivante
pour mesurer la qualité d’un bi-ensemble :

H(X,Y ) =

∑
x∈X,y∈Y (Moyxy −Dx,Y −DX,y + DX,Y )2

| X || Y |

avec Dx,Y = Moyx,Y

|Y | , DX,y = MoyX,y

|X| et DX,Y = MoyX,Y

|Y ||X| .

La qualité globale d’une collection est la somme des distances pour chaque motif
de la collection. Les auteurs emploient le terme de résidu pour la différence entre la
valeur attendue et celle qui est dans la matrice. Le modèle de Hartigan peut être
retrouvé en réalisant un simple pré-traitement sur la matrice. Comme les moyennes
sont calculées sur l’ensemble des lignes et/ou des colonnes, il suffit d’enlever à chaque
valeur du tableau la moyenne des valeurs de sa ligne et la moyenne des valeurs de sa
colonne pour retrouver exactement le résultat de [Har72].

En revanche, Cheng et Church proposent plusieurs heuristiques pour extraire les
motifs. L’une d’entres elles consiste à enlever itérativement des gènes et des conditions
expérimentales un à un jusqu’à ce que la mesure de distance soit inférieure à δ, c’est
une approche divisive. Une limite de cette approche est que le nombre de bi-ensembles
à rechercher est fixé par l’utilisateur tout comme le seuil δ utilisé pour la mesure de
qualité. [YWWY02] généralise le travail réalisé par [CC00] en permettant la prise en
compte des valeurs manquantes.

Lazzeroni et al. [LO00] proposent d’améliorer le modèle précédent. L’hypothèse
qui est faite est que si un gène peut intervenir dans différents phénomènes biolo-
giques alors son niveau d’expression est lié à la combinaison de ces phénomènes.
Pour capturer ces phénomènes, il faut non pas chercher des bi-ensembles presque
”constants”, mais ceux dont les valeurs résultent de cette combinaison. La figure 1.6
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montre un exemple de deux bi-ensembles dont les valeurs (5) qui appartiennent aux
deux bi-ensembles est la somme de la valeur du premier (2) et du deuxième (3).

2 2 2
2 2 2
2 5 5 3

3 3 3

Fig. 1.6 – Exemple de deux bi-ensembles

Ainsi, d’une manière algébrique le niveau d’expression d’un gène i dans une condi-
tion expérimentale j est modélisé par

Yij = µ0 +
∑

k

(µk + αik + βjk) ρikψjk

où µ0 représente le bruit de fond, µk la couleur du calque k, ρik vaut 1 si i ap-
partient au bi-ensemble k et 0 sinon, ψjk vaut 1 si la condition expérimentale j
appartient au bi-ensemble k, et vaut 0 sinon, αik est le facteur correctif pour le
gène i, et βjk est un facteur correctif pour la condition expérimentale j. La méthode
consiste alors à rechercher le modèle minimisant la distance euclidienne entre les va-
leurs d’expression observées et celles modélisées. L’estimation des paramètres se fait
itérativement et ne produit qu’une valeur approchée. Les expérimentations fournies
dans l’article semblent produire des résultats intéressants. Cette méthode est simi-
laire aux méthodes de décomposition en valeurs singulières [KBCG03], mais ici les
vecteurs ne sont pas contraints à être orthogonaux entre eux.

Califano et al. [CST00] présentent une autre façon de définir des bi-ensembles
presque ”constants”. Les bi-clusters doivent contenir des valeurs comprises dans un
intervalle de taille σ. Cette fois-ci, la mesure utilisée pour mesurer la qualité des
motifs est la probabilité d’apparition ”par chance” d’un motif. Cette probabilité est
calculée à partir d’un ensemble contrôle. Cette méthode est une méthode supervisée.

Méthodes basées sur la théorie de l’information

Deux variantes d’une même méthode de bi-partitionnement ont été développées de
manière indépendante par Dhillon et al. [DMM03] et Robardet et al. [RF01, RR02].
Cette méthode consiste à considérer les deux partitions cherchées comme des variables
aléatoires à valeurs discrètes et à concevoir la recherche d’une bi-partition comme
un problème de maximisation de l’association entre ces deux variables. Il existe
différentes mesures d’association qui évaluent le lien entre deux variables aléatoires à
partir (a) d’un tableau de contingence si les deux variables ont même domaine, ou (b)
d’un tableau de co-occurrence comme dans le cas de la recherche d’une bi-partition.
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La construction de ce tableau nécessite que les variables soient à valeurs booléennes,
ce qui peut être généralisé au cas où les variables sont discrètes [Rob02]. L’idée est
d’associer à chaque colonne une classe de la partition des conditions expérimentales,
et à chaque ligne une classe de gènes auxquels on associe un niveau d’expression. Un
élément (i, j) du tableau est alors égal au nombre de co-occurrences d’une condition
expérimentale de la classe correspondant à la colonne j et du niveau d’expression
d’un gène de la classe i. Ce tableau permet d’estimer empiriquement la distribution
de la probabilité jointe entre les deux variables représentant les partitions. Dhillon
et al. [DMM03] utilisent la mesure de divergence entre distributions de probabilités
de Kullback et Leibler. Cependant, il a été montré, d’un point de vue théorique et
expérimental [Rob02], que les mesures de connexion étaient mieux adaptées que les
mesures de divergences pour la recherche d’une bi-partition optimale. Robardet uti-
lise dans [Rob02] la mesure de connexion τ de Goodman et Kruskal [GK54] pour
évaluer la qualité de la bi-partition. Chacune des deux méthodes produit une parti-
tion par un processus d’optimisation locale : [DMM03] proposent de fixer a priori le
nombre de classes de chacune des deux partitions et optimisent localement la fonction
en estimant itérativement une partition en fonction de l’autre jusqu’à convergence ;
[Rob02] ne fixe pas a priori le nombre de classes des deux partitions et utilise alors un
algorithme d’optimisation local stochastique qui procède également par ajustement
itératif d’une partition en fonction de l’autre.

L’article [BDG+04] présente la recherche de bi-partitions (X,Y) optimaux comme
la recherche de bi-ensembles contenant le maximum d’information à l’intérieur par
rapport à l’information contenu à l’extérieur du bi-ensemble. Ils montrent comment
utiliser la divergence de Bregman pour essayer de résoudre ce problème. Cette diver-
gence est de plus une généralisation d’un grand nombre de mesures habituellement
utilisées dans ce type de problème.

1.4.2 Méthodes complètes

Wang et al. [WWYY02] proposent une méthode exacte pour extraire des bi-
ensembles presque ”constants” appelés pCluster (pattern Cluster). Le modèle impose
que les moyennes des valeurs des colonnes et/ou des lignes doivent appartenir à un
intervalle de taille σ. Pour pouvoir extraire tous les motifs sans parcourir tout l’espace
de recherche des bi-ensembles, ils proposent d’ajouter une contrainte supplémentaire
aux bi-ensembles : ils imposent que tous les bi-ensembles de taille 2*2 inclus dans un
pCluster doivent aussi satisfaire le modèle. Ainsi si l’un de ces bi-ensembles ne le sa-
tisfait pas alors il n’est pas nécessaire de regarder ses sur-ensembles. Plus précisément,
tous les bi-ensembles de taille 2*2 ({o1, o2}, {a1, a2}) inclus dans un pCluster doivent
satisfaire la contrainte suivante :

Mo1a1 + Mo2a2 −Mo1a2 −Mo2a1 < σ



1.4. ALGORITHMES DE BI-PARTITIONNEMENT 29

Ils cherchent de plus à extraire les bi-ensembles qui sont maximaux au niveau des
colonnes pour un ensemble d’objets donné. Cet algorithme permet en plus d’imposer
que les pCluster ont une taille minimale sur les lignes et les colonnes, contrainte
exploitée efficacement pendant l’extraction. L’algorithme permet de ne pas calculer
toutes les paires de lignes et de colonnes.

Pour extraire ces motifs, ils utilisent une méthode complète basée sur la recherche
des motifs contenant 2 gènes et 2 conditions expérimentales et les éléments de l’autre
dimension qui satisfont la contrainte précédente. Ces bi-ensembles sont ensuite utilisés
pour générer des bi-ensembles plus grands.

Kluger et al. [KBCG03] ont proposé une méthode, le bi-partitionnement spec-
tral, basée sur la recherche de vecteurs propres dans la matrice d’expression. Son
principe repose sur le constat que la corrélation entre deux gènes (resp. conditions)
est mieux estimée si l’on utilise la moyenne du niveau d’expression de chaque gène
(resp. condition) selon une partition de l’ensemble des conditions (resp. gènes). Ainsi,
à partir d’une partition U des conditions expérimentales, i.e., d’un vecteur dont les
entrées sont égales si les conditions appartiennent à une même classe, et de la ma-
trice d’expression A, on estime une partition des gènes V par la somme pondérée des
estimateurs de moyenne du niveau d’expression de chaque gène selon la partition des
conditions expérimentales :

V = R−1AU

où R est une matrice de normalisation des lignes. Lorsqu’il y a une structure en blocs
sur les gènes, on a un estimateur de même valeur pour les gènes d’un même type.
D’une manière similaire, on peut estimer la partition sur les conditions expérimentales
par U = C−1AT V où C est une matrice de normalisation des colonnes. Ainsi, le vec-
teur de classification de conditions expérimentales recherché U est le vecteur propre
de la matrice C−1AT R−1A et le vecteur de classification de gènes V est le vec-
teur propre de la matrice R−1AC−1AT . Ces deux problèmes peuvent être résolus de
manière algébrique par une décomposition en valeurs propres. Les auteurs montrent
que la technique de normalisation avant traitement est déterminante sur la qualité
du résultat. Ils proposent de normaliser conjointement les lignes et les colonnes de la
matrice par un prétraitement itératif. Enfin, les vecteurs propres associés aux valeurs
propres les plus grandes doivent être examinés avec soin. Ces vecteurs sont ensuite
partitionnés selon différents nombres de classes et différentes valeurs de seuils.

[TSS02] présente un algorithme basé sur la théorie des graphes. Les données sont
représentées sous la forme d’un graphe biparti. Un graphe biparti est un graphe tel
que les nœuds sont découpés en deux ensembles disjoints U et V tels qu’il n’y ait pas
d’arêtes entre les nœuds de U (respectivement de V ). Pour les données d’expression,
U représente l’ensemble des gènes et V l’ensemble des conditions. Une arête existe
entre un gène g et une condition c ssi le niveau d’expression de g est significatif pour c.
Ce degré est une mesure statistique, ils utilisent un algorithme appelé SAMBA pour
calculer cette mesure. Ils cherchent en fait dans les données des bi-ensembles maxi-
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maux. Ce problème peut être formalisé comme la recherche de bi-cliques maximales
dans leur graphe. Les bi-cliques (X, Y ) sont des sous-graphes bipartis tels qu’il existe
une arête entre chaque nœud de X et chaque nœud de Y . Les auteurs présentent ce
problème comme étant trop compliqué a résoudre. Ils se limitent alors a des graphes
ayant un degré maximal petit noté d. Le degré maximal est le nombre maximum
d’arêtes issues d’un nœud. Avec cette restriction, la taille de l’espace de recherche est
alors de | U | ×2d. Cet espace de recherche devient alors explorable facilement. Par
exemple, si | U |= 1000 et d = 5 alors il y a seulement 32000 candidats à considérer.

La recherche de toutes les bi-cliques maximales dans un graphe biparti peut être
réalisable en pratique, mais elle nécessite une approche non näıve de l’énumération
des candidats. Ce problème est équivalent a la recherche de tous les concepts formels
contenus dans une matrice booléenne. C’est d’ailleurs sur ce problème qu’ont portés
nos travaux de recherche. La prochaine section présente notre approche de l’extraction
de motifs dans les données d’expression de gènes.

1.5 Notre approche de l’ECD pour les données d’expres-
sion

1.5.1 Exemples de questions biologiques

Nous présentons 4 exemples de questions (requêtes) biologiques. Nous montrons
ensuite comment les motifs locaux ensembliste permettent d’apporter des réponses à
ces questions. Les questions sont les suivantes :

– Quels sont les ensembles de gènes qui varient significativement et simultanément
dans au moins 2 conditions en réponse à l’insuline ? (Requête 1)

– Est-ce que la présence de certains sites potentiels de facteurs de transcription
dans les séquences promotrices des gènes ne pourraient pas expliquer les varia-
tions de certains ensembles de gènes en réponse à l’insuline ? (Requête 2)

– Peut-on trouver des ensembles de facteurs de transcription associés à des en-
sembles de gènes participant à une même fonction cellulaire ? (Requête 3)

– Quels sont les ensembles de gènes qui sont régulés chez l’homme en présence
d’insuline et qui ont un homologue chez la souris ? (Requête 4)

De nombreuses informations peuvent être utilisées pour répondre à ces questions :
données d’expression, facteurs de transcription, fonctions des gènes, localisation chro-
mosomique, séquences homologues dans d’autres espèces, etc . De très nombreuses
bases de données disponibles sur internet contiennent ces données : séquences (PIR-
NBRF, Swissprot, EMBL-GenBank-DDBJ, Flybase-Drosophile, MGD-souris, GDB-
humain, PROSITE et eMOTIF), métabolisme (KEGG, BRENDA, EMP, Enzyme et
EcoCyc), Régulation transcriptionnelle (RegulonDB), interaction protéine-protéine
(PDB et Ec to TDB) et données structurales (PKR et 5s Ribosomal RNA Data-
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base).

Pour illustrer notre approche, nous allons utiliser 5 jeux de données artificielles
mais dont la forme est compatible avec celle de données réelles.

Jeux de données

Le premier jeu de données noté rD1(figure 1.7 à gauche) représente des expé-
riences de puces à ADN. A chaque gène gi est associé sa variation d’expression (en
log2) en réponse à l’insuline (avant et après injection d’insuline) dans le muscle pour 5
individus Ij . Pour cette expérience, 6 gènes ont été testés. Le deuxième jeu de données
noté rD2 (figure 1.7 à droite) sont des données SAGE et représente le nombre de copies
pour 4 TAG (un TAG représente un ARNm associé à un gène) dans 4 librairies. Les
librairies Sj sont relatives à des tissus musculaires pour 4 individus. Le troisième jeu
de données rD3 (figure 1.8 à gauche) est composé de 5 lignes correspondant à des
facteurs de transcription et 5 colonnes correspondants à des gènes. Un ”1” dans la
matrice entre un gène gi et un facteur de transcription FTj indique que FTj peut
s’accrocher sur la région promotrice du gène gi. Ce facteur de transcription peut alors
potentiellement réguler la transcription du gène gi. Le quatrième jeu de données rD4

(figure 1.8 à droite) est composé de 4 lignes, des fonctions moléculaires, et de 4
colonnes, des gènes. Ce tableau indique la fonction de chaque gène. Le dernier jeu
de données rD5 (figure 1.9) indique si un gène humain (en colonne) est homologue
à un gène d’une espèce donnée (en ligne) en indiquant si c’est le cas le numéro du
chromosome puis la position de début et de fin du gène homologue sur ce chromosome.

Puces à ADN
ID g1 g2 g3 g4 g5 g6

P1 -2.2 1.8 -0.5 1.7 0.1 0.2
P2 2.01 1.6 -2.3 -0.78 1.58 2.6
P3 2.1 -1.62 -1.71 2.1 -0.25 -1.2
P4 2.2 1.2 -0.2 0.3 -0.25 -
P5 0.1 -1.63 -0.4 0.21 -3.25 -

SAGE
ID g1 g2 g3 g4

S1 80 75 39 10
S2 12 85 42 20
S3 35 80 40 92
S4 100 10 45 113

Fig. 1.7 – Données rD1 (gauche) et données rD2 (droite)

Requête 1

A partir de ces données, nous allons essayer de répondre à la première question :
”Quels sont les ensembles de gènes qui varient significativement et simultanément
dans au moins 2 conditions en réponse à l’insuline”. La propriété qui nous intéresse
pour cette question est ”un gène varie significativement”. Il faut alors encoder cette
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Facteurs de Transcription
ID g1 g2 g3 g5

FT1 1 1 0 0
FT2 0 0 0 0
FT3 1 1 1 0
FT4 1 0 1 1
FT5 0 0 1 1

Fonctions
ID g1 g2 g3 g5

F1 0 0 0 1
F2 0 1 1 0
F3 1 1 0 0
F4 1 1 1 0

Fig. 1.8 – Données rD3 (gauche) et données rD4 (droite)

Homologies
ID g1 g2 g3 g4

Souris (3,232,800) (4,400,550) - (8,2000,2156)
Rat - - (3,1000,1235) (1,500,663)
singe (4,5087,4078) - (3,1001,1523) -

Fig. 1.9 – Données rD5

propriété dans le jeu de données rD1. Or, biologiquement, la variation significative
n’a pas un sens absolu. Il est simplement admis qu’au delà d’une variation de 1.5
en valeur absolue, la variation est significative du point de vue de la technologie des
puces à ADN. Nous allons ainsi utiliser ce seuil pour coder cette propriété et obtenir
un nouveau jeu de données rD1bis (figure 1.10). Cette première étape soulève le point
cruciale de l’encodage de propriétés. [BBJ+02] et [PLBB04] ont proposé différentes
solutions pour des données d’expression. [BBJ+02] propose un ensemble de méthodes
de discrétisation pour les données SAGE. [PLBB04] propose une approche originale
visant à choisir parmi un ensemble de discrétisations (méthodes et paramètres) celle
qui conserve au mieux les structures globales présentes dans les données. La méthode
propose de faire un clustering hiérarchique sur les données brutes puis sur chaque
jeu de données discrétisé, la discrétisation retenue est celle qui conserve au mieux le
dendogramme associé au clustering hiérarchique.

Un autre problème concerne la présence de données manquantes. Effectivement,
le jeu de données ne contient pas d’information pour le gène g6 sur les puces P4
et P5. Pour cette requête, nous décidons de considérer seulement les gènes qui ne
contiennent aucune valeur manquante. Le gène g6 va donc être écarté de l’analyse.
Il faut noter que l’on aurait pu choisir d’écarter les puces P4 et P5 au lieu du gène
g6. [RC03] présente une première approche visant à prendre en compte au cours de
l’extraction de motifs les valeurs manquantes.

A partir de rD1bis, les ensembles des gènes qui varient significativement et simul-
tanément dans au moins 2 conditions en réponse à l’insuline peuvent être extraits
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Propriété ”varie significativement” pour rD1

ID g1 g2 g3 g4 g5

P1 1 1 0 1 0
P2 1 1 1 0 1
P3 1 1 1 1 0
P4 1 0 0 0 0
P5 0 1 0 0 1

Fig. 1.10 – Données rD1bis qui encodent la variation significative pour le jeu de
données rD1 pour la requête 1

au moyen de concepts formels. En revanche, nous allons nous intéresser qu’à certains
concepts formels, ceux qui contiennent au moins 2 conditions expérimentales et 2
gènes. C’est un exemple de contraintes que l’on doit être capable d’exploiter au cours
de l’extraction. La collection suivante E est la collection des concepts formels (X,Y)
de rD1bis tels que | X |> 1 et | Y |> 1 :

E = {({P1, P2, P3}, {g1, g2}), ({P2, P3}, {g1, g2, g3})
Les gènes g1 et g2 (respectivement g1, g2 et g3) ont effectivement une variation

d’expression significative dans les conditions P1, P2 et P3 (resp. P2 et P3).

Cette collection de motifs permet d’apporter des réponses à la première question
en fournissant des associations présentes dans les données et donc des groupes de
synexpression potentiels.

Requête 2

La deuxième question à laquelle nous allons nous intéresser est : ”Est-ce que la
présence de certains sites potentiels de facteurs de transcription dans les séquences
promotrices des gènes ne pourraient pas expliquer les variations de certains ensembles
de gènes en réponse à l’insuline ?”. Pour répondre à cette deuxième requête, il va falloir
exploiter à la fois les informations contenues dans la table rD1bis et rD3 qui sont en
fait toutes les deux des propriétés relatives aux gènes. Nous allons ainsi fusionner ces
deux tables afin d’obtenir un contexte d’extraction unique appelé rreq2 (voir figure
1.11). La table rD3 ne nécessite aucun encodage car elle contient déjà les informations
nécessaires sous une forme booléenne.

Cette nouvelle table est particulière par rapport aux précédentes car la sémanti-
que associée à un ”1” dans la table diffère en fonction des lignes. Cette différence va
bien évidemment se répercuter sur la manière dont doit être interprété un motif qui
en découle. Il faut noter que cette fois-ci les gènes g4 et g6 ne sont pas présents dans
rreq2. En effet, aucune information sur leurs facteurs de transcription n’est disponible
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Requête 2
ID g1 g2 g3 g5

P1 1 0 1 0
P2 1 1 1 1
P3 1 1 1 0
P4 1 0 0 0
P5 0 1 0 1

FT1 1 1 0 0
FT2 0 0 0 0
FT3 1 1 1 0
FT4 1 0 1 1
FT5 0 0 1 1

Fig. 1.11 – Contexte d’extraction rreq2 pour la requête 2

dans nos données. C’est un deuxième cas où l’on enlève des gènes de l’analyse.

Comme pour la requête 1, nous allons utiliser les concepts formels. Cette fois-
ci, nous allons extraire les concepts E de rreq2 contenants au moins 2 conditions
expérimentales et 2 facteurs de transcription.

E = {({P1, P2, P3, FT1, FT3}, {g1, g2})}
Les gènes g1 et g2 varient significativement dans les conditions expérimentales

P2 et P3 et cette co-variation peut être expliquée par la présence des facteurs de
transcription FT1 et FT3. En effet, on peut suspecter que g1 et g2 sont en fait co-
régulés par FT1 et FT3.

Requête 3

La troisième question est : ”Peut-on trouver des ensembles de facteurs de trans-
cription associés à des ensembles de gènes participant à une même fonction cellu-
laire ?”. Pour répondre à la requête 3, nous allons utiliser les tables rD3 et rD4. Cette
fois-ci, la requête ne concerne pas les gènes c’est-à-dire les colonnes mais les facteurs
de transcriptions et les fonctions. Il faut ainsi fusionner les deux tables et transposer
la matrice. La table rreq3 est ainsi obtenue (voir figure 1.12).

Nous allons extraire les règles d’association R avec une fréquence minimale de 2 et
une confiance minimale de 50% ayant comme partie gauche seulement des facteurs de
transcription et comme partie droite des fonctions. Une règle d’association A =⇒ B
avec une fréquence freq ∈ [0, 100] et une confiance conf ∈ [0, 100] indique que freq%
des lignes n’ont que des ”1” pour les colonnes de A∪B et que conf% des lignes n’ont
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Requête 3
ID FT1 FT2 FT3 FT4 FT5 F1 F2 F3 F4

g1 1 0 1 1 0 1 0 1 1
g2 1 0 1 0 0 0 1 1 1
g3 0 0 1 1 1 0 1 0 1
g5 0 0 0 1 1 1 0 0 0

Fig. 1.12 – Contexte d’extraction rreq3 pour la requête 3

que des ”1” pour les colonnes B quand il y a des ”1” pour les colonnes de A. Une
règle avec une confiance de 100% est une règle logique.

{FT1, FT3} =⇒ {F3, F4} est une règle contenu dans rreq3 ayant une fréquence
de 2 et une confiance de 100%. Cette règle permet de suspecter que les facteurs de
transcription FT1 et FT3 pourraient jouer un rôle particulier dans les fonctions F3 et
F4. La règle {FT3} =⇒ {F3, F4} avec une fréquence de 2 et une confiance de 2/3 est
un autre exemple de règles. Rappelons que l’on extrait toutes les règles d’association
ayant une fréquence de 2 et une confiance de 100%.

Pour cette requête, plusieurs points importants ont été soulevés. D’abord, il a
fallut transposer la matrice pour considérer des règles contenant des facteurs de
transcription et des fonctions portées cette fois-ci par les gènes. La transposition
de la matrice n’est pas seulement une réorganisation graphique de la table mais a
pour conséquence une modification de la faisabilité de l’extraction et de l’utilisation
des contraintes. Dans cet exemple d’autres contraintes que la taille minimale ont été
utilisées. Des contraintes particulières comme la présence de tels ou tels éléments
dans tels ou tels ensembles de fréquence et de confiance minimale ont été utilisées
pour pouvoir extraire des motifs plus pertinents de notre point de vue vis-à-vis de la
question posée.

Requête 4

La quatrième requête est la suivante : ”Quels sont les ensembles de gènes qui
sont régulés chez l’homme en présence d’insuline et qui ont un homologue chez la
souris ?”. Pour répondre à cette requête, deux jeux de données vont être utilisés :
rD2 et rD5. Pour la première table, il faut encoder la propriété ”un gène est activé
dans une condition expérimentale”, pour la seconde table l’information ”un gène
humain est homologue à un gène de souris” doit aussi être encodée. Pour les données
SAGE, nous allons utiliser la méthode appelée Max(1 −X) présentée dans l’article
[BBJ+02]. Un gène est dit activé si son nombre de copies est supérieur à Max(1−X)
avec Max le nombre maximum de copies de ce gène pour toutes les librairies et
X ∈ [0; 1] un paramètre. La table de gauche de la figure 1.13 représente cette encodage
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avec X = 0.25. Pour cette requête, nous avons décidé d’encoder cette propriété sur
l’ensemble des données puis de sélectionner celles qui concernent la souris. Pour la
table rD5, seule l’information sur la présence d’un gène homologue est nécessaire.
La table de droite rD5bis de la figure 1.13 encode cette information. On parle bien
d’encodage et non uniquement de discrétisation car les informations dans les tables
peuvent prendre de nombreuses formes (pas seulement des réels). Il faut noter que
dans la table rD5, le symbole ”-” signifie ”pas homologue” alors que dans la table
rD1 il signifie que c’est une valeur manquante. Cela illustre simplement la disparité
des formats des données que l’on doit manipuler.

gènes activés
ID g1 g2 g3 g4

S1 1 1 1 0
S2 0 1 1 0
S3 0 1 1 1
S4 1 0 1 1

homologue
ID g1 g2 g3 g4

Souris 1 1 0 1

Fig. 1.13 – rD2bis : encodage de rD2 à gauche et rD5bis : encodage de l’homologie à
droite

Pour répondre à notre question, il faut en fait générer un contexte d’extraction
contenant les deux premières lignes de rD2bis qui concernent la souris et la première
ligne de la table rD5bis. La figure 1.14 présente cette table.

contexte 1
ID g1 g2 g3 g4

S1 1 1 1 0
S2 0 1 1 0

Souris 1 1 0 1

Fig. 1.14 – Contexte d’extraction pour la requête 4

Nous pouvons extraire tous les concepts formels contenant la ligne ”souris”, c’est-
à-dire dont les gènes humains sont homologues à ceux de la souris. En fait, le contexte
d’extraction précédent peut être simplifié car seuls les gènes ayant un ”1” sur la
troisième ligne vont être considérés. La figure 1.15 montre le nouveau contexte d’ex-
traction ainsi obtenu. C’est un exemple typique de simplification de matrice.

L’ensemble des concepts formels contenus dans ce contexte est :

{({S1}, {g1, g2}), ({S1, S2}, {g2})}
Cette collection de motifs permet d’apporter des réponses potentielles à la requête

4. Par exemple, g1 et g2 sont des gènes qui sont activés en présence d’insuline et
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contexte 1
ID g1 g2 g4

S1 1 1 0
S2 0 1 0

Fig. 1.15 – Contexte d’extraction simplifié

homologue à des gènes de souris.

1.5.2 Retour sur les scénarios d’extraction

Les questions précédentes ont permis de mettre en avant le potentiel des motifs
locaux ensembliste dans des données. Pour répondre à ces questions, différentes pri-
mitives ont été utilisées qui peuvent être classées en deux groupes : la préparation des
contextes d’extraction et l’extraction de motifs sous contraintes. Pour la préparation
des contextes, les primitives suivantes ont été utilisées : encodage de propriétés d’ex-
pression, fusion de jeux de données, transposition de matrices, sélection d’éléments
suivant différents critères. Pour les extractions, on a recherché des motifs satisfai-
sants certaines contraintes. Les concepts formels et les règles d’association ont été
utilisés mais d’autres types de motifs auraient pu être utilisés. Sur des applica-
tions réelles, il faudrait en plus pouvoir par exemple pré-traiter les données, com-
parer différentes collections de motifs issus de traitements différents et sélectionner
certains motifs selon des critères. Il est encore très difficile de pouvoir définir un
langage de requête pour les bases de données inductives permettant de répondre à
toutes les tâches d’extraction de connaissances. Malgré cela, les avancées qui ont été
réalisées à la fois sur la résolution de tâches primitives, l’étude des scénarios d’extrac-
tion [PBB04, PBRB05] et l’optimisation de requêtes [dR02, dRJLM02, HFW+96,
MLK04, MPC98] indiquent clairement l’émergence des bases de données inductives.
Même si un système opérationnel intégrant un véritable langage de requêtes utilisant
une multitude de primitives est encore hors de porté actuellement, un système plus
limité peut être mis en place. Par exemple pour les données transcriptomiques, un
jeu de données intégrant une multitude d’informations disponibles dans les bases
de données peut être produit et les différents outils de pré-traitement, d’extrac-
tion de motifs et de post-traitement déjà développés, permettent déjà de répondre
à des questions non triviales. Nous avons d’ailleurs développé un logiciel appelé
Bio++ [BPB+04] dédié à l’extraction de connaissances dans les données d’expression
de gènes. Il regroupe différentes méthodes de discrétisaton, d’extracteurs de motifs,
de post-traitement de motifs et finalement un outils de visualisation des motifs.
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Chapitre 2

Extraction de concepts formels

2.1 Définitions et propriétés des motifs locaux

2.1.1 Introduction

Nous allons dans cette section présenter le cadre de la recherche des motifs lo-
caux dans les données booléennes. Cet axe de recherche est aussi appelé ”extraction
d’itemsets fréquents” même si depuis son émergence [AIS93] il ne se résume plus
au calcul des itemsets fréquents, d’autres types de motifs ayant été proposés. Les
données représentent une relation binaire r entre un ensemble d’objets noté O et un
ensemble d’attributs noté A. La relation r encode un lien ou une association entre
un attribut et un objet. La sémantique de cette relation peut différer en fonction des
attributs et objets considérés, ainsi que du type d’association étudié par l’utilisateur.
Toute propriété entre des attributs et des objets qui peut être représentée sous la
forme d’une relation peut bénéficier des avancées technologiques relatives à l’extrac-
tion des motifs locaux dans les données booléennes. Nous utiliserons le terme données
booléennes ou données transactionnelles pour désigner ce type de jeux de données.
Une représentation sous forme matricielle est souvent adoptée, les objets (resp. les
attributs) peuvent alors être appelés des lignes (resp. des colonnes). Pour simplifier
les notations, r sera utilisé pour désigner à la fois la relation et les données.

Exemple. Soit un jeu de données r1 composé de 3 objets O = {o1o2o3}, de 4
attributs A = {a1a2a3a4} tels que r1 = {(o1, a1), (o1, a2), (o1, a3), (o2, a1), (o2, a2),-
(o3, a2), (o3, a3), (o3, a4)}. La table 2.1 est la représentation matricielle de r1.

Dans le cas des données d’expression (voir par exemple [BBJ+02, PT02]), les
colonnes représentent généralement des gènes, alors que les lignes représentent des
informations relatives aux gènes. Suivant la nature des lignes, la relation r peut
exprimer par exemple la variation d’un gène dans une condition expérimentale, le

39
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a1 a2 a3 a4

o1 1 1 1 0
o2 1 1 0 0
o3 0 1 1 1

Tab. 2.1 – Jeu de données r1

fait que le gène est régulé par un facteur de transcription ou l’appartenance d’un
gène à une famille de fonctions.

Mannila et Toivonen ont proposé une abstraction utile de nombreux travaux en
fouille de données [MT97]. Considérons une base de données r, un langage L pour
l’expression de propriétés dans les données et un prédicat de sélection C. Le prédicat
C est utilisé pour dire si oui ou non, une phrase l ∈ L doit être considérée comme
intéressante sur r. Une tâche d’extraction peut alors être formalisée comme le calcul
de la théorie de r pour L et C, i.e., l’ensemble T H(r,L, C) = {l ∈ L | C(l, r) est vrai}.
On peut parler de la requête inductive C sur r.

2.1.2 Bi-ensemble et 1-rectangle

Pour notre part, nous allons nous intéresser au calcul de théories de la forme
T H(r, 2O× 2A, C) avec r ⊆ O×A. Nous allons ainsi rechercher tous les bi-ensembles
(voir définition 2.1) satisfaisants C avec r une relation binaire entre O et A.

Définition 2.1 (bi-ensemble) Un bi-ensemble (X, Y ) est un couple appartenant à
2O × 2A. Le terme de rectangle peut aussi être utilisé dans la mesure où il n’y pas
d’ordre a priori sur les lignes et les colonnes. Les bi-ensembles sont des rectangles
dans la matrice à un réarrangement prés des lignes et des colonnes.

L’extraction de motifs locaux dans des données transactionnelles consiste donc à
extraire des bi-ensembles satisfaisants certaines contraintes. Deux grandes classes de
contraintes peuvent être considérées : les contraintes qui fixent le type de motifs à ex-
traire et les contraintes qui imposent ”la forme” des motifs à extraire. Ces contraintes
seront appelées respectivement contraintes de type (voir section 2.1.4) et contraintes
syntaxiques (voir section 2.1.3). Par exemple, les contraintes de type permettent de
spécifier que l’on cherche des 1-rectangles, des itemsets, des ensembles fermés, des en-
sembles libres ou des concepts formels (voir section 2.1.4). Les contraintes syntaxiques
permettent par exemple de fixer la taille minimale (nombre d’objets et nombre d’at-
tributs) des bi-ensembles à extraire ou la présence ou non de certains éléments (voir
2.1.3). Il faut noter que les contraintes de type sont liées aux données alors que
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les contraintes syntaxiques ne dépendent souvent que des éléments contenus dans le
bi-ensemble.

Nous cherchons ainsi à extraire des théories de la forme T H(r, 2O × 2A, C) avec
C ≡ Ct(l, r)∧ Cs(l). Ct est une contrainte de type et Cs est une contrainte syntaxique.

Nous allons nous intéresser plus particulièrement à certains motifs appelés 1-
rectangles (voir définition 2.2).

Définition 2.2 (1-rectangle) Un bi-ensemble (X, Y ) est un 1-rectangle dans r s’il
satisfait la contrainte Cr−1r ≡ ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y , (x, y) ∈ r.

Exemple. Le bi-ensemble ({o1o2}, {a1a2}) est un 1-rectangle dans r1. Par contre,
le bi-ensemble ({o1o2}, {a1a2a3}) n’est pas un 1-rectangle dans r1 car (o2, a3) 6∈ r1.

Ces motifs sont particulièrement intéressants car ils permettent d’identifier des
ensembles d’objets X et d’attributs Y qui sont en relation c’est-à-dire tels que tous
les objets de X soient en relation avec tous les attributs de Y et inversement. Par
exemple dans les données d’expression booléennes (un ”1” exprime une variation
d’expression pour un gène dans une condition), un 1-rectangle (X,Y) exprime le fait
que tous les gènes de Y varient dans toutes les conditions expérimentales de X : les
gènes de Y sont co-exprimés dans les conditions de X.

Nous allons munir les bi-ensembles de relations de spécialisation.

Définition 2.3 (Relations de spécialisation) La relation d’inclusion ensembliste
⊆ sera utilisée comme relation de spécialisation sur les ensembles. La même notation
sera adoptée pour les bi-ensembles : (X1, Y1) ⊆ (X2, Y2) ssi X1 ⊆ X2 et Y1 ⊆ Y2.
Nous utilisons aussi une autre relation de spécialisation notée ¹ sur les bi-ensembles :
(X1, Y1) ¹ (X2, Y2) ssi X2 ⊆ X1 et Y1 ⊆ Y2.

Le point central pour calculer les théories de la forme T H(r, 2O × 2A, Ct ∧ Cs)
est l’aspect combinatoire de la recherche. Dès que 2O × 2A est très grand, il est im-
portant d’avoir des stratégies pour parcourir l’ensemble des phrases possibles, i.e.,
l’espace de recherche. Depuis la formalisation de l’apprentissage comme un problème
de recherche dans un espace d’états [Mit82], on sait qu’il est souvent possible d’opti-
miser le parcours de l’espace de recherche pourvu qu’il soit associé à une relation de
spécialisation ≺ (ordre partiel) et que les motifs recherchés soient définis à partir de
contraintes que l’on sache exploitées [SC05]. En particulier, deux types de contraintes
jouent un rôle particulier dans les extractions : les contraintes dites anti-monotones
et monotones (voir définition 2.4).

Définition 2.4 (Contraintes anti-monotones et monotones) Soit un ensemble
partiellement ordonné (E ,≤E) et une contrainte C alors :
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– C est anti-monotone sur E par rapport à ≤E ssi ∀ X, Y ∈ E tel que X ≤E Y
alors C(Y ) ⇒ C(X). La contraposée de cette définition est ∀X, Y ∈ E tel que
X ≤E Y alors ¬C(X) ⇒ ¬C(Y )

– C est monotone sur E par rapport à ≤E ssi ∀X, Y ∈ E tel que X ≤E Y alors
C(X) ⇒ C(Y ). La contraposée de cette définition est ∀X, Y ∈ E tel que X ≤E Y
alors ¬C(Y ) ⇒ ¬C(X)

Propriété 2.1 Si C est monotones sur E par rapport à ≤E alors ¬C est anti-monotone
sur E par rapport à ≤E . Si C est anti-monotones sur E par rapport à ≤E alors ¬C
est monotone sur E par rapport à ≤E . Une disjonction de conjonction de contraintes
monotones (resp. anti-monotones) est monotone (resp. anti-monotone).

Il faut noter que la contrainte Cr−1r est une contrainte anti-monotone sur ⊆.

Exemple 2.1 Soit les bi-ensembles B1 = ({o1o2}, {a1a2a3}) et B2 = ({o1o2}, {a1a2})
dans r1, alors B2 satisfait Cr1−1r mais pas B1. Comme Cr1−1r est monotone pour ⊆
alors tout sur-ensemble de B1 suivant ⊆ ne satisfait pas Cr−1r et tout sous-ensemble
de B2 suivant ⊆ satisfait Cr−1r. En effet, comme B1 contient un ”0” alors tous ses
sur-ensembles en contiennent aussi et donc ne satisfont pas Cr−1r. Comme B2 ne
contient pas de ”0” alors tous ses sous-ensembles n’en contiennent pas non plus.

2.1.3 Contraintes syntaxiques

Les définitions 2.5 et 2.6 donnent des exemples de contraintes syntaxiques respec-
tivement monotones et anti-monotones par rapport à ⊆.

Définition 2.5 (Exemples de contraintes syntaxiques monotones) Un bi-en-
semble (X, Y ) satisfait :

– Cσ1σ2−mis (taille minimale) ssi ]X ≥ σ1 and ]Y ≥ σ2.
– CAB−sur (sur-ensemble) ssi A ⊆ X et B ⊆ Y
– ¬CAB−sous (pas un sous-ensemble) ssi X 6⊆ A ou Y 6⊆ B
– CAB−ec (des éléments en commun) ssi X ∩A 6= ∅ ou Y ∩B 6= ∅
– Cσ−area (aire minimale) ssi | X | × | Y |≥ σ.

Définition 2.6 (Exemples de contraintes syntaxiques anti-monotones) Un bi-
ensemble (X,Y ) satisfait :

– Cσ1σ2−mas (taille maximale) ssi ]X ≤ σ1 et ]Y ≤ σ2.
– ¬CAB−sur (pas un sur-ensemble) ssi A 6⊆ X et B 6⊆ Y
– CAB−sous (sous-ensemble) ssi X ⊆ A et Y ⊆ B
– ¬CAB−ec (aucun élément en commun) ssi X ∩A = ∅ et Y ∩B = ∅



2.1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS DES MOTIFS LOCAUX 43

La contrainte de fréquence minimale habituellement utilisée pour extraire les mo-
tifs locaux s’exprime grâce à Cσ0−mis où σ est le seuil de fréquence minimale.

Exemple 2.2 Dans r1, on peut rechercher la collection des 1-rectangles ayant une
aire supérieure à 3 et contenant l’attribut a3. Cette collection correspond à la théorie
T suivante :

T = T H(r1, 2O × 2A, Cr−1r ∧ C3−area ∧ C∅ {a3}−ec)

T est égale à {({o1}, {a1a2a3}), ({o1o3}, {a2a3}), ({o3}, {a2a3a4})}.

2.1.4 Contraintes de type

La connection de Galois (correspondance de Galois) est un outil clé pour définir,
manipuler et utiliser les motifs locaux tels que les itemsets et les concepts formels.
Nous donnons quelques rappels sur la connection de Galois (voir notamment [Wil82]).

Définition 2.7 (Connection de Galois) Soit φ : O → A et ψ : A → O deux
opérateurs entre deux ensembles partiellement ordonnés (O,≤O) et (A,≤A). Ces
opérateurs forment une connection de Galois si :

1 ∀v, w ∈ O, si v ≤O w alors φ(w) ≤A φ(v),
2 ∀i, j ∈ A, si i ≤A j alors ψ(j) ≤O ψ(i),
3 ∀v ∈ O,∀i ∈ A, v ≤O ψ(φ(v)) et i ≤A φ(ψ(i))

où ≤O et ≤A sont deux relations de spécialisation respectivement sur O et A.

Définition 2.8 (Connections φ et ψ) Si X ⊆ O et Y ⊆ A, φ et ψ peuvent être
définis ainsi : φ(X, r) = {y ∈ A | ∀x ∈ X, (x, y) ∈ r} et ψ(Y, r) = {x ∈ O | ∀y ∈
Y, (x, y) ∈ r}. φ renvoie l’ensemble des attributs qui sont portés par tous les objets de
X. ψ fournit l’ensemble des objets qui sont portés par l’ensemble des attributs de Y .
(φ, ψ) forme une connection de Galois entre O et A munis de l’inclusion ensembliste
⊆. Nous utilisons les notations classiques h = φ ◦ ψ et h′ = ψ ◦ φ pour désigner les
opérateurs de fermeture de Galois. Quand h(Y, r) = Y (resp. h′(X, r) = X) on parle
d’ensemble fermé.

Exemple 2.3 Dans r1, on a φ({o1o2}, r1) = {a1a2} et ψ({a2}, r1) = {o1o2o3}.

A partir de cette connection (φ, ψ), les itemsets et les concepts formels peuvent
être définis.
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Définition 2.9 (itemsets et concepts formels) Un bi-ensemble (X, Y ) est un it-
emset s’il satisfait la contrainte Cr−it ≡ X = ψ(Y, r). Une notation sous forme de
bi-ensemble est adoptée ici pour les itemsets. Un bi-ensemble (X, Y ) est un concept
dans r s’il satisfait la contrainte Cr−cf qui est équivalente à chacune des contraintes
suivantes :

– X = ψ(Y, r) ∧ Y = φ(X, r)
– X = h(X, r) ∧ Y = φ(X, r)
– Y = h′(Y, r) ∧X = ψ(Y, r)

Propriété 2.2 Si (X, Y ) est un concept formel alors X et Y sont des ensembles
fermés.

Une propriété importante de la connection de Galois est que chaque ensemble fermé
sur l’une des deux dimensions est associé à un unique ensemble fermé de l’autre
dimension. C’est pour cela, que l’on parlera essentiellement des concepts formels car
les itemsets fermés sont contenus dans la notion de concepts formels.

Une autre propriété très importante de la connection de Galois est que les fonc-
tions φ et ψ sont décroissantes. Cette propriétés est cruciale pour l’exploration de
l’espace de recherche et la propagation des contraintes. En effet, les concepts formels
contenus dans un jeu de données peuvent être représentés sous la forme d’un treillis
de concepts muni de la relation de spécialisation ¹. La figure 2.1 montre le treillis de
concepts associé à r1.

Fig. 2.1 – Treillis de concepts pour r1

Les ensembles libres [BBR03] sont aussi des motifs intéressants dans les données
booléennes. Les ensembles libres sont aussi appelés motifs clefs [BTP+00].

Définition 2.10 (Ensemble libre) Un ensemble d’attributs X est libre si et seule-
ment si X n’est pas inclus dans la fermeture de l’un de ses sous-ensembles stricts. On
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dira qu’un ensemble est libre s’il satisfait la contrainte Cr−libre. D’autres formulations
sont possibles : X est libre si sa fréquence dans r est strictement inférieure à celle
de tous ses sous-ensembles stricts ou encore, X est libre s’il n’existe pas de règles
d’association de confiance 1 contenant seulement des éléments de X. Ces ensembles
sont aussi appelés ensembles clés dans [BTP+00].

Définition 2.11 Soit la relation d’équivalence ∼ sur les ensembles d’attributs telle
que X ∼ Y avec X, Y ∈ A si et seulement si X et Y ont le même support [BTP+00].
Alors les ensembles libres et les ensembles fermés d’attributs sont des éléments par-
ticuliers de ces classes. En effet, ces classes d’équivalence sont formées d’un unique
ensemble maximal, un ensemble fermé F , et d’un ou plusieurs éléments minimaux
qui sont les ensembles libres ayant comme fermeture F .

La figure 2.2 présente un exemple de classes d’équivalences. Les ”patatöıdes”
(figure 2.2 droite) représentent les classes. Tous les itemsets contenus dans une même
classe ont un support identique. La taille du support est indiqué en dessous de chaque
classe d’équivalence.

G1 G2 G3 G4

T1 1 0 1 0
T2 1 1 1 1
T3 0 1 1 1
T4 0 0 0 1
T5 1 0 0 0

G1 G3 G4

G3G4G2G4G2G3G1G4G1G2

G1G3G4G1G2G3 G2G3G4G1G2G4

G1G2G3G4

3
2 3 3

G1G3

2

1

5

G2

/O

Fig. 2.2 – Un contexte booléen r (gauche) et ces classes d’équivalences associées
(droite)

Exemple. {G1G2} et {G1G4} sont deux ensembles libres (éléments minimaux) et
{G1G2G3G4} correspond à leur fermeture (l’ensemble maximal). Ces trois ensembles
définissent une classe d’équivalence.

Propriété 2.3 (ensembles libres et fermés) Les fermetures des ensembles don-
nent des ensembles fermés et tous les ensembles fermés peuvent être obtenus par calcul
des fermetures de tous les ensembles libres [BBR00]. Les ensembles libres peuvent être
utilisés comme des générateurs d’ensembles fermés.

Les ensembles libres et leur fermeture comme les concepts formels sont des repré-
sentations condensées exactes des ensembles d’attributs. C’est-à-dire qu’à partir de
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la collection complète de ces motifs, il est possible de retrouver la fréquence de tous
les ensembles d’attributs sans accéder aux données. Un autre type de motifs appelé
δ-libres a été proposé comme une représentation approximative des ensembles d’at-
tributs [Byk02, Jeu02, BTP+00, BBR00]. Ils permettent sans accéder aux données
de retrouver avec une erreur bornée la fréquence de tous les ensembles d’attributs.

Définition 2.12 (Ensemble δ-libre) Un ensemble d’attributs X est un δ-libre si
et seulement si ∀Z ⊂ X, ](ψ(Z)− ψ(X)) > δ.

A chaque δ-libre K peut être associé un ensemble d’attributs C appelé δ-fermeture
de K et défini par

C = {g ∈ P | ](ψ(K) \ ψ(g)) ≤ δ}

Quand δ = 0, on a C = h(K, r), les ensembles libres sont des cas particuliers des
δ-libres.

2.2 Transposition de matrices

2.2.1 Introduction

Les technologies à haut-débit comme les puces à ADN ou SAGE fournissent le
niveau d’expression de (dizaines de) milliers de gènes dans différentes conditions
expérimentales. Ces technologies restent assez onéreuses et difficiles à mettre en
œuvre. Il est ainsi très rare de pouvoir disposer pour une même problématique biolo-
gique de milliers de conditions expérimentales. En pratique, il est courant d’avoir une
dizaine ou une vingtaine de conditions. Ainsi, les données peuvent être représentées
sous la forme d’une matrice contenant une dizaine de lignes (les conditions) et des
(dizaines de) milliers de colonnes (les gènes). Les données dont nous disposons pour
étudier les mécanismes de la réponse à l’insuline sont typiquement de cette forme
(matrice de taille 5 ∗ 22069, voir section 4.2.1).

Etant donné une matrice à fouiller, le problème de l’extraction de tous les itemsets
satisfaisant une certaine contrainte syntaxique est très difficile dès lors que le nombre
d’attributs dépasse quelques dizaines. En effet, la taille de la collection des itemsets,
et donc de l’espace de recherche, s’exprime en une fonction exponentielle du nombre
d’attributs et il n’est possible d’en explorer qu’une infime partie. Ensuite, la taille de
la solution, i.e., la collection des ensembles satisfaisants la contrainte syntaxique peut
être énorme, de sorte qu’aucun algorithme ne pourra les trouver tous. Lorsque la seule
contrainte utilisée est une contrainte de fréquence minimale, on peut élever le seuil
de fréquence pour diminuer a priori la taille de la solution et, pourvu que l’on sache
explorer intelligemment l’espace de recherche, calculer tous les ensembles fréquents.
Le problème est alors que le seuil de fréquence utilisé peut ne pas être satisfaisant
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Fig. 2.3 – Deux sens de parcours du treillis de concepts

pour le biologiste. Par exemple, concernant le problème de la recherche de groupes
de synexpression, avec une fréquence minimale importante seuls des associations déjà
bien connues peuvent être extraites (car trop fréquentes pour être inconnues).

Puisque les données d’expression qui nous intéressent concernent un nombre élevé
de gènes, nous sommes clairement dans un cas difficile. Les espaces de recherche at-
teignent des tailles astronomiques (e.g., pour 900 gènes, il y a environ 10300 ensembles
possibles). D’autre part, et c’est l’une des spécificités des données d’expression que
nous voulons analyser, les tailles des collections des itemsets fréquents dans des ma-
trices d’expression sont également énormes. Ceci provient du faible nombre de situa-
tions généralement considérées. En présence d’un petit nombre de situations (e.g.,
quelques dizaines), le nombre de fréquences possibles pour un ensemble de gènes est
réduit et, quel que soit le seuil retenu, la collection des ensembles fréquents atteint elle
aussi de très grandes tailles. Ainsi, tout algorithme qui, pour calculer des ensembles
fréquents, doit, pour le moins, évaluer la fréquence de tous les ensembles fréquents (cas
de toutes les variantes de l’algorithme Apriori) ne pourra donc pas être utilisé dans
ce contexte. Il est ainsi indispensable de se tourner vers les ensembles fermés [STB+02]
et les concepts formels qui sont des représentation condensé des itemsets. Or, même
si ces approches ont donnés d’excellents résultats dans de nombreux contextes d’ex-
traction, elles échouent dans le cas des données d’expression de gènes. Ainsi, si l’on
veut être capable d’extraire par exemple les groupes de synexpression potentiels dans
de telles matrices (voir requête 1 de la section 1.5.1), il faut apporter une solution à
ce problème.

L’idée centrale pour résoudre se problème est de pouvoir extraire les concepts
formels de façon duale. En effet, le treillis de concepts peut être parcouru de deux
façons. La figure 2.3 montre les deux parcours du treillis de concepts de r1.

Nous proposons maintenant une nouvelle méthodologie d’extraction d’ensembles
fermés et de concepts qui tire pleinement parti des propriétés de la connexion de
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Galois. L’idée est de réaliser des extractions depuis la matrice transposée tout en
exploitant la connexion de Galois pour inférer les résultats qui seraient obtenus dans
la matrice initiale. Si l’idée est ancienne et a déjà été utilisée dans les algorithmes de
calcul de concepts formels et donc d’ensembles fermés (e.g., [Bor86]), son application
dans le contexte de l’extraction d’ensembles sous contraintes est originale.

On considère que l’on travaille avec un algorithme classique d’extraction de fermés
qui utilise la relation de spécialisation sur les attributs. Ce type d’algorithme est
capable d’exploiter les contraintes anti-monotones sur les attributs et donc de calculer
les théories suivantes :

T H(r, (o, a) ∈ 2O × 2A, Cr−cf ((o, a)) ∧ Cs(a)) avec Cs une contrainte syntaxique
anti-monotone sur A.

Nous allons montrer comment réussir à extraire la même théorie mais en tra-
vaillant sur la matrice transposée, c’est-à-dire en calculant la théorie :

T H(tr, (a, o) ∈ 2A × 2O, Cr−cf (a, o) ∧ tC(o)).
tr représente la matrice transposée de r et la contrainte tC sur O représente la

contrainte transposée de C sur tr. tr et tC vont être définies par la suite.

2.2.2 Transposition de relations et de contraintes

Nous allons définir la transposition d’une relation (voir définition 2.13) et d’une
contrainte (voir définitions 2.14).

Définition 2.13 (Relation transposée) Soit r une relation sur O×A alors tr sur
A×O est la relation transposée de r ssi (a, s) ∈ tr ⇐⇒ (s, a) ∈ r.

Si la transposition des données est naturelle, il n’en est pas de même pour une
contrainte. Nous allons définir la transposition de contraintes dans le cadre de l’ex-
traction de concepts. Par exemple, dans le cas de la contrainte de fréquence minimale,
la notion duale de la fréquence pour les ensembles fermés d’attributs est celle de la
taille des ensembles fermés d’objets correspondants.

Définition 2.14 (prédicat transposé) Soit (X, Y ) un concept alors la contrainte
tC sur O est la contrainte transposée de C sur A ssi :

tC(X) ≡ C(Y )

Propriété 2.4 La contrainte transposée tC d’une contrainte C est :

tC ≡ C ◦ φ
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avec φ l’opérateur de Galois.

Propriété 2.5 Soit C une contrainte anti-monotone sur A selon un certaine relation
d’ordre sur les attributs alors tC est monotone sur les objets selon cette même relation
d’ordre.

A partir de la transposition de la relation et de la contrainte, la théorie suivante
peut être calculée : T H(tr, 2A×2O, Cr−it∧tC). Par contre, la propriété 2.5 indique que
la contrainte tC est monotone suivant la relation de spécialisation sur les objets car la
contrainte C est anti-monotone suivant la relation de spécialisation sur les attributs.
Ainsi, avec un algorithme classique d’extraction d’ensembles fermés qui exploite les
contraintes anti-monotones il n’est pas possible d’extraire la collection suivante à par
en utilisant la contrainte tC en post-traitement. Malgré cela, dans des contextes pa-
thologiques c’est-à-dire des jeux de données contenant beaucoup plus de colonnes que
de lignes, typiquement les données d’expression de gènes, il peut être beaucoup plus
avantageux d’extraire les fermés ou les concepts sur la matrice transposée quitte à uti-
liser la contrainte en post-traitement. La section 2.2.3 illustre cette idée. En revanche,
pour certains contextes pathologiques il n’est pas envisageable d’utiliser la contrainte
en post-traitement car soit la collection extraite est trop grande (le coût du post-
traitement est trop important) soit l’utilisation de la contrainte durant l’extraction
est nécessaire afin de rendre l’extraction faisable. Ainsi, il est nécessaire de développer
de nouveaux algorithmes capables d’exploiter des contraintes anti-monotones sur les
attributs et monotones sur les objets ou en d’autres termes des contraintes mono-
tones suivant ⊆ sur les bi-ensembles. L’algorithme D-Miner présenté dans la section
2.3 répond exactement à cette attente. De façon plus général, il est tout à fait im-
portant de pouvoir exploiter d’autres types de contraintes que ce soit sur les objets
ou les attributs. La section 3.3.3 présente un cadre plus général pour l’extraction de
bi-ensembles sous contraintes.

2.2.3 Validation expérimentale

Nous allons montrer que la transposition permet, pour certains jeux de données,
d’améliorer sensiblement la faisabilité des extractions ou au moins de les accélérer. Les
extractions ont été réalisées par F. Rioult avec mv-miner qui est une implémentation
d’AC-Miner étendue simplement à la génération de l’ensemble support. Nous avons
aussi développé notre propre extension appelé AC-like. Cet algorithme utilise les
ensembles libres pour extraire les ensembles fermés. Les extractions ont été réalisées
avec un seuil de fréquence absolu de 1 (au moins une condition ou un gène). Ces
expériences montrent l’intérêt pour extraire les fermés ou les concepts de passer par
la transposée. Le gain en temps de calcul de l’extraction de tous les ensembles libres
en passant par la matrice transposée par rapport à l’approche habituelle valide le
potentiel de cette méthode pour des contextes d’extraction pathologiques.
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Données biopuces utilisées

Les deux jeux de données utilisés proviennent de puces à ADN de même type
(cDNA microarrays) réalisées au Stanford Genome Technology Center (Paolo Alto,
CA 94306, USA).

Le premier jeu utilisé est celui présenté dans la section 4.2.1, il est composé
de 5 lignes (les conditions expérimentales) et de 22069 colonnes (les gènes). Le
second provient d’une expérience d’analyse du transcriptome de la drosophile du-
rant son développement du stade de l’embryon à celui de la mouche [AFI+02]. Ce
développement a été suivi sur 40 jours. Pour chaque temps, les ARN messagers ont été
extraits et ont tous été comparés aux mêmes ARN messagers provenant d’un mélange
de différentes mouches adultes. Il s’agissait de déterminer dans le temps les différentes
séquences d’activation et de répression des gènes nécessaires au développement de la
drosophile. Ces données sont disponibles sur le site du SMD1. Nous avons obtenu in
fine une matrice d’expression composée de 162 lignes et 1 230 colonnes. A partir de
ces données d’expression, nous avons procédé à une discrétisation des données afin
d’obtenir un contexte booléen pour l’extraction des ensembles fréquents. Les données
sont obtenues par la fonction log2(Cy5/Cy3) et donc chaque valeur est positive (resp.
négative) si l’expression d’un gène a augmenté (resp. diminué) entre les deux situa-
tions étudiées (e.g., avant et après insuline). Pour n’étudier que les fortes variations
d’expression, nous avons travaillé sur les valeurs absolues des données d’expression
et, pour chaque gène i, nous avons fixé un seuil noté seuili. Il permet pour chaque
valeur du gène i de fixer dans la matrice booléenne la valeur 1 (resp. 0) si la valeur est
supérieure (resp. inférieure) à seuili. Différentes méthodes sont utilisables pour fixer
seuili et nous avons utilisé la suivante [AFI+02] : seuili = maxi × (1 − seuil discr)
où maxi est la valeur d’expression maximum du gène i dans les différentes condi-
tions et seuil discr est un paramètre de discrétisation commun à tous les gènes. La
matrice initiale, notée M dans les figures est sous la forme situations × gènes (gènes
en colonne). La matrice booléenne transposée dont les colonnes correspondent aux
conditions expérimentales est notée tM dans les figures. Dans les expérimentations,
nous avons fait varier le paramètre seuil disc pour étudier l’évolution des extractions
par rapport à la densité des matrices booléennes produites.

Données “drosophile”

La table 2.2 et l’Annexe A (figures A.1 et A.2) montrent les temps d’extraction
des motifs sur les données drosophile et sur sa transposée en faisant varier seuil disc.
Il apparâıt que le temps d’extraction est bien plus faible sur la matrice transposée
que sur la matrice d’origine. Par exemple, pour seuil disc = 0.11, nous avons 1,19s
pour la transposée contre 245s pour la matrice initiale. Un résultat très intéressant

1genome-www5.stanford.edu/cgi-bin/SMD/publication/viewPublication.pl ?pub no=183)
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est que l’extraction devient faisable pour des matrices de densité plus importante.
Cette méthode permet donc, non seulement de réduire le temps d’extraction mais
surtout de rendre l’extraction faisable dans certains cas. L’Annexe A (figures A.1 et
A.2) contient une représentation graphique des données de la table 2.2.

seuil discr densité temps (ms) nb libres nb fermés
tM 0.02 0.008 160 965 434
M 0.02 0.008 1622 5732 434

tM 0.05 0.011 240 1975 879
M 0.05 0.011 9633 23225 879

tM 0.075 0.015 420 3667 1508
M 0.075 0.015 35390 60742 1508

tM 0.085 0.016 520 4760 1879
M 0.085 0.016 59856 89554 1879

tM 0.1 0.019 721 6890 2569
M 0.1 0.019 146861 162907 2569

tM 0.11 0.021 1191 9303 3299
M 0.11 0.021 245442 255363 3299

tM 0.15 0.032 4526 36309 10447
M 0.15 0.032 échec - -

tM 0.2 0.047 36722 410666 46751
M 0.2 0.047 échec - -

tM 0.25 0.067 455575 1330099 259938
M 0.25 0.067 échec - -

tM 0.3 0.09 échec - -
M 0.3 0.09 échec - -

Tab. 2.2 – Résultats des extractions sur les données drosophile

Données “humaines”

Les extractions sur les données humaines (voir Table 2.3 et Annexe A, figures A.3
et A.4) confirment les résultats obtenus sur les données de la drosophile (voir Table 2.2).
La différence est même encore plus spectaculaire entre les extractions sur la matrice
initiale et sur sa transposée. En effet, pour la matrice transposée le temps d’extrac-
tion peut devenir négligeable par rapport à celui de la matrice initiale (e.g., 1,2s vs.
368s). De plus, le nombre de libres extraits sur la matrice initiale peut être très grand
en comparaison du nombre de fermés à trouver, e.g., 51 881 libres pour seulement 34
fermés. Précisons que dans l’Annexe A, les courbes qui correspondent à l’extraction
sur la transposée se confondent avec l’axe des abscisses et, de fait, ne sont pas visibles.



52 CHAPITRE 2. EXTRACTION DE CONCEPTS FORMELS

seuil discr densité temps (ms) nb libres nb fermés
tM 0.01 0.193 80 19 19
M 0.01 0.193 16183 11039 19

tM 0.02 0.197 80 25 25
M 0.02 0.197 21150 13363 25

tM 0.03 0.203 90 26 26
M 0.03 0.203 27840 16725 26

tM 0.05 0.21 90 29 29
M 0.05 0.21 42991 23377 29

tM 0.075 0.223 100 32 31
M 0.075 0.223 64723 31850 31

tM 0.1 0.24 120 36 34
M 0.1 0.24 368409 51881 34

tM 0.15 0.268 120 40 38
M 0.15 0.268 échec - -

Tab. 2.3 – Résultats des extractions sur les données humaines

2.2.4 Conclusion

Les expériences précédentes ont montré l’intérêt de travailler sur les matrices
transposées pour les contextes contenant beaucoup de colonnes mais peu de lignes en
utilisant les contraintes en post-traitement. Par contre, lorsque la matrice contient
beaucoup moins de lignes que de colonnes mais avec un nombre de lignes important,
il est primordiale d’être capable d’exploiter efficacement ces contraintes. Pour cela,
il faut posséder des algorithmes capables de pousser des contraintes sur les deux di-
mensions. La transposition de matrice devenant alors qu’une heuristique particulière
pour accélérer le calcul des ensembles fermés et des concepts formels.

2.3 D-Miner

2.3.1 Introduction

Les algorithmes d’extraction de concepts formels ou d’ensembles fermés comme
Closet [PHM00], Ac-Miner [BB00, BBR03] and Charm [ZH02] peuvent exploiter
durant l’extraction des contraintes anti-monotones sur les attributs et monotones sur
les objets. Par exemple, avec ces algorithmes, on peut extraire tous les concepts for-
mels (X, Y ) tels que ](X) ≥ σ1 ∧ ](Y ) < σ2. Dans les contextes difficiles c’est-à-dire
quand l’extraction de tous les concepts est impossible, ces contraintes permettent de
rendre les extractions faisables. Malheureusement, les motifs qui sont alors extraits
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sont composés de beaucoup d’objets mais de peu d’attributs. Or, dans beaucoup de
domaines d’application, les utilisateurs finaux souhaitent obtenir des motifs composés
d’un nombre minimal d’objets et d’attributs. Par exemple, pour les données d’expres-
sion de gènes, les biologistes souhaitent des groupes de synexpression composés d’un
certain nombre de conditions expérimentales mais aussi d’un certain nombre de gènes.
Ainsi, en utilisant les algorithmes d’extraction de concepts traditionnels, on ne pourra
extraire qu’un sous-ensemble des associations que souhaite vraiment les utilisateurs
finaux. Effectivement, il faut fixer une contrainte de taille minimale sur les objets
(fréquence minimale) puis post-traiter la collection finale afin de ne conserver que les
motifs ayant un nombre minimal d’attribut. De plus, la section précédente a montré
que si l’on veut pouvoir extraire les concepts formels ”fréquents” sur une matrice
booléenne et sur sa transposée, il faut alors être capable d’exploiter la contrainte de
taille minimale à la fois sur les objets et sur les attributs.

Ainsi, nous avons proposé un nouvel algorithme d’extraction de concepts formels
appelé D-Miner [BRBR04, BRB04] qui permet d’exploiter, durant l’extraction, des
contraintes monotones sur les deux dimensions. Il est de plus très efficace dans les
types de contextes qui nous intéressent c’est-à-dire les contextes relativement petits
mais très denses.

D-Miner permet d’extraire les théories suivantes : T H(r, 2O× 2A, C) avec C une
contrainte monotone sur (2O × 2A,⊆).

Parmi ces contraintes monotones, certaines nous intéressent particulièrement. La
première permet de fixer une taille minimale sur les deux dimensions des concepts.
En effet, nous allons pouvoir nous intéresser qu’aux motifs contenant au moins un
certain nombre de lignes et un certain nombre de colonnes. La deuxième contrainte
intéressante permet d’imposer que l’aire des concepts extraits (X,Y ) soit supérieur à
une valeur donnée, par exemple |X|× |Y | > 20. Cette dernière a aussi la particularité
d’utiliser conjointement les deux dimensions O et A c’est-à-dire qu’elle ne peut être
décomposée sous la forme de deux contraintes l’une sur O et l’autre sur A. Enfin, on
peut aussi imposer la présence de certains éléments dans les concepts extraits.

2.3.2 Principe de D-Miner

Un concept (T, G) est un bi-ensemble dont tous les objets et tous les attributs sont
en relation dans r. Ainsi, l’absence de relation entre un objet o et un attribut a induit
la présence dans r de deux concepts, un contenant o mais pas a et un autre contenant
a mais pas o. D-Miner est basé sur cette observation. Nous allons utiliser une autre
définition des concepts formels pour expliquer le fonctionnement de D-Miner .

Définition 2.15 (Concept formel) Un bi-ensemble (X,Y ) est un concept dans r
ssi :
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1. Cr−1−r((X, Y ))
2. ∀x ∈ O \X ∃y ∈ y tel que (x, y) 6∈ r
3. ∀y ∈ A \ Y ∃x ∈ X tel que (x, y) 6∈ r

La contrainte (1) permet d’imposer que les concepts formels sont des 1-rectangles.
Les contraintes (2) et (3) sont des contraintes de ”maximalité”. Un élément n’appar-
tient pas à un concept si et seulement si il introduirait un ”0” dans le motif s’il en
faisait parti.

D-Miner énumère les bi-ensembles en débutant avec (O,A) et utilise la relation
d’ordre ⊆ pour générer les candidats suivants. C’est une énumération binaire sur les
objets qui est utilisée. Pour chaque candidat (X, Y ), un objet o de X est choisi et
deux nouveaux candidats sont générés l’un contenant o et l’autre pas. Pour chaque
candidat ainsi généré, il faut ensuite appliquer les propriétés de la définition 2.15.

Définition 2.16 Nous notons H ∈ O ∗ 2A l’ensemble tel que :

{(x, Y ) | x ∈ O et ∀y ∈ Y (x, y) 6∈ r et ∀y ∈ A \ Y (x, y) ∈ r}
H représente les vecteurs de ”0” pris ligne par ligne dans r.

D-Miner débute avec le couple (O,A) et ensuite le découpe récursivement en
utilisant tous les éléments de H. Un élément (a, b) de H est utilisé pour découper un
bi-ensemble (X, Y ) si a ∩X 6= ∅ et b ∩ Y 6= ∅. Si c’est le cas, deux bi-ensembles sont
obtenus (X \ a, Y ) et (X,Y \ b). Par convention le premier est appelé le fils gauche
et le second le fils droit. La figure 2.4 illustre le découpage. Tous les descendants
du fils droit possèdent l’objet a car chaque élément de H est utilisé au plus une
fois. D’après (1) il faut aussi que tous les descendants du fils droit ne contiennent
aucun des attributs qui ne sont pas en relation avec l’objet a. Le fils droit est ainsi
(X, Y \b). De façon récursive, la propriété (1) de la définition 2.15 est vérifiée pour les
feuilles de l’arbre d’énumération. Tous les descendants du fils droit ne contiennent pas
l’objet a. D’après (2), tous les descendants du fils droit doivent posséder au moins
un attribut qui n’est pas en relation avec a. Il faut ainsi vérifier que les attributs
du fils droit ont une intersection non vide avec tous les éléments de H utilisés pour
générer ses ascendants qui sont des fils gauches. Si ce n’est pas le cas, il est élagué. De
façon récursive, la propriété (2) de la définition 2.15 est satisfaite pour les feuilles de
l’arbre d’énumération. La propriété (3) de la définition 2.15 est quant à elle toujours
vérifiée. En effet, l’énumération étant réalisée sur les objets, un attribut est absent
d’un bi-ensemble si et seulement si un objet qui n’est pas en relation avec lui a
déjà été mis dans le bi-ensemble. Finalement, les bi-ensembles qui sont les feuilles de
l’arbre d’exécution sont les concepts formels de r. L’exemple 2.4 montre une premier
exemple d’exécution de D-Miner et l’exemple 2.5 est un deuxième exemple qui
montre comment la propriété (2) est satisfaite.
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0

b

X \ a

a

Y \ b

(Cx , Cy)

1

Fig. 2.4 – Découpage d’un bi-ensemble (X, Y ) candidat

Exemple 2.4 Dans cet exemple, nous allons utiliser une relation r2 présentée dans
la table 2.4. Dans cet exemple, H est égal à {(o1, {a1}), (o3, {a2})}. L’arbre d’exécution
de D-Miner pour r2 est représenté dans la figure 2.5. Les bi-ensembles représentent
les bi-ensembles candidats et les bôıtes représentent les éléments de H utilisés pour
générer les nouveaux candidats. Finalement, les quatre concepts de r2 sont obtenus :

{({o2}, {a1a2a3}), ({o2o3}, {a1a3}), ({o1o2}, {a2a3}), ({o1o2o3}, {a3})}

a1 a2 a3

o1 0 1 1
o2 1 1 1
o3 1 0 1

Tab. 2.4 – Contexte r2 pour l’exemple 2.4

Exemple 2.5 Soit maintenant la relation r3 représentée dans la table 2.5. L’en-
semble H est égal à {(o1, {a1a2}), (o2, {a2}), (o3, {a1a2})}. La Figure 2.6 illustre
l’arbre d’énumération de D-Miner pour r3. Deux bi-ensembles sont soulignés. Ces
deux bi-ensembles ne sont pas des concepts car ({o3}, {a3}) ⊆ ({o1o2o3}, {a3}) et
({o2o3}, {a3}) ⊆ ({o1o2o3}, {a3}). Ceux sont des 1-rectangles qui ne sont pas maxi-
maux. Effectivement, pour le bi-ensemble ({o3}, {a3}), il faut regarder les éléments
de H qui ont été utilisés pour générer ses ascendants qui sont des fils gauches. Il a
trois ascendants ({o1o2o3}, {a1a2a3}), ({o2o3}, {a1a2a3}) et ({o3}, {a1a2a3}). Parmi
ceux la, seuls les deux derniers sont des fils gauches et les éléments de H utilisés pour
les obtenir sont respectivement (o1, {a1a2}) et (o2, {a2}). Or, l’ensemble des attributs
du bi-ensemble ({o3}, {a3}) a une intersection vide avec l’ensemble des attributs des
éléments de H pré-cités. Ainsi, ce bi-ensemble ne satisfait pas la propriété (2) de 2.15
et donc est élagué. Pour ({o2o3}, {a3}), il faut utiliser (o1, {a1a2}) de H pour vérifier
la propriété (2). De la même façon, ce bi-ensemble doit être élagué. Finalement, la
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({o1o2o3}, {a1a2a3})

(o1, {a1})

({o2o3}, {a1a2a3})

(o3, {a2})

({o2, a1a2a3}) ({o2o3, a1a3})

({o1o2o3}, {a2a3})

(o3, {a2})

({o1o2, a2a3}) ({o1o2o3, a3})

Fig. 2.5 – Arbre d’énumération pour r2 (Exemple 2.4)

collection des concepts de la table 2.5 est :

{({o1o2o3}, {a3}), ({o2}, {a1a3}), (∅, {a1a2a3})}

a1 a2 a3

o1 0 0 1
o2 1 0 1
o3 0 0 1

Tab. 2.5 – Contexte r3 pour l’exemple 2.5

Concernant la propagation des contraintes, dans la mesure où les candidats sont
générés en utilisant la relation d’ordre ⊆ alors toutes les contraintes monotones sur ⊆
peuvent être poussées. Il suffit pour cela de vérifier la contrainte sur les bi-ensembles
candidats et si elle n’est pas vérifier alors le candidat est élagué, c’est-à-dire qu’il ne
doit pas être utilisé pour générer de nouveaux candidats.

L’annexe B contient les preuves de consistence et de complétude de D-Miner.

2.3.3 Algorithme

Avant de découper un bi-ensemble (X,Y ), deux types de contraintes doivent être
vérifiées, d’abord la contrainte monotone puis la contrainte relative à la propriété (2)
de la définition 2.15. Pour cela, un ensemble HL contenant les éléments de H utilisés
pour générer les fils gauches précédents est utilisé.
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({o1o2o3}, {a1a2a3})

(o1, {a1a2})

({o2o3}, {a1a2a3})

(o2, {a2})

({o3}, {a1a2a3})

(o3, {a1a2})

(∅,{a1a2a3}) ({o3},{ a3})

({o2o3}, {a1a3})

(o3, {a1a2})

({o2},{a1a3}) ({o2o3}, {a3})

({o1o2o3}, {a3})

(o2, {a2})

({o1o2o3}, {a3})

(o3, {a1a2})

({o1o2o3}, {a3})

Fig. 2.6 – Arbre d’énumération pour r3 (Exemple 2.5)

D-Miner est un algorithme qui énumère les candidats en profondeur. Les algo-
rithmes 1 and 2 contiennent le pseudo-code de D-Miner . D’abord, l’ensemble H est
calculé. Ensuite la fonction récursive decoupage() est appelée.

La fonction decoupage coupe le bi-ensemble (X, Y ) avec l’élément (a, b) = H[i]
s’il satisfait la contrainte suivante : (X,Y ) doit avoir une intersection non vide avec
H[i] (a∩X 6= ∅∧b∩Y 6= ∅ ). Si ce n’est pas le cas, la fonction decoupage est rappelée
avec le prochain H(i + 1). Avant de découper (X, Y ) en (X\a, Y ), il faut vérifier la
contrainte monotone. Si c’est le cas, la fonction decoupage est appelée sur (X\a, Y )
en ajoutant (a, b) à HL. Pour le second découpage de (X, Y ) c’est-à-dire (X, Y \b),
deux vérifications de contraintes sont nécessaire. D’abord, la contrainte monotone
doit être vérifiée et ensuite il faut utiliser l’ensemble HL pour supprimer les motifs
redondants comme expliqué précédemment.

Trois points permettent d’optimiser l’algorithme. D’abord, l’ordre des éléments
de H est crucial. L’objectif est de couper le plus rapidement possible les branches qui
gênèrent des 1-rectangles non-maximaux. Ainsi, les éléments (a, b) de H sont triés par
ordre décroissant de la taille de b. De plus, pour réduire la taille de H, les éléments de
H qui ont le même ensemble d’attributs sont fusionnés. Finalement, pour les raisons
évoquées dans la section 2.1.1 si |O| > |A|, l’extraction est effectuée sur la matrice
transposée.
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Algorithme 1 : D-Miner

Input : Une relation r avec n objets and m attributs,
O l’ensemble des objets, A l’ensemble des attributs et
Cm une contrainte monotone sur 2O × 2A.
Output : Q l’ensemble des concepts qui satisfont Cm

HL ← ∅
H est calculé à partir de r
If (Cm((X,Y )))
Q ← decoupage((O, A), H, 0, HL, Cm)

Algorithme 2 : decoupage

Input : (X,Y ) un bi-ensemble de 2O × 2A, l’ensemble H,
i le niveau de profondeur de l’énumération,
l’ensemble HL, Cm une contrainte monotone sur 2O × 2A.
Output : Q l’ensemble des concepts qui satisfont Cm

(a, b) ← H[i]
If (i ≤ |H| − 1)

If ((a ∩X = ∅) or (b ∩ Y = ∅))
Q ← Q∪ decoupage((X,Y ),H, i + 1,HL, Cm)

Else
If Cm((X \ a, Y )) est vérifiée

Q ← Q∪ decoupage((X\a, Y ),H, i + 1,HL ∪ (a, b), Cm)
If Cm((X,Y \b)) est vérifiée ∧ ∀(a′, b′) ∈ HL, b′ ∩ Y \b 6= ∅

Q ← Q∪ decoupage((X,Y \b),H, i + 1,HL, Cm)
Else
Q ← (X,Y )

Return Q

Nous avons utilisé, pour l’implémentation de D-Miner, des vecteurs de bits pour
représenter les ensembles de lignes et de colonnes, un 1 représente la présence d’un
élément dans l’ensemble et un 0 l’absence. En effet, l’opérateur principal dont nous
avons besoin est l’intersection entre deux ensembles. Avec des vecteur de bits, cette
intersection correspond à un ”et bit à bit” qui est très rapide. De plus, comme 32
éléments (lignes et/ou colonnes) sont représentés par un seul entier, l’espace mémoire
nécessaire pour représenter les ensembles est réduit et à chaque ”et bit à bit” 32 tests
sont réalisés simultanément. Avec cette structure de données, seul le comptage de la
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taille des ensembles est un peu coûteux.

2.3.4 Évaluation du délai

Nous désignons dans la suite par n le nombre de lignes et par m le nombre de
colonnes du tableau de données.

Kuznetsov [Kuz89] a montré que l’extraction des concepts formels est un problème
NP-complet. La taille de la collection à extraire est potentiellement exponentielle
dans la plus petite dimension du jeu de données. Pour comparer la complexité des
algorithmes il peut alors être intéressant de s’abstraire de la taille de la collection.
C’est ce que permet de faire le concept de délai :

Définition 2.17 (Délai) Un algorithme qui énumère des structures combinatoire a
un délai d s’il effectue au plus d opérations élémentaires entre deux solutions générées
[JYP88].

Dans la suite, nous allons évaluer le délai de D-Miner dans le pire des cas et en
moyenne, et nous donnerons quelques éléments de comparaisons avec les algorithmes
de référence.

Délai dans le pire cas

Nous allons montrer que D-Miner n’explore pas de chemin de longueur supérieure
à 1 qui ne mène pas à un concept formel.

Propriété 2.6 Soit (X, Y ) un nœud de l’arbre alors s’il satisfait la partie (2) de la
propriété 2.15 (i.e. l’intersection avec tous les éléments de la liste HL est non vide)
alors (X, Y ) contient au moins un concept. Ainsi, si un candidat ne contient pas de
concepts alors il ne satisfait pas la propriété 2.15.

Preuve. Si (X, Y ) satisfait la propriété 2.15(2) alors son fils gauche est généré, il
satisfait aussi la propriété. Récursivement (X,Y ) a un descendant qui est une feuille
et qui est le descendant des fils gauche successifs.

Dans le pire cas, le chemin le plus long (nombre d’arêtes dans l’arbre) entre deux
concepts consécutifs est de longueur 2n. Une fois le premier concept généré, D-Miner
va suivre ce chemin et pour chaque nœud de ce chemin il va tester au plus un candidat
supplémentaire (d’après la propriété précédente). Ainsi au plus 4n candidats seront
générés. Dans le pire cas il faut tester pour chaque candidat la propriété 2.15 qui est
en O(nm). Ainsi, le délai entre la génération de deux concepts est en O(n2m).
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L’algorithme de Chein a un délai polynomial en O(n3m), alors que ceux de Bordat
et Ganter ont un délai polynomial identique à celui de D-Miner [KO01].

Délai en moyenne

Nous voulons maintenant évaluer le délai de D-Miner en considérant l’écart
moyen entre les concepts formels. L’écart entre deux concepts correspond au nombre
de feuilles de l’arbre d’énumération complet entre ces deux concepts. Comme D-
Miner réalise une énumération sur les objets, la profondeur de l’arbre d’énumération
est n et donc son nombre de feuille est de 2n. Nous allons considérer les collections
de concepts formels de taille K. Ainsi, l’écart moyen d entre deux concepts est de :
d = 2n

K . Nous allons maintenant calculer le délai moyen pour des concepts formels
distants de d.

Nous allons considérer que K est une puissance de 2. Soient n1 et n2 deux concepts
formels distants de d, nous appelons nc le nœud père de n1 et n2 le plus bas dans
l’arbre d’énumération. Ce nœud est à une hauteur h = blog2(d)c+ 1 (bac est l’entier
arrondi inférieurement de a). Les deux fils de nc définissent deux sous-arbres. Comme
K est une puissance de 2, chaque sous-arbre contient d feuilles, alors si l’on considère
que n1 est la xieme feuille du premier sous-arbre alors n2 est aussi la xieme feuille du
second sous-arbre. La figure 2.7 résume ces informations.

Fig. 2.7 – Résumé des notations pour le délai

Ainsi, pour calculer le délai moyen pour des concepts formels distants de d, il suffit
de le calculer sur ces sous-arbres. Le coût de l’évaluation d’un fils gauche gauche est
en O(m) et d’un fils droit est en O(mn). Il faut calculer pour les chemins entre deux
concepts distants de d le nombre de fils gauche et de fils droit considérés et ensuite
calculer leur délai. La figure 2.8 montre un exemple de l’énumération réalisée par
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D-Miner entre deux concepts n1 et n2 et leur coût associé. Sur ce chemin, le délai
est de 4 ∗O(mn) + O(m).

Fig. 2.8 – Exemple d’un chemin et du calcul du délai

Il faut d’abord calculer la moyenne des fils droit considérés sur le sous-arbre
gauche de nc pour tous les chemins allant des feuilles de ce sous-arbre à nc (cas 1 de
la figure 2.7).

Propriété 2.7 Le nombre de chemins qui passent par le fils droit d’un nœud est égal
au nombre de feuilles associées au fils gauche.

Effectivement, seuls les chemins arrivant du fils gauche du nœud passent par le
fils droit. Or, le nombre de ces chemins est égal au nombre de feuilles du fils gauche.

Finalement, pour atteindre un nœud de hauteur h, tous les chemins partant des
feuilles du sous-arbre gauche considèrent D fils droit avec

D =
h∑

i=1

2i−1 2h−i

En effet, il suffit de calculer pour chaque niveau i, le nombre de nœuds de ce
niveau (2h−i) et pour chacun de ces nœuds le nombre de fois où son fils droit a été
considéré, i.e. le nombre de feuilles associées à son fils gauche (2i−1). En simplifiant,
on obtient finalement

D =
h∑

i=1

2i−1 2h−i =
h∑

i=1

2h−1 = h 2h−1
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En moyenne, un chemin partant d’une feuille du sous-arbre gauche (contenant
2h − 1 feuilles) et allant à nc, considère h nœuds droit en moyenne :

D

2h−1
=

h 2h−1

2h−1
= h

Il faut noter que sur le sous-arbre gauche aucun chemin n’évalue de fils gauche,
effectivement on effectue seulement des remontées récursives.

Il faut ensuite calculer la moyenne des fils droit et des fils gauche considérés sur le
sous-arbre droit de nc pour tous les chemins allant de nc aux feuilles de ce sous-arbre
(cas 2 de la figure 2.7). En moyenne, les chemins vont considérer (h−1)

2 + 1 fils droit
et (h−1)

2 fils gauche.

Finalement, le délai moyen pour deux concepts distants de d est de :

delais =
(

h− 1
2

+ 1 + h

)
O(nm) +

h− 1
2

O(m)

=
(

log2(d)
2

+ 1 + log2(d) + 1
)

O(nm) +
log2(d)

2
O(m)

≈ (log2(d) + 1)O(nm)
≈ (n− log2(K) + 1)O(mn)

Si l’on considère un jeu de données contenant les deux concepts triviaux (⊥ et
>), on retrouve le délai dans le pire des cas : O(mn2). Lorsque l’on considère un jeu
de données contenant 2n concepts (nombre maximum) le délai est alors en O(mn).
On peut remarquer que dans des jeux de données très denses (contenant beaucoup
de concepts) le délai est alors très intéressant.

2.3.5 Validation expérimentale

Nous avons comparé le temps d’exécution de D-Miner avec ceux de Closet
[PHM00], Ac-Miner [BB00, BBR03] and Charm [ZH02]. Closet, Ac-Miner et
Charm sont des algorithmes efficaces qui calculent les ensembles fermés. Ces al-
gorithmes sont basés sur différentes techniques. Closet et Charm réalisent une
recherche en profondeur des itemsets fermés. Ac-Miner calcule par niveau les item-
sets libres et leurs fermetures, i.e., les itemsets fermés. Les algorithmes qui calculent
les itemsets fermés peuvent calculer les concepts formels en ajoutant simplement
le support de l’ensemble fermé. Nous avons réalisé des expérimentations sur des
jeux de données artificiels, sur des jeux de données de l’UCI repository2 et sur des

2http ://www.ics.uci.edu/ mlearn/databases/
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données d’expression de gènes. Comme expliqué précédemment, il est facile d’obte-
nir les concepts à partir des ensembles fermés et dans ces expérimentations, nous
comparons directement le temps d’exécution des algorithmes Closet, Charm et
Ac-Miner sans considérer le temps de génération des concepts formels à partir des
ensembles fermés.

Nous avons utilisé l’implémentation de Zaki de Charm [ZH02] et celles de By-
kowski d’Ac-Miner [BB00, BBR03] et de Closet [PHM00]. Pour réaliser une com-
paraison juste, pour chaque expérience nous avons transposé les matrices de telle
sorte à avoir le plus petit nombre de colonnes pour Closet, Ac-Miner and Charm
et le plus petit nombre de lignes pour D-Miner. En effet, la complexité en temps
dépend principalement du nombre de colonnes pour Closet, Ac-Miner and Charm
et du nombre de lignes pour D-Miner. Le seuil de fréquence minimale est donné en
relatif par rapport au nombre de lignes. Toutes les extractions ont été réalisées sur
un Pentium III (450 MHz, 128 Mb).

Données artificielles et benchmarks

Dans l’Annexe C, nous présentons le temps d’exécution des 4 algorithmes sur
plusieurs jeux de données artificiels générés avec le générateur IBM3. Nous avons
générés 60 jeux de données denses avec différents nombres de colonnes (300, 700 et
900 colonnes), de lignes (100 et 300 lignes) et de densité de valeurs ”1” (15 % and
35 %). Pour chaque combinaison de paramètres, nous avons générés 5 jeux de données.
La table C.1 de l’annexe C fourni la moyenne et l’écart-type du temps d’exécution
(en secondes) pour chaque algorithme pour les jeux de données avec une densité de
15%. Nous pouvons remarquer que D-Miner réussi à extraire les ensembles fermés
(concepts formels) alors que certains autres algorithmes échouent. La table C.2 de
l’Annexe C donne la moyenne et l’écart-type du temps d’exécution (en secondes) pour
chaque algorithme sur les jeux de données avec une densité de 35%. Sur ces jeux de
données, l’efficacité de D-Miner par rapport aux autres algorithmes est encore plus
visible.

Dans la figure 2.9, nous montrons le temps d’extraction des motifs sur le bench-
mark ”Mushroom”. Ce jeu de données contient 8 124 lignes and 120 colonnes.

Sur ”Mushroom”, les quatre algorithmes réussissent à extraire tous les motifs
(avec une fréquence minimale de 0.0001) en quelques minutes. La fréquence minimale
correspond aux motifs contenant au moins 1 objet. Le temps d’exécution de Closet
augmente beaucoup plus rapidement en comparaison des trois autres.

Ensuite, nous considérons le benchmark ”Connect4”. Ce jeu de données contient
67 557 lignes et 149 colonnes. Le temps d’extraction des motifs est montré dans la

3http ://miles.cnuce.cnr.it/ palmeri/datam/DCI/datasets.php
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Fig. 2.9 – Extraction de concepts sur Mushroom

figure 2.10. Seuls Charm et D-Miner réussissent à les extraire avec une fréquence
minimale de 0.1. D-Miner est à peu près deux fois plus rapide que Charm sur ce
jeu de données. Il faut noter aussi que l’extraction de tous les motifs (i.e. avec la
fréquence minimale la plus petite) reste infaisable sur ”Connect4”.

Une application aux données d’expression de gènes

Pour cette expérience, nous avons utilisé le jeu de données présenté dans la section
4.3. Les lignes représentent des facteurs de transcription et les colonnes des gènes.
Un ”1” dans la matrice signifie qu’un facteur de transcription peut potentiellement
s’accrocher sur la région promotrice du gène et ainsi le réguler. Cette matrice contient
155 lignes et 356 colonnes. L’extraction de concepts formels dans ce type de contextes
booléens correspond à la Requête 2 de la section 1.5.1.

Le temps d’extraction des motifs en fonction de la fréquence minimale (sur les
gènes) sur ce jeu de données biologiques pour Closet, Ac-Miner, Charm et D-
Miner est présenté dans la figure 2.11.

D-Miner est le seul algorithme qui réussit à extraire tous les concepts formels.
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Fig. 2.10 – Extraction de concepts sur Connect4

Ce jeu de données est particulier : il y a peu de concepts formels avant le seuil de
fréquence de 0.1 sur les gènes (5 534 concepts) et ensuite le nombre de concepts
augmente très rapidement. Ce jeu de données contient en fait plus de 5 millions de
concepts formels. Dans ce contexte, il est nécessaire d’extraire les concepts formels
avec un seuil de fréquence minimale relativement petit, sinon presque aucun concept
n’est extrait. Ainsi, D-Miner est plus pertinent que les autres algorithmes pour ce
type de jeux de données car il réussit à extraire les concepts formels quelle que soit
la fréquence minimale.

Nous allons maintenant utiliser un jeu de données d’expression de gènes qui
contient 5 conditions expérimentales (les lignes) et 1065 gènes (les colonnes). Nous
souhaitons extraire les concepts qui contiennent au moins 4 parmi les 5 conditions
expérimentales et au moins γ gènes. Cette extraction est similaire à la Requête 1 de
la section 1.5.1. La figure 2.12 présente le nombre de concepts formels qui satisfont
C4γ−mis lorsque γ varie.

En utilisant des contraintes qui imposent une taille minimale pour l’ensemble des
lignes et des colonnes, le nombre de motifs extraits peut diminuer de façon impor-
tante tout en augmentant la pertinence des motifs extraits pour l’utilisateur final. De
plus, dans d’autres jeux de données, l’utilisation simultanée de ces deux contraintes
peut rendre l’extraction faisable alors que l’extraction utilisant une seule des deux
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Fig. 2.11 – Jeu de données biologiques

contraintes et un post-traitement pour la seconde est infaisable. Pour illustrer ce
point, nous allons utiliser le jeu de données contenant 155 lignes et 356 colonnes
présenté précédemment. Nous avons utilisé la contrainte Cγ1γ2−mis qui impose une
taille minimale γ1 pour l’ensemble des objets et γ2 pour les attributs. La figure 2.13
indique le nombre de concepts extraits en fonction de γ1 et γ2.

Il apparâıt qu’en utilisant seulement une des deux contraintes, le nombre de
concepts ne diminue pas de façon importante (voir les valeurs avec γ1 = 0 or γ2 = 0).
Alors qu’en utilisant simultanément les deux contraintes, la taille de la collection
diminue énormément (la surface de la fonction forme un bassin). Par exemple, le
nombre de concepts extraits avec la contrainte C 21 10−mis est de 142 279. Alors que
si l’on utilise la contrainte C 0 10−mis 5 422 514 concepts sont extraits. En utilisant
C 21 0−mis 208 746 concepts sont obtenus.

2.3.6 Conclusion

Même si l’extraction de concepts formels est étudiée depuis une vingtaine d’années,
elle reste difficile dans la plupart des applications réelles qui nous intéressent. Outre la
combinatoire de cette approche, le problème de la pertinence des motifs est toujours
ouvert. Surtout que la pertinence des motifs peut être associée à différents points de
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vue : pertinence par rapport au jeu de données, par rapport au modèle des données ou
par rapport à la problématique étudiée par l’utilisateur. Dans les données booléennes
d’expression de gènes, on peut extraire des milliers de motifs (concepts formels) dont
beaucoup d’entres eux ne sont pas intéressants car, par exemple n’associant que
quelques conditions expérimentales à des milliers de gènes. Il faut alors offrir aux uti-
lisateurs un moyen d’exprimer précisément le type de motifs qui leurs permettrait de
répondre à leurs questions. Il est alors indispensable de travailler sur l’extraction sous
contraintes. Les contraintes permettent alors d’augmenter la pertinence des motifs
extraits. Ainsi, nous avons proposé un algorithme d’extraction de concepts formels
sous contraintes appelé D-Miner qui exploite efficacement les contraintes monotones
sur (2O× 2A,⊆). En particulier, il est capable d’extraire tous les concepts qui ont au
moins un certain nombre de lignes et un certain nombre de colonnes, une aire mini-
male et qui contiennent tels ou tels éléments. Ces contraintes permettent à la fois de
rendre les extractions faisables mais surtout de pouvoir améliorer considérablement
la pertinence des motifs extraits par rapport aux attentes de l’utilisateur. La section 4
montre clairement l’intérêt d’exploiter ce type de contraintes alors même que l’ana-
lyse de la collection complète (>5 millions de motifs) n’est pas envisageable. Même
si D-Miner apporte des solutions pour l’extraction de concepts sous contraintes, il
faut garder en tête qu’un des objectifs finaux est de réussir à proposer un extracteur
générique de bi-ensembles sous contraintes qui est une brique des bases de données
inductives.
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Chapitre 3

Concepts formels avec
exceptions

3.1 Introduction au problème des données bruitées

3.1.1 Introduction

Dans la section 2.1, nous avons discuté et présenté des travaux sur la recherche de
concepts formels. Ce sont des 1-rectangles maximaux c’est-à-dire des ensembles maxi-
maux de lignes et de colonnes qui sont (complètement) associés,i.e. , ils ne contiennent
aucun ”0”. Or cette association très forte pose des problèmes dans le cas des données
bruitées. Par exemple, on peut imaginer un phénomène biologique réel représenté
par le tableau booléen de la figure 3.1 à gauche. Deux groupes de synexpression va-
lides y sont représentés : ({o1o2o3}, {a3}) et ({o1o2}, {a1a2a3}). Le tableau booléen
de la figure 3.1 à droite représente le résultat d’une expérience (de puces à ADN)
qui arrive à capturer ce phénomène. Le concept ({o1o2}, {a1a2a3}) est un module de
transcription valide mais qui ne peut être extrait en utilisant les concepts formels
à partir de la table des données réelles. Dans les contextes bruités, l’extraction, le

a1 a2 a3 a4

o1 1 1 1 0
o2 1 1 1 0
o3 0 0 1 0

a1 a2 a3 a4

o1 1 1 1 0
o2 1 0 1 1
o3 0 0 1 0

Fig. 3.1 – Phénomène réel (gauche) et contexte à étudier (droite)

post-traitement et l’interprétation des concepts formels deviennent très difficiles. En
d’autres termes, nous sommes en présence d’une très grande sensibilité au bruit. Or,

69
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non seulement les données d’expression numériques sont bruitées du fait de la com-
plexité des techniques de mesure, mais aussi l’encodage des propriétés booléennes à
partir des données numériques peut également introduire du bruit.

3.1.2 Travaux connexes

Les récentes techniques de bi-partitionnement tendent à fournir des rectangles
plus robustes au bruit mais au moyen de recherches heuristiques (optimisations lo-
cales) et surtout sans recouvrement [DMM03, Rob02] (voir la section 1.4.1). D’autres
approches ont été proposées dans la communauté de l’extraction de motifs sous
contraintes. Dans [YFB01], les auteurs étendent la définition des ensembles fréquents
à des ensembles tolérants au bruit. Ils proposent deux types de motifs qu’ils appellent
”ETI forts” (error-tolerant frequent itemsets) et ”ETI faibles”. Le premier type de
motifs est composé d’ensembles d’attributs e tels le nombre d’objets contenant au
moins 1-ε valeurs ”1” sur e est supérieur à K. ε correspond à un seuil d’erreur (un
pourcentage) et k au seuil de fréquence. Pour ce type de motifs, l’erreur est bornée par
les objets. Les ETI forts sont des ensembles d’attributs e tels que pour au moins k ob-
jets l il y a au moins 1−ε valeurs ”1” dans le bi-ensemble (l, e). Les auteurs utilisent la
propriété que si un ensemble d’attributs est un ETI fort alors il est aussi un ETI fiable.
Ils proposent alors d’utiliser un algorithme par niveau de type a priori pour calculer
les ETI faibles et ensuite, par post-traitement, de calculer les ETI forts. Par contre,
comme la propriété de ETI faibles n’est pas anti-monotone, les nouveaux candidats
sont générés à partir des candidats du niveau précédent mais en ajoutant n’importe
quel attribut. Pour réduire la complexité de l’extraction, ils proposent un algorithme
glouton calculant une solution incomplète. Dans [SM04], les auteurs recherchent à
définir ces ensembles fréquents avec exceptions par l’intermédiaire d’une contrainte
anti-monotone. Ils proposent alors d’extraire tous les ETI faibles dont tous leurs sous-
ensembles sont aussi des ETI faibles. Il suffit alors d’exploiter cette contrainte anti-
monotone dans un algorithme d’extraction d’ensembles fréquents. Dans [AGM04], les
auteurs recherchent une collection de k motifs qui approxime au mieux des collections
complètes d’ensembles fréquents. La collection de k motifs extraite est satisfaisante
si les sous-ensembles de ces k motifs est proche de la collection approximée. Les au-
teurs montrent que même en utilisant des algorithmes simples pour les calculer, les
approximations restent très satisfaisantes.

L’extension de tels ensembles denses à des bi-ensembles est difficile. Dans [GMS04],
les auteurs calculent des motifs appelés ”geometrical tiles” qui sont des bi-ensembles
de lignes et de colonnes contigus au regard d’un ordre considéré (ayant une den-
sité de valeurs 1 supérieure à un seuil fixé). Ils souhaitent extraire des motifs qui
maximisent la vraisemblance. Or ce critère n’est pas monotone par rapport à l’ordre
d’énumération traditionnel (inclusion ensembliste). Ce critère ne peut donc pas être
exploité efficacement. Ainsi, pour extraire ces motifs, ils proposent d’utiliser un al-
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gorithme non déterministe d’optimisation locale qui ne garantit pas la qualité glo-
bale des motifs extraits. L’algorithme débute avec un motif aléatoire puis essaye
de l’étendre (en ajoutant des lignes et/ou des colonnes contigues) ou de le réduire.
Lorsque le maximum de vraisemblance ne peut plus augmenté alors le motif est
extrait. Ensuite, le processus est réitéré avec d’autres motifs aléatoires. Dans cette
méthode, l’hypothèse forte qui est faite est qu’il existe un ordre sur les colonnes,
hypothèse qui n’est pas satisfaisante dans notre cas.

Une autre approche importante consiste à étudier de façon systématique la notion
de représentation condensée des collections de concepts formels ou de bi-ensembles
denses, qu’il s’agisse de représentations exactes ou approximatives. L’objectif est alors
de ne représenter, ou mieux de ne calculer, qu’un sous-ensemble des collections tout
en pouvant retrouver, plus ou moins exactement mais à un faible coût, l’ensemble
de la collection. Les δ-libres et leur pseudo-fermeture [PB05b, PB05a] permettent
de définir des motifs denses. Principalement, le nombre de valeurs ”0” acceptées
par colonne est bornée par δ. Comme la contrainte de δ-liberté est anti-monotone,
l’extraction de ces motifs est efficace en pratique même dans des grands jeux de
données. Par contre, la manière dont sont définis ces motifs n’est pas complètement
satisfaisante. Par exemple, le nombre de valeurs ”0” par ligne ne peut être borné.
Ce type de motif est typiquement un compromis entre l’efficacité de l’extraction et
le type de contraintes que doit satisfaire le motif. L’approche des représentations
condensées doit aussi intégrer des approches de “zoom” comme, par exemple, les
travaux présentés dans [VSL04] pour construire des treillis de Galois à différents
niveaux d’abstraction. Cette méthode utilise une partition sur les objets qui permet
de réduire le nombre de motifs extraits. Ils utilisent une partition sur les lignes et ne
conservent que les concepts qui sont en “accord” avec cette partition : une situation
s appartient à l’extension d’un ensemble G si α% des objets de la même classe que s
satisfont G et que s satisfait aussi G.

3.1.3 Notre objectif

Nous venons de soulever le problème de la sensibilité des 1-rectangles au bruit.
Avant d’aller plus loin, il faut s’intéresser à une notion importante : la maximalité
des motifs. Dans la section 2, nous avons insisté sur la pertinence de la propriété de
maximalité pour les 1-rectangles en privilégiant les concepts formels par rapport aux
ensembles d’attributs (itemsets). En effet, elle permet d’abord d’améliorer dans la
majorité des cas (données très corrélées) la faisabilité des extractions par rapport à
celle sur les ensembles d’attributs. Dans ce cas, la maximalité des motifs est vue sous
l’aspect de la représentation condensée des ensembles d’attributs. Ensuite, il nous est
apparu qu’en pratique les biologistes, et sûrement de nombreux autres utilisateurs,
s’intéressent aux motifs qui contiennent le plus d’information possible, i.e. le plus
d’associations possible entre gènes et conditions. Ces considérations nous ont poussé
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à travailler sur le problème de l’extraction de bi-ensembles maximaux capturant des
associations fortes entre des lignes et des colonnes (bi-ensembles denses en valeurs
vraies) mais admettant certaines exceptions (valeurs fausses). L’objectif est de réduire
la sensibilité au bruit des concepts formels tout en conservant leur pertinence vis-à-vis
des problèmes traités.

La notion de densité d’un bi-ensemble peut être envisagée sous deux angles selon
que l’on mesure le nombre de 0 par ligne/colonne ou sur l’ensemble du bi-ensemble
(densité forte versus faible) et selon que l’on considère ce nombre de manière absolue
ou relativement à la taille du bi-ensemble (densité absolue versus relative). La densité
faible peut engendrer la présence dans les bi-ensembles de lignes ou de colonnes de
0 c’est-à-dire des éléments qui ne sont jamais en relation avec les autres éléments du
bi-ensemble. D’un autre côté, la densité relative est difficile à définir si l’on souhaite
imposer la maximalité des motifs. Ainsi, nous avons décidé d’utiliser la densité forte
absolue. Elle a de plus la propriété très importante d’être anti-monotone par rapport
à (2O × 2A,⊆) (voir paragraphes suivants).

La contrainte Cαα′r−d(X, Y ) de la définition 3.2 impose que la densité forte absolue
pour les lignes (resp. colonnes) du bi-ensemble (X, Y ) soit inférieure à α (resp. α′).
Les lignes (resp. colonnes) du bi-ensemble (X,Y ) doivent contenir au plus α (resp.
α′) valeurs 0 sur les colonnes de Y (resp. sur les lignes de X). Ces bi-ensembles seront
appelés bi-ensembles denses.

Définition 3.1 (Fonctions Zr−l et Zr−c) Nous notons Zr−l(x, Y ) le nombre de 0
contenu dans la ligne x sur les colonnes de Y dans r : Zr−l(x, Y ) = ]{y ∈ Y |(x, y) 6∈
r} avec ] la taille de l’ensemble. De la même façon, Zr−c(y, X) = ]{x ∈ X|(x, y) 6∈ r}
est le nombre de 0 contenu dans la colonne y sur les lignes de X dans r.

Définition 3.2 (Contrainte Cαα′r−d) Un bi-ensemble (X, Y ) satisfait Cαα′r−d ssi

∀x ∈ X, Zr−l(x, Y ) ≤ α, ∀y ∈ Y, Zr−c(y,X) ≤ α′

a1 a2 a3

o1 1 1 1
o2 1 1 0
o3 1 0 1
o4 1 0 0
o5 0 1 0

Tab. 3.1 – Jeu de données r4

Propriété 3.1 La contrainte Cαα′r−d est anti-monotone par rapport à ⊆.
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Preuve. Soit un bi-ensemble (X, Y ) satisfaisant Cαα′r−d alors pour tout bi-ensemble
(X ′, Y ′) tel que (X ′, Y ′) ⊆ (X, Y ) on a :

∀x ∈ X ′, Zr−l(x, Y ′) ≤ Zr−l(x, Y ) ≤ α

∀y ∈ Y ′, Zr−c(y,X ′) ≤ Zr−c(y, X) ≤ α′

Donc tout bi-ensemble (X ′, Y ′) satisfait Cαα′r−d. Cαα′r−d est anti-monotone par
rapport à ⊆.

Exemple 3.1 Soit le jeu de données r4 (voir la table 3.1), le bi-ensemble ({o1o2o3},-
{a1a2a3}) satisfait la contrainte C1 1 r4−d.

A partir de cette contrainte, on pourrait définir un nouveau type de concepts avec
exception potentiellement plus tolérant au bruit : les bi-ensembles maximaux qui sa-
tisfont Cαα′r−d. Mais cette proposition n’est pas du tout satisfaisante, les motifs ainsi
extraits ne seraient pas pertinents. Par exemple avec α = α′ = 1, les bi-ensembles
({o1o2o3o5}, {a1a2}) et ({o1o2o4o5}, {a1a2}) seraient extraits de r4. Or, les lignes o3

et o4 sont identiques sur {a1a2} mais ne peuvent appartenir au bi-ensemble. Cet
exemple illustre les deux problèmes importants de ce type de motifs. D’abord, le
nombre de motifs extraits serait très important car on pourrait combiner de nom-
breuses façons les lignes et les colonnes identiques tout en conservant la maximalité
et la contrainte Cαα′r−d. Ensuite, l’interprétation de tels motifs n’est pas aisée : com-
ment interpréter le rôle de ces lignes et de ces colonnes identiques dans les motifs.
Nous proposons d’ajouter une contrainte supplémentaire. Nous avons envisagé deux
stratégies possibles. Elles sont décrites dans les sections 3.2 et 3.3. La première est
moins stringente mais plus difficile à exploiter alors que la seconde est plus stringente
et offre une définition plus déclarative. Dans les deux cas, il faudra considérer des
bi-ensembles grands devant α et α′.

Les sections 3.2 et 3.3 présentent chacune un nouveau type de motifs avec ex-
ceptions, un algorithme pour les calculer et des expérimentations mettant en avant
leurs forces et leurs faiblesses. Les premiers motifs appelés CBS (pour Consistent
Bi-Sets) sont obtenus par un post-traitement d’une collection de concepts formels.
La seconde approche offre un cadre pour l’extraction sous-contraintes de bi-ensembles
avec exceptions.

3.2 Les motifs CBS

3.2.1 Formalisation du problème

Dans [BRB05b], nous avons proposé une première stratégie simple pour traiter
le cas des lignes et des colonnes identiques. Nous proposons soit d’ajouter toutes les
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lignes (resp. les colonnes) identiques par rapport à l’ensemble des colonnes (resp. des
lignes) au bi-ensemble si la contrainte Cδδ′r−d est satisfaite ou de n’en mettre aucune
si ce n’est pas le cas.

Exemple. Dans r4, nous avons vu le problème soulevé par les deux bi-ensembles
({o1o2o3o5}, {a1a2}) et ({o1o2o4o5}, {a1a2}). En considérant d’abord le bi-ensemble
({o1o2o5}, {a1a2}), on peut se rendre compte que les lignes o3 ou o4 peuvent être
ajoutées à ce bi-ensemble mais pas les deux en même temps (échec de Cαα′r−d avec
α = α′ = 1). On a vu que la stratégie visant à produire deux motifs l’un contenant
o3 et l’autre o4 n’est pas satisfaisante. Nous proposons de n’ajouter aucune de ces
lignes, le bi-ensemble ({o1o2o5}, {a1a2}) formant ainsi un bi-ensemble solution (a3

ne pouvant être ajouté). Effectivement, comme les lignes o3 et o4 sont identiques
et qu’elles ne peuvent être ajoutées ensemble alors aucune n’est ajoutée dans le bi-
ensemble.

La contrainte Cαα′r−cons (définition 3.3) formalise cette stratégie.

Définition 3.3 (Contrainte Cαα′r−cons) soit (X, Y ) un bi-ensemble, (X, Y ) satis-
fait Cαα′r−cons ssi

∀i ∈ O/X, E = {x ∈ O | φ(i) ∩ Y = φ(x) ∩ Y } alors ¬Cαα′r−d((X ∪ E, Y ))

∀i ∈ A/Y, E = {y ∈ A | ψ(i) ∩X = ψ(y) ∩X} alors ¬Cαα′r−d((X,Y ∪ E))

Finalement, nous souhaitons extraire les bi-ensembles (X,Y ) maximaux qui satisfont
Cαα′r−d ∧Cαα′r−cons, i.e. , tels qu’il n’existe pas de bi-ensembles (X ′, Y ′) qui satisfont
la contrainte précédente et que (X, Y ) ⊆ (X ′, Y ′).

3.2.2 Algorithme

Nous proposons d’utiliser une méthode basée sur un post-traitement de collections
de concepts formels. L’idée est de fusionner les concepts formels et de ne conserver
que les bi-ensembles maximaux qui satisfont Cαα′r−d. Cette méthode est incomplète
mais permet en pratique d’étendre les concepts formels avec des exceptions.

Définition 3.4 (Union de bi-ensembles) Soit B1 = (X1, Y1) et B2 = (X2, Y2)
deux bi-ensembles alors l’union de B1 et de B2 est B1tB2 = (X1 ∪X2, Y1 ∪ Y2). Par
définition, l’union de deux concepts formels différents n’est pas un concept formel
puisqu’il contient nécessairement un 0.

Nous proposons de calculer la collection Kαα′ suivante :
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Définition 3.5 Soit U = {⊔i∈K′ i | Cαα′r−d et K′ ⊆ K} avec K la collection des
concepts formels alors nous définissons la collection Kαα′ telle que

Kαα′ = {s ∈ U |6 ∃s′ ∈ U tel que s ⊆ s′}

Les éléments de Kαα′ sont les ensembles maximaux de U et sont appelés des CBS.

Pour extraire Kαα′ , on peut adapter un algorithme de recherche d’ensembles
maximaux (voir e.g., [GZ03]). Les attributs sont alors remplacés par les concepts
formels et les ensembles d’attributs par les bi-ensembles résultants de la fusion des
concepts associés aux ensembles d’attributs. De plus la contrainte Cαα′r−d peut être
exploitée comme contrainte anti-monotone en plus de la contrainte de fréquence (anti-
monotone) habituellement utilisée.

Preuve. Soit I un ensemble d’attributs composé de n concepts C1 . . . Cn. Alors tout
ensemble d’attributs successeur S de I est tel que S = I ∪ E avec E un ensemble
de concepts. Or comme Cαα′r−d est anti-monotone suivant ⊆ et que I ⊆ S alors
Cαα′r−d peut être exploitée comme contrainte anti-monotone pour élaguer l’espace de
recherche.

Cette méthode basée sur la fusion de concepts ne permet pas de calculer exacte-
ment la collection des bi-ensembles satisfaisant Cαα′r−d∧Cαα′r−cons (voir l’exemple 3.2).

Exemple 3.2 Le contexte booléen r5 (voir Table 3.2) contient 6 concepts formels :

({s1s2s4}, {g3})
({s1s3s5}, {g2})
({s2s3s6}, {g1})
({s1}, {g2g3g6})
({s2}, {g1g3g5})
({s3}, {g1g2g4})

Le bi-ensemble ({s1s2s3}, {g1g2g3}) satisfait Cαα′r5−d ∧Cαα′r5−cons avec α = α′ =
1. Or aucun des 6 concepts formels n’est un sous-ensemble de ce motif. Ainsi, il ne
peut être obtenu par la fusion de concepts formels de r5.

De plus, ces motifs ne sont pas munis de fonctions : à un ensemble de lignes
(resp. colonnes) donné peut être associé plusieurs ensembles de colonnes (resp. lignes)
différents.

Exemple. Dans r4, les bi-ensembles ({o1o2o3o4}, {a1a2a3}) et ({o1o2o3o5}, {a1a2a3})
sont des CBS avec α = α′ = 1. A l’ensemble {a1a2a3} est associé deux ensembles
différents de lignes {o1o2o3o4} et {o1o2o3o5}.
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g1 g2 g3 g4 g5 g6

s1 0 1 1 0 0 1
s2 1 0 1 0 1 0
s3 1 1 0 1 0 0
s4 0 0 1 0 0 0
s5 0 1 0 0 0 0
s6 1 0 0 0 0 0

Tab. 3.2 – Jeu de données r5

3.2.3 Exemple d’exécution

Les concepts de r4 sont :

c1 = ({o1}, {a1a2a3}) c2 = ({o1o2}, {a1a2})
c3 = ({o1o3}, {a1a3}) c4 = ({o1o2o5}, {a2})

c5 = ({o1o2o3o4}, {a1})

A partir des concepts de r4, on peut rechercher les CBS de r4 avec α = α′ = 1.

C5C4C1 C3

C1C2 C1C3 C1C4 C1C5 C2C3 C2C4 C2C5 C3C4 C3C5 C4C5

C1C2C3

C2

Fig. 3.2 – Extraction des CBS (α = α′ = 1) de r4

La figure 3.2 montre comment la collection des CBS est extraite de r4. Les trois
motifs entourés forment la collection finale : {{c1, c2, c3}, {c2, c4}, {c5}}. Les motifs
barrés ne satisfont pas Cαα′r−d. Finalement, ces trois motifs correspondent aux bi-
ensembles suivants : ({o1o2o3}, {a1a2a3}), ({o1o2o5}, {a1a2}) et ({o1o2o3o4}, {a1}).

3.2.4 Validation expérimentale

Données synthétiques

Pour montrer la pertinence des CBS en présence de données bruitées, nous avons
d’abord généré des jeux de données synthétiques. Notre objectif est de montrer que
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les CBS permettent de redécouvrir des motifs (concepts) présents dans les données
avant l’introduction de bruits. Ainsi, nous avons généré des jeux de données booléens
contenant 20 concepts formels sans recouvrement contenant chacun 5 objets et 5
attributs (matrice de taille 100*100). Ensuite nous avons introduit un bruit uniforme
dans les données en utilisant deux niveaux de bruit : 5% et 10%. Chaque valeur a
5% (resp. 10%) de chance de changer de valeur passant de 0 en 1 ou de 1 en 0. Pour
chaque niveau de bruit, dix jeux de données ont été générés. On s’est intéressé au
nombre de CBS extraits en fonction de α et de α′ et de la taille minimale des motifs
sur les deux dimensions. La figure 3.3 en haut montre la moyenne et l’écart type du
nombre de CBS (en ordonnée) en fonction de la taille minimale des motifs sur les
objets et les attributs (en abscisse) avec 5% de bruit. La figure 3.3 en bas représente
les mêmes informations mais avec 10% de bruit. Chaque courbe représente une valeur
différente de α et α′ entre 0 et 2. Par exemple, sur la figure 3.3 en bas, il y a 126
CBS en moyenne contenant au moins 3 objets et 3 attributs avec α = 2 et α′ = 1.
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Fig. 3.3 – Nombre de CBS en fonction de leur taille sur les deux dimensions avec
5% de bruit (en haut) et 10% de bruit (en bas)
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Sur le jeu de données avec 5% de bruit, il y a en moyenne 196 concepts (courbe
avec α = α′ = 0) parmi lesquels 48 ont au moins 3 objets et 3 attributs. Avec 10% de
bruit, il y a 317 concepts en moyenne dont 60 qui ont au moins 3 objets et attributs,
et 2 qui ont au moins 5 objets et attributs. Dans la collection de concepts, il est
difficile de retrouver les 20 concepts formels originaux. Quand α et α′ sont égaux à
5, la collection extraire est proche de la collection des 20 concepts. Par exemple, avec
α = α′ = 1, il y a 20.2 (resp. 22.1) CBS en moyenne ayant une taille supérieure à 4
dans le jeu de données avec 5% (resp. avec 10%) de bruit.

Extraction à partir d’une collection de concepts formels sur des données
d’expression

Malheureusement, le nombre de CBS extraits peu augmenter considérablement
avec α et α′, même si cette stratégie est plus stringente que l’approche näıve (tous les
bi-ensembles maximaux satisfaisants Cδδ′r−d). Effectivement dans beaucoup de jeux
de données réels, il n’est pas possible d’extraire la collection complète des concepts
ou du moins cette collection peut comporter des millions de motifs. Il n’est pas
envisageable alors de post-traiter cette collection pour extraire les CBS. Dans ces
cas là, des contraintes peuvent être poussées pour réduire la taille de la collection
et rendre l’extraction faisable. Par exemple, avec D-Miner on peut s’intéresser aux
motifs ayant un nombre minimal de lignes et de colonnes. Il faut alors s’intéresser à
la possible extension de collections incomplètes de concepts.

Pour illustrer ce point, nous avons utilisé la matrice relative aux facteurs de
transcription (voir la section 4.3). Elle contient 356 lignes et 155 colonnes. Cette
matrice contient plus de 5 millions de concepts. Il n’est pas possible d’utiliser la
méthode proposée sur la collection complète des concepts formels. Nous nous sommes
alors intéressés aux motifs issus de la fusion des concepts contenant au moins 25 gènes
et 10 facteurs de transcription. En utilisant D-Miner 1 699 concepts satisfaisants
ces contraintes ont été extraits. A partir de ces concepts, nous avons extrait les CBS.
La table 3.3 fournit le nombre de CBS extraits pour quatre valeurs de α et α′ en
fonction du nombre de concepts fusionnés (n). Par exemple, 1546 CBS sont extraits
avec α = α′ = 1, dont 54 sont issus de la fusion de 2 concepts formels et 2 de la
fusion de 5 concepts formels.

Cette expérience montre que, même si l’on considère seulement de grands motifs
avec des valeurs relativement petites de α et α′, la méthode proposée fonctionne
toujours et permet d’étendre les concepts. Par exemple, au moins 6 concepts sont
fusionnés avec α = α′ = 1 alors que 15 concepts sont fusionnés lorsque α = α′ = 4.
Dans ce jeu de données, nous obtenons de grands CBS contenant peu de valeurs 0.
Typiquement, le CBS (α = α′ = 4) issu de la fusion de 15 concepts est composé de
36 gènes et de 12 facteurs de transcription et ne contient que 3.7% de valeurs 0. La
table 3.4 montre le nombre de 0 contenu dans chaque facteur de transcription pour
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n α = α′ = 1 α = α′ = 2 α = α′ = 3 α = α′ = 4
1 1450 1217 927 639
2 54 49 61 95
3 31 57 75 73
4 8 40 50 64
5 2 8 25 58
6 1 3 11 29
7 0 0 6 11
8 0 0 1 12
9 0 0 0 2
10 0 0 1 6
11 0 0 0 0
12 0 0 0 3
13 0 0 0 1
14 0 0 1 0
15 0 0 0 1

Total 1546 1374 1158 994

Tab. 3.3 – Nombre de CBS produits par la fusion de n concepts pour différentes
valeurs de α et α′

ce motif.

3.2.5 Conclusion

Les méthodes basées sur l’extractions de concepts formels, ou plus généralement
de motifs locaux ensembliste sont très sensibles au bruit dans les données. Pour
résoudre ce problème, nous avons essayé d’étendre la notion de concepts formels à
des motifs tolérants au bruit. Dans ce chapitre, nous avons proposé une première
approche visant à calculer des bi-ensembles maximaux ayant un nombre borné de
valeurs 0 sur les deux dimensions appelés CBS. Une méthode proposée consiste en
un post-traitement d’une collection de concepts formels. L’idée est de procéder à une
fusion de certains concepts formels de telle sorte que le nombre de valeurs 0 par ligne
et par colonne soit borné. Cette contrainte étant anti-monotone suivant ⊆, elle peut
être exploitée activement. Ce procédé peut être réalisé en adaptant un algorithme
d’extraction d’ensembles maximaux. Dans [RPBB04], nous avons proposé une autre
façon d’obtenir des motifs tolérants au bruit par fusion de concepts formels en uti-
lisant cette fois-ci une optimisation locale. Cette méthode propose essentiellement
une mesure de distance entre bi-ensembles qui peut être utilisée pour regrouper les
concepts formels ”proches” en adaptant des méthodes de clustering hiérarchique.

L’extraction des CBS devient très difficile dès lors que la matrice contient plu-
sieurs milliers de concepts formels. On peut regretter que les CBS ne sont pas munis
de fonctions, c’est-à-dire qu’à un même ensemble d’objets, différents ensembles d’at-
tributs peuvent être associés. Cette propriétés est pourtant très intéressante pour
aider l’interprétation des motifs extraits.
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Nombre de zéro
0
0
0
1
3
2
0
3
0
3
4
0

Tab. 3.4 – Nombre de valeurs 0 pour chaque facteur de transcription du CBS (36×12)
issu de la fusion de 15 concepts avec α = α′ = 4

Cette méthode s’apparente à de l’usage multiple de motifs [MT96]. En effet, nous
utilisons les concepts formels pour générer de nouveaux motifs. Au lieu d’extraire
directement ces motifs en utilisant un algorithme d’extraction de bi-ensembles sous
contraintes, on utilise les propriétés de maximalité des concepts formels vis-à-vis de
la contrainte de 1-rectangle pour induire automatiquement d’autres propriétés.

3.3 Les motifs DR-bi-sets

3.3.1 Introduction

Dans la section précédente, nous avons proposé une nouveau type de bi-ensemble
dense qui s’est avéré particulièrement intéressant pour améliorer la qualité des motifs
extraits dans des données bruités. En revanche, ces motifs ne sont pas munis de fonc-
tions et n’offre pas un cadre générique à l’extraction de bi-ensembles sous contraintes.
Notre conviction est que les bi-ensembles denses doivent satisfaire différentes notions
associées aux concepts formels : les notions de justesse et de complétude des ex-
tractions, la dualité entre les objets et les attributs, sa définition très déclarative et
finalement le rôle important que jouent les contraintes pour améliorer la pertinence
des motifs extraits (et accessoirement la faisabilité des extractions). C’est autour de
ces notions que nous avons défini un nouveau type de bi-ensembles denses appelés
DR-bi-set [BRB05a]. De façon intuitive, les DR-bi-sets sont des bi-ensembles conte-
nants un nombre borné de valeurs ”0” par ligne et par colonne et tels que les lignes et
les colonnes à l’extérieures contiennent plus de ”0” qu’à l’intérieur. Cette définition
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est très intuitive offrant une extension naturelle des concepts formels.

g1 g2 g3 g4

s1 1 1 1 1
s2 1 1 0 0
s3 0 1 0 0
s4 0 0 1 0
s5 0 0 0 0

Fig. 3.4 – Contexte booléen r6

Exemple. Le bi-ensemble ({s1s2s3}, {g1g2}) est un DR-bi-set dans r6. En effet, il
contient au maximum une valeur ”0” et toutes les lignes et les colonnes à l’extérieur
en contiennent au moins 2. Ce bi-ensemble tend à capturer beaucoup de valeurs ”1”
par rapport aux lignes et aux colonnes qui sont à l’extérieures.

Nous avons privilégié une approche ”extraction de bi-ensembles sous-contrain-
tes” permettant d’exploiter à la fois les contraintes définissant les DR-bi-sets mais
aussi d’autres contraintes comme les contraintes monotones et anti-monotones sur
(2O × 2A,⊆).

3.3.2 Formalisation du problème

Nous voulons extraire des bi-ensembles (X, Y ) satisfaisant Cαα′r−d (voir la sec-
tion 3.1.3) et tels que les lignes de X (resp. les colonnes de Y ) aient une densité en
1 plus importante sur les colonnes de Y (resp. sur les lignes de X) que sur les autres
colonnes, i.e. A\Y (resp. les autre lignes, i.e. O\X). Cette contrainte est formalisée
par la contrainte Cδδ′r−p (voir définition 3.6).

Définition 3.6 (Contrainte Cδδ′r−p) Soit un bi-ensemble (X, Y ) et deux paramètres
δ et δ′ strictement positifs, (X, Y ) satisfait la contrainte Cδδ′r−p ssi

(∀s ∈ O \X, ∀t ∈ X, Zl(s, Y ) ≥ Zl(t, Y ) + δ)

∧(∀g ∈ A \ Y, ∀h ∈ Y, Zc(g, X) ≥ Zc(h, X) + δ′)

Les paramètres δ et δ′ permettent de fixer la différence de densité entre les
éléments à l’intérieur et à l’extérieur du bi-ensemble. Plus ils sont grands, plus cette
différence doit être importante.

Exemple. Le bi-ensemble ({g1g2g3}, {s1s2s3}) satisfait la contrainte Cδδ′r−p avec
δ = δ′ = 1. En effet, toutes les lignes (resp . colonnes) du bi-ensemble contiennent un
seul 0 sur {g1g2g3} (resp. {s1s2s3}) et toutes les lignes (resp. les colonnes) à l’extérieur
contiennent au moins un 0 en plus sur {g1g2g3} (resp. sur {s1s2s3}).
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Les bi-ensembles qui satisfont les contraintes primitives Cαα′r−d et Cδδ′r−p sont
clairement une généralisation des concepts formels. En effet, les concepts formels
peuvent aussi être définis de la façon suivante :

Définition 3.7 Un bi-ensemble (X,Y ) est un concept formel ssi

(1) ∀x ∈ X, Zl(x, Y ) = 0, ∀y ∈ Y, Zc(y,X) = 0

(2) ∀x ∈ O \X, Zl(x, Y ) ≥ 1, ∀y ∈ A \ Y, Zc(y, X) ≥ 1

Autrement dit, un concept formel est un bi-ensemble satisfaisant Cαα′r−d∧Cδδ′r−p

avec δ = δ′ = 1 et α = α′ = 0.

Cαα′r−d est une généralisation directe de l’équation 1 de la Définition 3.7. Alors que
Cδδ′r−p généralise l’équation 2 de la définition 3.7 en imposant que tous les éléments
à l’extérieur du bi-ensemble contiennent au moins δ valeurs 0 en plus que ceux qui
sont à l’intérieur du bi-ensemble.

Les paramètres α et α′ contrôlent la densité du bi-ensemble alors que les pa-
ramètres δ et δ′ imposent une différence significative de densité avec les éléments
extérieurs. La contrainte Cαα′r−d (voir Définition 3.1) est anti-monotone par rapport
à ⊆ et peut donc être exploitée pour élaguer l’espace de recherche. Cδδ′r−p n’est ni mo-
notone ni anti-monotone mais nous verrons dans la section 3.3.3 comment l’exploiter
efficacement grâce à une représentation particulière des bi-ensembles.

La figure 3.5 montre la collection des bi-ensembles satisfaisants Cαα′r−d et Cδδ′r−p

avec α = 5, α′ = 4, et δ = δ′ = 1 dans r6 (voir la figure 3.4) et ordonnée par ⊆.
Chaque niveau indique le nombre maximal de zéros contenu dans le bi-ensemble par
ligne et par colonne. Si l’on utilise les paramètres α = α′ = 1 et δ = δ′ = 1, alors une
sous-collection contenant 5 bi-ensembles est obtenue, 4 étant des concepts formels.

({s1}, {g1, g2, g3, g4}) ({s1, s4}, {g3}) α = 0

α = 1

α = 4

α = 2

α = 3({s1, s2, s3, s4, s5}, {g1, g2, g3})({s1, s2, s3, s4}, {g1, g2, g3, g4})

({s1, s2, s3, s4, s5}, {g1, g2, g3, g4})

({s1, s2}, {g1, g2, g3, g4}) ({s1, s2, s3, s4}, {g1, g2, g3}) ({s1, s2, s3, s4, s5}, {g2})

({s1, s2, s3}, {g1, g2})

({s1, s2}, {g1, g2}) ({s1, s2, s3}, {g2})

Fig. 3.5 – Les bi-ensembles satisfaisant Cαα′r6−d et Cδδ′r6−p avec α = 5, α′ = 4 et
δ = δ′ = 1

Ces deux contraintes n’imposent pas la maximalité des motifs. Par exemple, dans
r6, si ({s1, s2, s3}, {g1, g2}) est noté B alors nous avons ({s1, s2}, {g1, g2}) ¹ B et
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({s1, s2, s3}, {g2}) ¹ B. La collection avec α = α′ = 1 et δ = δ′ = 1 contient donc des
éléments qui ne sont pas maximaux. Or, nous souhaitons extraire des bi-ensembles
maximaux (voir section 3.1.3). Finalement, ce sont les bi-ensembles maximaux satis-
faisants Cαα′r−d et Cδδ′r−p que nous appelons DR-bi-sets. La collection contenant tous
les DR-bi-sets (avec α, α′, δ et δ′ fixés) est notée Mαα′δδ′

DR . Par exemple, la collection
M1111

DR de r6 correspond aux trois bi-ensembles entourés de la figure 3.5.

La propriété suivante montre que la taille des DR-bi-sets augmentent avec α et
α′.

Propriété 3.2 Soit α1 ≤ α, α′1 ≤ α′ alors ∀X1 ∈ Mα1α′1δδ′
DR , ∃X ∈ Mαα′δδ′

DR tel que
X1 ¹ X.

Plus α et α′ augmentent plus la taille des bi-ensembles extraits augmente alors que
les associations extraites avec des α et α′ plus petits sont conservées. En pratique, une
importante réduction de la taille des collections est constatée quand les paramètres
sont convenablement choisis (voir section 3.3.3). Un effet de ”zoom” est obtenu quand
α et α′ varient. La table 3.5 montre des collections Mαα′δδ′

DR de r6.

MDR

α δ = 1 δ = 2

0

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
{{s1, s4}, {g3}}
{{s1, s2}, {g1, g2}}
{{s1, s2, s3}, {g2}}

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}

1
{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
{{s1, s4}, {g3}}
{{s1, s2, s3}, {g1, g2}}

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}

Tab. 3.5 – Collections Mαα′δδ′
DR de r6

Les DR-bi-sets sont munis de fonctions :

Propriété 3.3 (Fonctions pour Mαα′δδ′
DR ) Les collections Mαα′δδ′

DR sont munis de
deux fonctions :

∀ (X,Y ) ∈ Mαα′δδ′
DR ∀(X ′, Y ′) ∈ Mαα′δδ′

DR avec (X,Y ) 6= (X ′, Y ′), on a X 6=
X ′ et Y 6= Y ′. A un ensemble de lignes (resp. de colonnes) correspond au maximum
un ensemble de colonnes (resp. de lignes) dans Mαα′δδ′

DR . La preuve de cette propriété
est donnée en annexe D.

Propriété 3.4 (Monotonicité des functions (α fixé)) soit Mαα′δδ′
DR et Mττ ′

DR le
sous-ensemble de Mαα′δδ′

DR tel que (X, Y ) ∈ Mττ ′
DR ssi (X, Y ) contient au moins une
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ligne (resp. une colonne) avec τ (resp. τ ′) valeurs 0 sur Y (resp. X) et tel que
aucune ligne (resp. colonne) n’en contient plus. Alors Mττ ′

DR est munie de fonctions
décroissantes. La preuve de cette propriété est donnée en annexe D.

3.3.3 Algorithme

Nous avons développé un algorithme appelé DR-Miner permettant de calculer
les DR-bi-sets. C’est un algorithme en profondeur réalisant une énumération binaire à
la fois sur les lignes et sur les colonnes. Pour pouvoir exploiter la contrainte Cδδ′r−p et
les contraintes (anti)-monotones, nous utilisons une autre représentation des motifs
candidats (nœuds de l’arbre d’énumération) inspirée de Dual-Miner [BGKW03].
Chaque candidat est représenté par trois bi-ensembles (Y, P, N) :

• Y = (YS , YG) (pour Yes bi-set) contient les éléments appartenant au candidat
et à tous ses fils (descendants).

• N = (NS , NG) (pour No bi-set) contient les éléments qui n’appartiennent pas
au candidat et à ses fils.

• P = (PS , PG) (pour Potential bi-set) contient les éléments qui n’ont pas encore
été considérés, et dont on ne sait pas encore à quel ensemble ils appartiennent.

Chaque élément de O et A appartient à un et un seul bi-ensemble parmi Y , P et
N . La figure 3.6 illustre ce partitionnement des données pour un candidat donné (les
lignes et les colonnes ayant été réordonnées).

Fig. 3.6 – Partitionnement des données pour un candidat (Y, P, N)

Chaque candidat ({YS , YG}, {PS , PG}, {NS , NG}) représente le treillis d’un espace
de recherche sur les bi-ensembles ayant comme plus petit élément (YS , YG) et comme
plus grand élément (YS ∪ PS , YG ∪ PG) avec ⊆ comme relation de généralisation. Ce
treillis est noté [(YS , YG), (YS ∪PS , YG ∪PG)]. Un bi-ensemble (X, Y ) appartient à ce
treillis si et seulement si YS ⊆ X ⊆ YS ∪ PS et YG ⊆ Y ⊆ YG ∪ PG.



3.3. LES MOTIFS DR-BI-SETS 85

L’espace de recherche total est donc représenté par ((∅, ∅), (O,A), (∅, ∅)) qui est
la racine de l’arbre d’énumération. L’algorithme DR-Miner (voir la table 3.6) est
appelé la première fois sur ce candidat. Les feuilles de l’arbre sont des candidats tels
que P = (∅, ∅).

Afin de réduire la taille de l’espace de recherche, il faut exploiter les contraintes
Cαα′r−d et Cδδ′r−p. Cette réduction est réalisée en réduisant la taille du treillis c’est-
à-dire en diminuant le plus grand élément (voir la propriété 3.6) et en augmentant le
plus petit élément (voir la propriété 3.6). Quand le treillis ne peut plus être réduit par
les contraintes, il est découpé en deux nouveaux sous-treillis : le premier en déplaçant
un élément e de P dans Y (le fils gauche) et le second en déplaçant e de P dans N
(le fils droit). La figure 3.7 montre le processus d’énumération.

({x1, ∅}, {S \ x1,G}, {∅, ∅}) ({∅, ∅}, {S \ x1,G}, {x1, ∅})

({∅, ∅}, {S,G}, {∅, ∅})

({x1, ∅}, {S \ x1,G \ x2}, {∅, x2})
({x1, x2}, {S \ x1,G \ x2}, {∅, ∅})

Fig. 3.7 – Processus d’énumération

Ensuite, pour chaque fils, la consistance est vérifiée. Par exemple, si l’élément
minimal ne satisfait pas une contrainte anti-monotone (voir les propriétés 3.5-1 et
3.7) alors aucun des éléments du treillis ne la satisfont, le candidat est alors élagué.
Si la consistance est vérifiée, le processus récursif continue.

Finalement, les bi-ensembles (YS , YG) des feuilles de l’arbre d’énumération sont
les bi-ensembles satisfaisants Cαα′r−d et Cδδ′r−p. Les DR-bi-sets sont les éléments
maximaux de cette collection. Pour extraire seulement les maximaux, nous avons
utilisé la stratégie de Dual-Miner pour pousser la maximalité.

Exploitation des contraintes

Les contraintes Cαα′r−d et Cδδ′r−p permettent de vérifier la consistence des candi-
dats, i.e., en stoppant éventuellement l’énumération. Ces contraintes peuvent également
être propagées permettant de réduire l’espace de recherche en déplaçant des éléments
de P dans Y ou dans N .
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Propriété 3.5 (Vérification de la consistance) Soit un candidat T = (Y, P, N) :
1. si Cαα′r−d(YS , YG) n’est pas vérifiée alors aucun des fils de T ne la satisfait non

plus (voir la figure 3.8(1)). Le candidat est élagué.
2. si ∃ ∈ NS ∃t ∈ YS tel que Zl(s, YG ∪ PG) < Zl(t, YG) + δ, alors aucun des fils

de T ne la satisfait non plus (voir la figure3.8(2)). Le candidat est élagué.

Propriété 3.6 (Propagation de contraintes) Soit un candidat T = (Y, P,N) et
s ∈ PS :

1. si ∃t ∈ YS , Zl(s, YG ∪PG) < Zl(t, YG) + δ alors s appartient à tous les fils de T
qui satisfont Cδδ′r−p. s est déplacé dans YS (voir la figure 3.8(3)).

2. si Zl(s, YG) > α alors s n’appartient à aucun bi-ensemble satisfaisant Cαα′r−d

qui est un fils de T . s est déplacé dans NS (voir la figure 3.8(4)).

Les propriétés 3.5 et 3.6 sont définies de la même façon sur les colonnes. La
propriété 3.7 explique comment DR-Miner exploite les contraintes monotones et
anti-monotones sur (2O × 2A,⊆).

Propriété 3.7 (Elagage de contraintes (anti)-monotones) Soit L un treillis tel
que L= [(YS , YG), (YS ∪ PS , YG ∪ PG)], Cm une contrainte monotone et Cam une
contrainte anti-monotone par rapport à ⊆, alors

1. si ¬Cm(YS ∪ PS , YG ∪ PG) alors aucun bi-ensemble de L ne satisfait Cm.
2. si ¬Cam(YS , YG) alors aucun bi-ensemble de L ne satisfait Cam.
La contrainte qui impose une taille maximale sur les deux dimensions est un

exemple de contraintes monotones (Cm) alors que la contrainte qui impose l’absence
de certains éléments dans le bi-ensemble est une contrainte anti-monotone (Cam).

Ainsi, les contraintes monotones sont vérifiées sur Y ∪ P alors que les contraintes
anti-monotones sont vérifiées sur Y .

Les preuves de consistance et de complétude de DR-Miner sont données en
annexe D.

Une heuristique importante est utilisée pour accélérer l’énumération : l’élément e
utilisée pour l’énumération est argmaxtZl(t, YS ∪ PS) (l’élément qui contient le plus
de 0 sur Y ∪ P ). Cette heuristique permet de réduire plus rapidement la taille de P
tout en conservant la complétude de l’algorithme.

Extension de bi-ensembles

En pratique, le calcul des DR-bi-sets peut être difficile. Nous formalisons ici une
utilisation intéressante de DR-Miner . Nous nous plaçons dans une situation prag-
matique où un expert connâıt (connaissance personnelle) ou possède (par exemple le
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Fig. 3.8 – Vérification des contraintes Cαα′r−d et Cδδ′r−p

Un contexte booléen r, une conjonction de contraintes monotones et anti-monotones
C sur 2O × 2A, les paramètres α, α′, δ et δ′ et un candidat (Y, P, N).
DR-Miner(Y, P, N)
Si P 6= (∅, ∅) alors

1. Soit x un élément (ligne ou colonne) de P

2. T1 ← propagating constraint(Y ∪ x, P \ x, N) (voir la propriété 3.6)

3. si T1 satisfait les propriétés 3.5 et 3.7 alors DR-Miner(T1)

4. T2 ← propagating constraint(Y, P \ x, N ∪ x) (voir la propriété 3.6)

5. si T2 satisfait les propriétés 3.5 et 3.7 alors DR-Miner(T2)

sinon Enregistrement de Y

Tab. 3.6 – Le pseudo-code de DR-Miner

résultat d’une extraction de concepts) certains bi-ensembles intéressants. DR-Miner
peut alors être utilisé pour étendre ces bi-ensembles permettant d’offrir à l’expert de
nouvelles associations potentielles.

Définition 3.8 L’extension d’un bi-ensemble (X, Y ) peut être vu comme l’extrac-
tion des DR-bi-sets (X ′, Y ′) satisfaisant la contrainte CXY−sur(X ′, Y ′). Or comme
CXY−sur est monotone (voir la définition 2.5), DR-Miner peut l’exploiter efficace-
ment.
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3.3.4 Validation expérimentale

Evaluation de la robustesse au bruit sur données synthétiques

Pour montrer la pertinence de Mαα′δδ′
DR dans les données bruitées, nous avons

tout d’abord généré des jeux de données synthétiques. Notre but est de montrer que
l’extraction des Mαα′δδ′

DR permet de retrouver les concepts introduits dans le jeu de
données avant qu’il ne soit bruité. Ainsi, les jeux de données construits sont composés
de 4 concepts disjoints comportant chacun 10 éléments sur chaque dimension (matrice
booléenne de taille 40 ∗ 40). Ensuite, un bruit aléatoire uniforme a été introduit dans
les données. Nous avons généré 20 jeux de données pour chaque niveau de bruit : 5%,
10%, 15% et 20%. Chaque valeur a 5% (resp. 10%, 15% et 20%) de chance de changer
de valeur. Le tableau 3.7 indique le nombre moyen (Moy.) suivi de l’écart-type (E.T.)
du nombre de motifs extraits pour chaque niveau de bruit pour α = α′ variant de
0 à 3, δ = δ′ = 3 et contenant au moins 4 éléments sur chaque dimension. Dans
le tableau 3.7, nous donnons également le nombre moyen de concepts contenant au
moins 4 éléments sur chaque dimension pour chaque niveau de bruit.

α 0 1 2 3
] concepts Moy. E.T. Moy. E.T. Moy. E.T. Moy. E.T.

5% 51.63 0 0 0.55 0.51 3 0 4 0
10% 141.53 0 0 0 0 1.6 0.6 2.8 0.41
15% 248.63 0 0 0 0 0 0 0.85 0.49
20% 309.05 0 0 0 0 0 0 1.1 0.45

Tab. 3.7 – Moyenne et écart-type du nombre de motifs extraits (sur 20 essais) en
fonction de α = α′ et du pourcentage de bruit dans les données (δ = δ′ = 3 et
C44−mis)

Lorsqu’il y a 5% de bruit, on retrouve systématiquement les 4 concepts originaux
avec α = α′ = 3. Pour un pourcentage de bruit plus élevé (10% et 15%), seulement
certains des concepts originaux sont retrouvés. Lorsque le bruit est trop important
(20%), le nombre de motifs extraits est assez variable (l’écart-type vaut 3). Ce qui
est très important, c’est que les collections des DR-bi-sets extraites sont des sous-
ensembles de la collection des concepts. Ainsi, même si l’on ne parvient pas quand
le bruit est trop important, à extraire tous les concepts originaux, les DR-bi-sets
permettent de supprimer considérablement (dans cet expérience complètement) le
nombre de motifs extraits dû au bruit.

Il faut noter que tous les motifs extraits correspondent aux concepts originaux.

Pour les CBS, nous avons montré qu’en augmentant la taille minimale des motifs
dans le même type de jeu de données, les collections extraites se rapprochent de la
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collection des concepts formels initiaux. En revanche, les collections extraites sont
beaucoup plus grandes que les collections initiales, la démultiplication des motifs dû
au bruit n’est que partiellement réduite par les CBS et la contrainte de taille.

L’influence des paramètres α et α′

Pour voir l’influence des paramètres α et α′ sur Mαα′δδ′
DR , nous avons réalisé plu-

sieurs extractions sur le jeu de données camda [BLP+03]. Ce jeu de données montre
l’évolution des niveaux d’expression de 3719 gènes (colonnes) de Plasmodium falci-
parum (responsable de la malaria) durant son invasion des globules rouges. La série
temporelle comporte 46 mesures du niveau d’expression des gènes.

Nous avons fixé δ = δ′ = 1 et nous avons fait varier α = α′ de 0 à 4. De plus,
les motifs doivent satisfaire la contrainte Cσ1σ2−mis avec σ2 = 3 et σ1 qui varie de 19
à 24. Comme la contrainte de fréquence habituellement utilisée lors de l’extraction
des ensembles fréquents, la contrainte Cσ1σ2−mis permet de rendre les extractions
faisables.

α = α′ 0 1 2 3 4

σ1 = 24 0 4 4 5 5
σ1 = 23 9 10 8 9 12
σ1 = 22 35 23 22 24 251
σ1 = 21 97 68 66 69 -
σ1 = 20 241 202 197 213 -
σ1 = 19 578 511 513 608 -

Temps (s), σ1 = 23 0 2 19 171 1185

Tab. 3.8 – Nombre de DR-bi-sets satisfaisant Cσ13−mis avec δ = δ′ = 1

Le nombre de motifs extraits pour α = α′ de 0 à 2 diminue globalement. Certains
motifs sont enrichis et deviennent des sur-ensembles de motifs pour α = α′ plus
petits. Ensuite, pour α = α′ > 2, le nombre de motifs extraits tend a augmenter de
nouveau. Ceci peut s’expliquer par deux phénomènes :

– Tout d’abord, la taille de certains motifs, initialement non comptabilisés car
étant trop petits, augmentent de telle sorte qu’ils satisfont la contrainte de
taille.

– Lorsque α ≥ 3, le nombre d’erreurs acceptées par ligne est supérieur ou égal au
nombre de colonnes minimum du motif, ce qui conduit à accepter des motifs
pouvant avoir très peu de 1 par ligne. Cela induit une augmentation du nombre
de motifs. En pratique, il faut imposer une contrainte de taille minimale sur les
deux dimensions nettement supérieure à α et α′.

Lorsque α augmente, l’extraction des DR-bi-sets devient de plus en plus difficile.
Nous n’avons pas réussi à extraire les motifs pour α = α′ = 4 et σ1 ≤ 21. La figure
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3.7 montre le temps d’execution de DR-Miner pour σ1 = 23. On peut voir que le
temps d’extraction augmente beaucoup avec α et α′.

L’influence des paramètres δ et δ′

Pour montrer l’influence des paramètres δ et δ′ sur Mαα′δδ′ , nous avons réalisé
des extractions sur un jeu de données UCI (Internet Advertisements) de dimension
3279× 1555. Il ne s’agit pas d’une matrice d’expression mais nous avons cherché un
contexte booléen peu dense pour mieux illustrer les variations du nombre de motifs
lorsque δ et δ′ augmentent.

Pour ces extractions, α et α′ sont fixés à 1, δ et δ′ varient de 1 à 10 et les motifs
doivent satisfaire la contrainte Cσ1σ2−mis avec σ2 = 0 et σ1 ∈ {31, 78, 155, 330}.

δ 1 2 3 4 5 6 7

σ1 = 78 128 17 3 1 1 1 0
σ1 = 155 42 6 0 0 0 0 0
σ1 = 330 16 5 0 0 0 0 0

Temps (s)
σ1 = 78 841 262 308 326 311 288 272

Tab. 3.9 – Nombre de DR-bi-sets satisfaisant Cσ10−mis avec α = α′ = 1 et δ = δ′

Les extractions du tableau 3.9 montrent une diminution importante du nombre
de motifs extraits au fur et à mesure de l’augmentation de δ et δ′. On peut aussi
voir que pour σ1 = 78, le temps d’extraction diminue sensiblement entre δ = 1 et les
autres paramétrages.

Extraction complète vs. extension de ”connaissances”

Il est intéressant de regarder les différences entre des extractions complètes et
celles issues de l’extension de concepts formels. D’un point de vue théorique, nous
savons que certains DR-bi-sets ne peuvent être obtenus par l’extension de concepts
formels.

Exemple 3.3 Le contexte booléen r (voir Table 3.10) contient 6 concepts formels :

({s1, s2, s4}, {g3})
({s1, s3, s5}, {g2})
({s2, s3, s6}, {g1})
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({s1}, {g2, g3, g6})
({s2}, {g1, g3, g5})
({s3}, {g1, g2, g4})

Le bi-ensemble ({s1, s2, s3}, {g1, g2, g3}) satisfait Cαα′r−d ∧ Cδδ′r−p avec α = α′ =
δ = δ′ = 1. Or aucun des 6 concepts formels n’est un sous-ensemble de ce motif.
Ainsi, il ne peut être obtenu par l’extension de concepts formels de r.

g1 g2 g3 g4 g5 g6

s1 0 1 1 0 0 1
s2 1 0 1 0 1 0
s3 1 1 0 1 0 0
s4 0 0 1 0 0 0
s5 0 1 0 0 0 0
s6 1 0 0 0 0 0

Tab. 3.10 – Un contexte booléen r

En conséquence, si l’on calcule l’extension des concept formels pour trouver les
DR-bi-sets, alors certains ne seront pas extraits. En calculant les deux collections, on
peut mesurer cette différence. Nous avons utilisé deux jeux de données UCI : Lenses
(matrice 24 × 12) et Zoo (matrice 101 × 28) [BM98]. Nous utilisons ces petits jeux
de données pour pouvoir réaliser des extractions avec des valeurs de α suffisamment
grandes. La table 3.11 montre le nombre de motifs extraits pour la collection complète
et celle issue de l’extension de tous les concepts formels. Pour Lenses, les deux

Lenses Zoo
α Complète Extension Complète Extension
0 128 128 377 377
1 119 119 342 342
2 98 98 333 327
3 95 95 333 327
4 76 76 416 324
5 73 73 546 -

Tab. 3.11 – Nombre de DR-bi-sets extraits sur Lenses et Zoo pour les deux stratégies
en fonction de α et α′

stratégies calculent la même collection alors que certaines différences apparaissent
pour Zoo. L’extraction devient infaisable sur Zoo avec α = 5.
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Extension de bi-ensembles : une approche quantitative

Pour étudier l’augmentation de la taille des motifs par rapport à α, nous allons
utiliser le jeu de données UCI Mushroom (matrice 8 124 × 128). Nous nous sommes
intéressés aux motifs correspondant aux champignons toxiques ayant un seul anneau
et une grille étroite. En plus, les motifs extraits doivent contenir au moins 4 champi-
gnons et 22 caractéristiques. En utilisant les contraintes précédentes avec D-Miner
, 68 concepts formels sont extraits. Ensuite, nous avons calculé les extensions de ces
concepts avec δ = δ′ = 1 et α = α′ variant de 1 à 4. Pour chaque valeur de α, 68
DR-bi-sets ont été extraits. La taille de la collection extraite est identique à celle des
concepts, mais la taille des bi-ensembles obtenus a augmenté. La figure 3.12 montre
le pourcentage moyen de champignons et de caractéristiques ajoutés en fonction de
α.

α = α′ Champignons Caractéristiques
1 0 0
2 0 0
3 15% 0
4 15% 16%

Tab. 3.12 – Pourcentage moyen de champignons et de caractéristiques ajoutés en
fonction de α lors de l’extension de 68 concepts formels

Extension de bi-ensembles : une approche qualitative

Nous considérons qu’il est important d’apporter une validation qualitative de la
plus-value de nos nouveaux motifs. Nous allons pour cela utiliser de nouveau le jeu
de données camda [BLP+03] (voir section 3.3.4). Parmi les 3 719 gènes, 483 ont une
fonction biologique connue. Durant son infection, il est connu que le développement
du Plasmodium Falciparum peut être décomposé en 3 phases principales appelées :
”ring”, ”trophozoite” et ”shizont”. Après avoir encodées les propriétés d’expression
de gènes [BBJ+02], la matrice contient 3 800 concepts. Parmi ces concepts, nous avons
sélectionné un concept contenant 8 conditions relatives à la phase ”ring” et 4 gènes
dont 3 sont connus pour avoir une fonction cytoplasmique. Il est aussi connu que des
gènes ayant cette fonction tendent à être sur-exprimés pendant la phase ”Ring”. Nous
avons décidé de regarder l’extension de ce concept particulier. La figure 3.9 montre
en bas une description du concept utilisé (8 conditions, 4 gènes et 0% de valeurs 0)
et, au dessus, les descriptions de ces extensions. Chaque triplet représente le nombre
de conditions, le nombre de gènes et le nombre de 0 contenu dans le bi-ensemble
par rapport à sa taille (densité faible relative de 0). Par exemple, le bi-ensemble
entouré en gras dans la figure 3.9 contient 9 gènes (5 gènes ajoutés), 11 conditions (3
conditions ajoutées) et sa densité faible relative de 0 est de seulement 7 %. (i.e., 7%
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de ces 99 valeurs sont des 0). Les trois conditions qui ont été ajoutées font parties de
la phase ”ring” et parmi les 5 gènes ajoutés, 4 ont une fonction cytoplasmique. De
plus, pour les 6 nouveaux motifs obtenus, 5 des 7 nouveaux gènes ajoutés ont une
fonction cytoplasmique et les 8 conditions expérimentales ajoutées appartiennent à
la phase ”ring”. Donc les extensions du concept considéré apportent des informations
supplémentaires et montrent la pertinence d’une telle approche.

alpha = 0

alpha = 1

alpha = 2

alpha = 3

8 − 4 − 0%

11 − 5 − 11% 11 − 10 − 13% 14 − 9 − 15% 13 − 8 − 19%

11 − 9 − 7%

11 − 6 − 5%

Fig. 3.9 – Extension de concepts formels : chaque triplet représente le nombre de
condition puis de gènes contenus dans le DR-bi-set et enfin sa densité faible relative
de 0

Prise en compte de l’impact de la discrétisation

Quand les données initiales sont numériques, par exemple des données d’expres-
sion de gènes, il faut encoder les propriétés booléennes. Pour encoder les données d’ex-
pression de gènes, différentes techniques ont été proposées et pour chacune d’entre
elle, il faut fixer certains paramètres. Nous allons montrer que DR-Miner permet
d’améliorer la robustesse des motifs par rapport à la discrétisation. En d’autres
termes, l’utilisation des DR-bi-sets permet de réduire l’impact de la technique de
discrétisation choisie.

Nous avons étudié deux collections de bi-ensembles extraites de camda [BLP+03].
Nous avons utilisé la technique de discrétisation max - x* max pour encoder les
propriétés de sur-expression [PLBB04] avec x fixé à 70% et à 80%. Ainsi, deux jeux
de données ont été obtenus noté r70 et r80. Sur ces deux jeux de données, nous avons
regardé les DR-bi-sets contenant au moins 19 conditions et 4 gènes. La figure 3.10
donne le nombre de DR-bi-sets extraits pour différentes valeurs de α = α′ avec
δ = δ′ = 1. La figure 3.11 donne le pourcentage d’éléments ajoutés.

Le nombre de motifs extraits diminue et la taille des motifs extraits augmente
avec α = α′ pour les deux discrétisations.

Nous avons calculé une distance, la distance de Manhattan, entre les collections
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Fig. 3.10 – Nombre de DR-bi-sets extraits pour différentes valeurs de α = α′ avec
δ = δ′ = 1

de concepts de r70 et de r80 et entre les collections de DR-bi-sets avec α = α′ = 3
de r70 et de r80. Comme par construction r70 ⊆ r80, pour chaque α, nous avons
associé à chaque DR-bi-set de r80 le DR-bi-set de r70 le plus proche (par rapport à
la distance de Manhattan). On considère que la distance totale est égale à la somme
des distances individuelles. On obtient alors finalement que les deux collections de
DR-bi-sets (avec α = α′ = 3) sont plus proches que les deux collections de concepts
formels (3.11 contre 3.35). En conséquence, l’impact de la discrétisation peut être
réduite (lissée) en utilisant les DR-bi-sets à la place des concepts formels.

3.3.5 Conclusion

Les données réelles sont très souvent bruitées ce qui pose des problèmes pour
l’extraction de concepts formels ou plus généralement de motifs locaux ensembliste.
Des méthodes ont été proposés pour palier ce problème. Elles sont basées soit sur des
techniques d’optimisations locales mais sans recouvrement soit sur la recherche d’en-
sembles d’attributs pour lesquels le support est plus tolérant au bruit. Or, nous sou-
haitons travailler sur des bi-ensembles satisfaisant certaines propriétés : la complétude
des extractions, la dualité entre les objets et les attributs, sa définition très déclarative
et finalement le rôle important que jouent les contraintes pour améliorer la perti-
nence des motifs extraits (et accessoirement la faisabilité des extractions). L’extension
des concepts formels à des bi-ensembles denses tolérants au bruit est une approche
intéressante pour y parvenir.
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Fig. 3.11 – Pourcentage d’augmentation des motifs pour différentes valeurs de α = α′

avec δ = δ′ = 1

Nous avons proposé un nouveau type de motifs appelé DR-bi-sets et un algorithme
pour les calculer. Nous avons opté pour une approche extraction de bi-ensembles sous
contraintes pour laquelle, les propriétés des motifs sont définis de façon déclarative et
exploitées comme des contraintes. L’algorithme proposé permet en plus d’exploiter
activement les contraintes monotones et anti-monotones sur (2O×2A,⊆) augmentant
considérablement le type de contraintes qui peuvent être utilisées durant l’extraction.
Cet algorithme offre ainsi un cadre très intéressant pour l’extraction de bi-ensembles
sous contraintes. L’extraction des DR-bi-sets est difficile en pratique. Pour autant,
nous avons proposé une méthode très simple pour exploiter l’algorithme. En effet,
il peut être intéressant d’étendre des associations déjà découvertes en ajoutant des
lignes et des colonnes contenant certaines exceptions par rapport au motif initial.
Cette direction de recherche nous parait très prometteuse dans l’optique d’une assis-
tance à la découverte de connaissances dans des données réelles, que ce soit dans le
cadre de la biologie moléculaire ou plus généralement pour le traitement de données
transactionnelles bruitées, denses et/ou très corrélées.

Une autre voie intéressante pour prendre en compte les exceptions est de regarder
non pas comment les spécifier déclarativement à l’intérieur des motifs mais d’étudier
les mécanismes permettant de borner pour un motif donné le nombre de fois où les
contraintes ont été violées [BB05]. Effectivement, une valeur 0 dans un motifs viole
la contrainte de 1-rectangle. Réussir à borner le nombre de fois où cette contrainte
est violée permet de borner le nombre de valeurs 0 contenus dans un motif. Cette
approche peut s’appliquer à d’autres types d’exceptions.
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Chapitre 4

Application à
l’insulino-résistance

4.1 Introduction

La recherche de l’équipe ”Régulation nutritionnelle de l’expression de gènes” de
l’UMR INSERM/INRA 1235 s’articule autour de deux axes qui visent (a) à définir
les origines moléculaires de l’insulino-résistance musculaire au cours du diabète de
type 2 et (b) à caractériser les mécanismes de l’adaptation du muscle et du tissu
adipeux aux modifications nutritionnelles et leur implication dans le développement
de l’obésité et de ses complications. Ils travaillent en particulier sur la compréhension
des mécanismes de régulation des gènes en réponse à l’insuline. Pour avancer sur
cette problématique, l’équipe dispose de données de puces à ADN qui mesurent la
variation d’expression de gènes dans le muscle squelettique humain avant et après
injection d’insuline chez des personnes saines. Ces expériences ont été réalisées afin
de comprendre la régulation transcriptionnelle de l’insuline chez des personnes saines,
pour ensuite découvrir et mieux appréhender les altérations de la régulation chez les
personnes insulino-résistantes.

Plus précisément, nous travaillons à partir de données de puces à ADN qui
concernent 5 sujets sains. Ces expériences ont été rendues publiques [RCRL+03].
Elles concernent l’analyse du transcriptome de biopsies musculaires humaines, avant
et après 3 heures de clamp hyperinsulinémique-euglycémique. Après ce clamp, les
ARNm des cellules musculaires des différents individus ont été “reverse transcrits”
en présence de dCTP-Cy5 (la population d’ARNm est marquée avec un fluorochrome
rouge) et dCTP-Cy3 (la population d’ARNm est marquée avec un fluorochrome vert)
pour former des cDNA marqués. Ces deux populations de cDNA ont été mélangées et
hybridées sur des puces à cDNA de Stanford en utilisant le protocole du laboratoire
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de P.Brown1. Ces lames contiennent 42 557 spots représentant 29 308 UniGene clus-
ters. Après hybridation, les lames ont été scannées avec le scanner GenePix 4000A
microarray scanner (Axon Instruments, Union City, Ca). Les images provenant des
deux couleurs de fluorescence ont été analysées en utilisant le logiciel Genepix pro 4.0.
La fluorescence de chaque spot ainsi que le bruit de fond associé à chaque spot ont
été quantifiés. Ces données sont disponibles dans la Stanford Microarray Database2.
Il faut noter que c’est le bruit de fond local qui est calculé par Genepix. Le bruit de
fond local correspond au bruit autour de chaque spot par opposition au bruit de fond
global qui est calculé sur toute la lame. Nous avons utilisé la médiane du signal et du
bruit de fond car elle permet de lisser les écarts dus à une trop grande hétérogénéité
de l’hybridation sur les spots.

À partir de ces données, nous avons donc essayé d’appliquer nos techniques
d’extraction de connaissances. Nous sommes dans une situation où l’on cherche à
découvrir de nouvelles connaissances biologiques à partir de données brutes de puces
à ADN. On se place donc au niveau d’un processus d’extraction de connaissances
complet pour lequel il faut pré-traiter les données (normalisation/standardisation et
sélection), préparer un contexte d’extraction, extraire les motifs, analyser les motifs
extraits et ensuite, pour obtenir le statut de connaissances, vérifier expérimentale-
ment la validité biologique des hypothèses qui ont émergé ”in silico”.

La figure 4.1 montre le processus d’extraction que nous avons réalisé. D’abord,
nous avons effectué des étapes de pré-traitement sur nos données (voir la section 4.2.1)
et obtenu une matrice d’expression de gènes de taille 5∗ 22069. A partir de cette ma-
trice, nous avons essayé d’extraire des modules de transcription à l’aide de concepts
formels et d’un clustering hiérarchique (voir la section 4.2.2). Les extractions montrent
que ces techniques permettent effectivement d’extraire des modules de transcription
mais qu’il est très difficile sur un tel jeu de données d’appréhender les mécanismes
de régulation des gènes. Nous avons donc ajouté de la connaissance supplémentaire
à nos données et en particulier des informations sur des sites de fixation putatifs
de facteurs de transcription (voir la section 4.3). Cet enrichissement nous a permis,
après une validation expérimentale, de trouver de nouveaux gènes cibles de SREBP1
qui est un facteur de transcription connu comme étant impliqué dans la réponse à
l’insuline.

1cmgm.stanford.edu/pbrown/protocols/index.html
2genome-www5.stanford.edu/MicroArray/SMD/
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Fig. 4.1 – Notre scénario d’extraction de connaissances

4.2 Premières analyses de nos données

4.2.1 Pré-traitement

Les données brutes obtenues après analyse avec le logiciel Genepix ne peuvent
être analysées directement (biologiquement ou par des outils informatiques). Il faut
d’abord réaliser un pré-traitement de ces données consistant en une normalisation/stan-
dardisation des données et en une sélection des gènes à conserver pour l’analyse.

Il faut d’abord supprimer les spots qui ont été détectés comme incorrects par
Genepix (spots ”flagués”) et ceux qui ont un signal rouge ou vert inférieur à 2.5 fois
celui du bruit de fond. En dessous de ce seuil, il est difficile de savoir si le signal est
véritablement différent du bruit de fond (protocole du laboratoire de P.Brown).

Ensuite, il faut normaliser/standardiser les données. En effet, les puces à ADN
génèrent certains biais expérimentaux comme par exemple une intensité de fluores-
cence différente entre les marqueurs Cy3 et Cy5 à concentration égale et une fluores-
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cence non linéaire de Cy3 et Cy5 en fonction de leur concentration.

Les pré-traitements que nous avons effectués sur les puces à ADN utilisent le
fait que parmi les milliers de gènes présents sur la puce, peu d’entres eux ont un
taux d’expression qui varie significativement entre les deux conditions expérimentales
(marquage vert et rouge). En effet, même une substance comme l’insuline ne touche
qu’un sous-ensemble réduit des gènes de l’organisme. Les grandes variations observées
sont essentiellement dues aux biais de la technologie des puces à ADN et non à une
variation réelle du taux d’expression des gènes. Les fluorescences rouges et vertes
des spots doivent donc être considérées comme suivant des distributions normales
identiques sur les différentes lames. Pour comparer les deux fluorescences, le log2

des ratios des intensités est à privilégier. En effet, la distribution des ratios n’est
pas forcément normale, ce qui pose des problèmes quant à l’application de certaines
méthodes statistiques qui ont la normalité comme critère d’application. Il faut mieux
privilégier les log ratios dont la distribution se rapproche d’une loi normale. Ensuite,
les log base 2 permettent de faciliter la visualisation des variations d’expression (”fold
change”). Une visualisation couramment utilisée pour représenter les fluorescences
sur une lame est de dessiner le log2(cy3) en fonction du log2(cy5) pour chaque spot
(similaire à la représentation MA Plot). La figure 4.2 montre un exemple de tels
graphiques sur une de nos lames. Par contre, il faut noter que toute étape de norma-
lisation/standardisation transforme les données et a tendance à écraser les différences
et donc à supprimer de l’information. Il faut ainsi essayer de réaliser le moins de trai-
tement possible sur les données tout en essayant de supprimer le plus possible les
biais introduits par la technologie des puces à ADN.

Pour normaliser/standardiser nos lames, nous avons appliqué un ”Lowess” (Loess
avec itérations et poids) qui est particulièrement bien adapté quand les biais dépendent
de l’intensité du signal. L’idée est de rapprocher le nuage de points défini par les
couples (log2(cy3), log2(cy5)) de la droite y = x. En effet, ce nuage de points a sou-
vent une forme de ”goutte” (expression consacrée) pour les données brutes ce qui
montre bien une fluorescence non-linéaire des deux marqueurs. Le lowess qui est une
régression linéaire locale permet d’aplatir cette forme de ”goutte” et de rendre le
nuage de point plus ”plat” et plus proche de la droite y = x. La figure 4.2 montre
à gauche le nuage de points d’une de nos lames (données brutes), au centre une
régression linéaire standard sur ces données et à droite le nuage de points après un
lowess sur ces même données.

Un deuxième point important est à soulever : faut-il supprimer le bruit de fond
local du signal avant la normalisation ? Sur ce point, il n’y a pas véritablement de
consensus. Mais le conseil qui est généralement donné est de ne retirer le bruit de
fond que s’il n’est pas homogène sur toute la lame. En visualisant les fluorescences de
nos données avec ou sans bruit de fond local, il nous est apparu très clairement qu’il
était indispensable, sur nos lames, de soustraire aux signaux le bruit de fond local.
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Une fois le bruit de fond soustrait et le lowess réalisé, nous avons décidé de ne
conserver que les spots dont les intensités ont été conservées sur toutes les lames
lors de la première étape. Nous avons fait ce choix car nous disposons de peu de
lames. Nous avons ainsi privilégié les approches les plus stringeantes afin de réduire au
maximum les faux positifs même si beaucoup d’informations peuvent être perdues. Le
coût et le temps important nécessaire pour analyser ensuite chaque résultat incitent
à faire un tel choix.

Ces étapes de normalisation réalisées, nous disposons d’une matrice d’expression
de gènes de taille 5 ∗ 22069.

Fig. 4.2 – Représentation (log2(cy5) en abscisse et log2(cy3) en ordonné) des données
d’une puce à ADN (gauche), les mêmes données après une régression linéaire (milieu)
et avec une régression linéaire locale (droite)

Nous avons développé un programme sous R (http ://www.r-project.org/) per-
mettant de réaliser automatiquement ces étapes de pré-traitement. Ce programme
est maintenant un outil de routine utilisé pour le traitement des puces à ADN dans
l’unité INRA/INSERM 1235.

4.2.2 Analyse biologique

Les données de puces à ADN dont nous disposons ont déjà été analysées dans
[RCRL+03] d’une façon descriptive (avec un autre pré-traitement). Sur ces données,
il a été mis en évidence un groupe de 762 gènes répondant à l’insuline dont 478 ayant
un niveau d’expression qui augmente et 284 qui diminue. Ces gènes codent pour
des protéines impliquées dans la régulation transcriptionnelle (29% des gènes), le
métabolisme (14%), la signalisation intracellulaire (12%), le cytosqueleton et le traffic
vésiculaire (9%). Cette étude a permis de mieux comprendre les mécanismes globaux
de la réponse transcriptionnelle de l’insuline. A partir de ces informations, nous avons
essayé de comprendre plus précisément certains de ces mécanismes. L’objectif est de
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découvrir et de mieux appréhender les mécanismes de régulation de la réponse à
l’insuline.

Nous avons donc voulu extraire les modules de transcription contenus dans notre
matrice d’expression de gènes. Ils permettent, en capturant des groupes de gènes
ayant des profils d’expression identiques, d’offrir des hypothèses de travail aux biolo-
gistes. En effet, ces associations entre gènes peuvent par exemple indiquer qu’ils par-
tagent une même fonction biologique ou qu’ils interviennent dans un même réseau de
régulation. Pour extraire ces modules de transcription, nous avons appliqué un cluste-
ring hiérarchique classique et nos techniques d’extraction de concepts formels. Il faut
noter qu’une analyse ”à la main” de ces données n’est évidemment pas envisageable
(matrice 5 ∗ 22069).

Fig. 4.3 – Clustering hiérarchique sur les données d’expression

La figure 4.3 montre un exemple de clustering hiérarchique classique réalisé sur
nos données (Coefficient de corrélation de Pearson), les colonnes représentant les
gènes. Ensuite, nous avons utilisé les concepts formels pour extraire les modules
de transcription (voir la section 1.5.1). Nous avons décidé d’encoder la propriété
”variation d’expression importante”. Ainsi, nous avons mis un ”1” dans la matrice
booléenne d’expression de gènes si sa variation d’expression (en log2(cy3, cy5)) est
supérieure en valeur absolue à 0.8. En utilisant D-Miner , nous avons finalement
obtenu 32 concepts formels (25).

Dans ces deux expériences, les modules de transcription extraits sont composés de
centaines de gènes ayant des profils d’expression identiques. Il est donc apparu très
clairement qu’avec de tels motifs, il n’est pas possible d’appréhender des mécanismes
de régulation précis. Ils apportent au mieux une vision globale des données et ne
permettraient qu’une analyse descriptive des mécanismes biologiques sous-jacents.
Ce ne sont pas les méthodes que l’on critique mais le fait d’utiliser seulement ce
type de données pour obtenir des informations précises sur les mécanismes biolo-
giques. En effet, les deux méthodes utilisées ont déjà montrées leur pertinence sur
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des données d’expression de gènes dans [BLP+03, PBB04]. En revanche dans ces
études, les données traitées sont plus complexes et considèrent différentes conditions
expérimentales. En effet, pour interpréter des données d’expression de gènes, il faut
pouvoir comparer des données issues de conditions expérimentales différentes. Or,
les seules comparaisons dont nous disposons sont celles issues des deux conditions
présentes sur chaque lame (marquage rouge et vert), c’est-à-dire les conditions avant
et après injection d’insuline. Les différentes lames ne sont que des réplicats qui per-
mettent de mesurer la variabilité intra-individus.

Pour aller plus loin dans l’analyse, il faut alors utiliser d’autres informations ou
d’autres données [CZC04]. Nous avons décidé d’enrichir nos données en ajoutant des
informations sur les sites de fixation de facteurs de transcription. Ces informations
vont nous permettre de mieux appréhender les mécanismes de régulation des gènes
régulés par l’insuline. Le chapitre suivant décrit ce travail.

4.3 Découvertes de nouveaux gènes cibles de SREBP1

4.3.1 Introduction

Nous avons vu que les données dont nous disposons ne contiennent pas suffisam-
ment d’informations pour pouvoir étudier précisément les mécanismes de régulation
des gènes régulés par l’insuline. Les modules de transcription dans ce type de données
ne permettent pas de les appréhender. De façon plus général, même si les mo-
dules de transcription sont très pertinents dans certains jeux de données, leur in-
terprétation est longue et compliquée. En effet, les biologistes doivent utiliser d’autres
sources d’informations/connaissances (ontologie des gènes, bibliographie, réseaux de
régulations, librairies SAGE...) liées aux gènes et/ou aux conditions expérimentales
pour véritablement extraire de nouvelles connaissances biologiques.

Une idée intéressante pour essayer de palier ce problème est de prendre en compte
directement cette connaissance supplémentaire à l’intérieur de notre méthode d’ex-
traction de connaissances. Comme les biologistes de l’UMR 1235 s’intéressent aux
mécanismes de régulation liés à l’insuline, nous avons enrichi nos données avec des
informations sur les facteurs de transcription, éléments clés de la régulation génique.
Les facteurs de transcription se fixent sur des sites de fixation particuliers en amont
des gènes (région promotrice) en stimulant ou en inhibant le complexe d’initiation
de la transcription. En analysant toutes ces associations entre gènes et facteurs de
transcription, il devient alors possible d’appréhender directement les mécanismes de
la régulation transcriptionnelle. En réalité, la régulation des gènes se produit très
souvent par l’intermédiaire de plusieurs facteurs de transcription appelés alors co-
facteurs. Ainsi, s’intéresser aux associations ”un gène un site de fixation” n’est pas du
tout satisfaisant pour comprendre toute la complexité des mécanismes de régulation.
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Il faut alors être capable de découvrir des associations plus pertinentes associant des
ensembles de gènes et des ensembles de facteurs de transcription. Nous appellerons
ces associations des ”modules de régulation”. Les concepts formels sont alors de très
bons motifs pour capturer les modules de régulation.

Nous proposons de travailler sur de nouveaux contextes d’extraction contenant en
colonnes les gènes, en lignes les sites de fixation potentiels des facteurs de transcription
et tel que un ”1” dans la matrice entre une ligne l et une colonne c représente le fait
que le gène correspondant à c contient dans sa région promotrice le site de fixation
correspondant à l.

G1 G2 G3

TFBS1 0 1 1
TFBS2 0 1 1
TFBS3 0 0 1

Tab. 4.1 – Contexte d’extraction avec des gènes en colonne (Gi) et des sites de
fixation de facteurs de transcription en ligne (TFBSj)

Exemple. Dans la table 4.1, les gènes G1 et G2 ont sur leur séquence promotrice
les sites de fixation TFBS1 et TFBS2. TFBS1 et TFBS2 peuvent être suspectés
d’être des co-facteurs qui régulent l’expression des gènes G1 et G2. L’association
({TFBS1,TFBS2},{G1,G2}) correspond exactement à un concept formel dans la
table 4.1.

4.3.2 Préparation des données

Pour travailler sur les mécanismes de régulation des gènes régulés par l’insuline, il
faut d’abord identifier les spots qui ont une variation d’expression significative entre
avant et après le clamp hyperinsulinémique-euglycémique. Les 5 lames forment des
réplicats qui permettent de mesurer la variabilité inter-individu. Une méthode utilisée
pour quantifier ”la variation d’expression significative” est de calculer le ratio de la
moyenne des log2(cy3/cy5) par leur écart-type (plus une petite valeur empêchant un
poids trop important aux écart-types presque nulles). Effectivement, les spots qui sont
considérés comme intéressants sont ceux qui ont une variation d’expression moyenne
importante mais avec un faible écart-type. Plus le ratio est important et plus le spot
est considéré comme ayant une variation significative. Par contre, ce score ne fournit
pas d’information sur l’erreur commise en sélectionnant un spot avec un ratio donné.
Différentes méthodes existent pour mesurer (approximativement) l’erreur commise.
Certaines basées sur Bonferroni permettent de calculer le FWER (Family Wise Error
Rate) c’est-à-dire la probabilité que les spots extraits ne contiennent aucun faux po-
sitif. Néanmoins, il vaut mieux privilégier les méthodes qui calculent le FDR (False
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Discovery Rate) qui est une quantification de l’erreur nettement moins restrictive.
Le FDR correspond au pourcentage du nombre de spots qui sont identifiés par er-
reur comme significatifs. Pour estimer ce FDR, nous avons utilisé un logiciel appelé
SAM3[TTc01] (Significance Analysis of Microarrays). Il permet de calculer pour un
FDR donné le ratio minimal qu’il faut utiliser pour sélectionner les spots. Plus le FDR
souhaité est petit et plus le groupe de gènes extrait est petit et moins il contient de
faux positifs. Pour notre part, nous avons utilisé un FDR de 1.44 correspondant à
des seuils de 0,867 pour les ratios positifs et de -0,964 pour les ratios négatifs. Fina-
lement, nous avons obtenu 2047 spots dont 1320 ayant une augmentation du niveau
d’expression et 727 une diminution après perfusion d’insuline.

Jusqu’à présent, nous avons réalisé les pré-traitements sur les spots en les con-
sidérant comme les entités à analyser (identifiées par leur position sur la lame). Or
les spots ne correspondent pas exactement à des gènes. Chaque spot correspond à
une sonde (séquence d’ADN d’une longueur comprise entre 300 et 1Kb choisie dans
la banque de clone du consortium IMAGE). Une sonde correspond à un gène, mais
à un gène peut correspondre plusieurs sondes. Ainsi pour pouvoir travailler sur les
entités biologiques que sont les gènes, il faut d’abord les identifier à partir de leur
numéro Unigene. Ensuite, il faut pour chaque numéro UniGene rassembler les sondes
qui leurs correspondent et au vu de leurs variations d’expression, décider ou non de
conserver le gène.

A partir de nos 2047 spots, nous avons pu identifier 1808 gènes différents en uti-
lisant SOURCE4. Ensuite, nous avons regroupé les spots correspondants au même
numéro UniGene. Pour chacun de ces groupes, nous avons recalculé le ratio : moyenne
des log2(cy3/cy5) divisée par leur écart-type. Puis, nous n’avons conservé que les
gènes qui ont des ratios supérieur au seuil 0,867 pour les ratio positifs et inférieur
au seuil -0,964 pour les ratios négatifs (les mêmes que ceux qui ont été utilisés sur
la matrice totale). Finalement, nous avons obtenu 1635 gènes qui ont une variation
d’expression significative entre avant et après injection d’insuline dans le muscle sque-
lettique humain.

Afin de faciliter l’analyse et l’interprétation des résultats, nous avons travaillé
sur les gènes en commun entre nos 1635 gènes et ceux cités dans [RCRL+03] (sec-
tion 4.2.2). En effet, les biologistes de l’unité INSERM/INRA 1235 connaissent déjà
bien ces gènes. De plus, comme les deux analyses ont été réalisées à partir des mêmes
données mais avec des pré-traitements différents (régression linéaire simple et Lo-
wess), les gènes communs aux deux analyses doivent contenir moins de faux positifs
(en proportion). Nous avons obtenu finalement 443 gènes.

Ensuite, nous avons utilisé un logiciel appelé ”TFSEARCH” [ZRS+02]5 qui per-

3http ://www-stat.stanford.edu/ tibs/SAM/
4http ://genome-www5.stanford.edu/cgi-bin/source/sourceBatchSearch
5http ://siriusb.umdnj.edu :18080/EZRetrieve/index.jsp
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Hs.101174 Hs.10283 Hs.105656
M00075 0 0 1
M00076 1 1 1
M00271 0 1 1

Tab. 4.2 – Matrice booléenne avec en ligne des sites de fixation, en colonne des gènes
et indiquant si un site est présent en amont d’un gène.

met d’identifier les sites de fixation putatifs des facteurs de transcription. Ce logiciel
fournit, à partir de séquences d’ADN données par l’utilisateur (au format FASTA),
les sous-séquences similaires à des sites de fixations connus contenus dans la base de
données TRANSFAC [ECE+01]. Il utilise des matrices de poids (TRANSFAC) et un
seuil de similarité fixé par l’utilisateur. Nous avons donc recherché dans les séquences
d’ADN les régions promotrices de nos 443 gènes. Nous n’avons conservé que les 500
premières paires de bases des régions promotrices à partir du ”+1”. Nous n’avons pu
extraire les séquences promotrices que de 344 gènes parmi les 443 gènes. En effet,
certains gènes sont encore mal annotés ou mal séquencés.

Finalement, en utilisant le logiciel TFSEARCH avec un seuil de similarité de 0.8,
nous avons obtenu une matrice de taille 344∗156 contenant les informations relatives
aux sites de fixation pour nos 344 gènes. La table 4.2 montre la forme de la matrice
ainsi obtenue. Les lignes correspondent à des sites de fixation, les colonnes à des gènes
et un ”1” dans la matrice indique qu’un site est potentiellement présent en amont
d’un gène (”0” sinon).

Sur cette matrice booléenne, nous avons appliqué un clustering hiérarchique (voir
la figure 4.4). Aucun groupe de gènes (en colonne) ou de sites de fixation (en ligne)
n’apparâıt très clairement. Il n’y a pas dans ces données de motifs globaux, c’est-à-
dire de grands ensembles de gènes qui contiennent presque tous les mêmes sites de
fixation. Il est alors intéressant de regarder ce que peuvent apporter les motifs locaux,
en particulier les concepts formels, dans ces données. Les concepts formels permettent
de capturer les associations qui nous intéressent. Par exemple dans la table 4.2, le
concept formel ({M00076,M00271}, {Hs.10283, Hs.105656}) indique que les gènes
Hs.10283 et Hs.105656 ont les sites de fixation M00076 et M00271 sur leur région
promotrice.

4.3.3 Extraction de concepts formels

Cette nouvelle matrice offre de nouvelles perspectives pour essayer de comprendre
le mécanisme de la régulation transcriptionnel en réponse à l’insuline. En particulier,
les concepts formels permettent d’extraire les associations maximales entre les gènes
et les sites de fixation de facteurs de transcription qu’ils contiennent. Nous allons
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Fig. 4.4 – Clustering hiérarchique sur les données relatives aux sites de fixation de
facteurs de transcription

donc extraire les concepts formels contenus dans cette matrice. Or, elle contient plus
de 5 millions de concepts formels, il est alors inenvisageable de tous les analyser
directement.

Nous avons alors centré notre étude sur le facteur de transcription SREBP1
(Sterol-responsive-element binding protein 1) qui est connu pour être impliqués dans
la réponse transcriptionnelle de l’insuline [Osb00]. SREBP1 contrôle le flux du mé-
tabolisme lipidique dans le foie, le tissu adipeux et le muscle chez les mammifères.
Parmi les 344 gènes régulés par l’insuline, 1/3 ont effectivement des sites de fixation
potentiels pour SREBP1 (motif SRE) dans leur séquence promotrice ce qui confirme
les études précédentes décrivant ce facteur de transcription comme jouant un rôle
majeur dans l’action de l’insuline [FGFF99].

Nous avons donc voulu extraire tous les modules de régulation qui contiennent
le facteur de transcription SREBP1. La base de données de facteurs de transcrip-
tion TRANSFAC [ECE+01] décrit deux motifs de fixation pour SREBP1 M00220
(5’-NATCACGGTGAY-3’) et M00221 (5’-KATCACCCCAC-3’). Le site M00220 est
très similaire au site de fixation de USF appelé M00217 (5’-NCACGTGN-3’) cor-
respondant à une E-box. In vitro, les protéines SREBP forment des dimères qui
reconnaissent à la fois le site de la E-box et celui de SRE. Mais in vivo, le site SRE
est le seul qui est fonctionnel [LGM+03]. Ainsi, nous avons utilisé le site M00221
comme site de fixation de SREBP1. Finalement, nous avons extrait tous les modules
de régulation contenant M00221. En utilisant D-Miner nous avons obtenu 3 690 439
modules de régulation (concepts formels). Cette fois encore, il est n’est pas envisa-
geable d’analyser la collection complète.

Parmi tous les sites de fixation de SREBP1, très peu d’entre eux ont effectivement
été validés biologiquement. De plus, il est connu que SREBP1 a une faible affinité pour
son site de reconnaissance SRE et a besoin de co-facteurs pour agir efficacement. En
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particulier, les facteurs de transcription SP1 (Stimulatory protein) et NF-Y (nuclear
factor-Y) sont des co-facteurs de SREBP1. Le facteur NF-Y par son action conjointe
avec SREBP1 est connu comme agissant sur le métabolisme du cholestérol. De plus,
les sites de fixation de SP1 et NF-Y sont souvent proches du site de fixation de
SREBP1 comme par exemple pour le gène HK2 (hexokinase 2). Ces informations ont
guidé les biologistes de l’UMR 1235 à suspecter que les trois facteurs de transcriptions
SREBP1, SP1 et NF-Y ont une action coordonnée pour la réponse à l’insuline. Ainsi,
parmi les 344 gènes régulés par l’insuline, nous souhaitions savoir quels étaient les
gènes qui pourraient potentiellement être régulés simultanément par les trois facteurs
de transcription SREBP1, SP1 et NF-Y.

Ainsi en utilisant D-Miner nous avons extrait les modules de régulation conte-
nant ces trois facteurs. Finalement, 1477 motifs ont été extraits. Nous nous sommes
intéressés au module de régulation contenant le plus de gènes. Ce module est com-
posé de 6 sites de fixation de facteurs de transcription : GATA-1 (M00075), GATA-2
(M00076), AML-1a/Runx1 (M00271) et évidemment SREBP1/NF-Y/SP1. Les fac-
teurs de transcription AML-1a/Runx1, GATA-1 et GATA-2 ne sont pas exprimés
dans le muscle. Ainsi, ils ne peuvent pas agir comme co-facteurs de SREBP1 dans le
muscle, mais leur présence dans le même module que SREBP1 indique qu’ils pour-
raient agir comme tel dans d’autres tissus. Le module est composé de 13 gènes :
SPOP, SF1 (transport et processing de l’ARN) MORF4L2 (régulation de la trans-
cription) MAPRE1, SDC1 (cytosquelette), VPS29, ARF4 (traffic vésiculaire et réseau
trans-golgien), ABCA7 (transporteurs), PGRMC2 (récepteur membranaire), FEM1B
(induction d’apoptosis), HK2 (glycolyse), HIG1 et CRYBA4 (fonctions inconnus). Il
est intéressant de noter la présence de HK2 dans ce module. Son expression est in-
duite par l’insuline et il a été montré récemment que SREBP1 régule sa transcription
(travail de thèse de Yvan Gosmain dans l’UMR 1235). Ainsi, les 12 autres gènes sont
fortement suspectés d’être des nouvelles cibles de SREBP1 dans le muscle humain.
Cette hypothèse a été vérifiée en utilisant la technique de chromatin immunopreci-
pitation (ChIP [OSP97]) par Emmanuelle Meugnier (étudiante en thèse dans l’unité
UMR 1235). Cette technique permet de montrer si effectivement un facteur de trans-
cription s’accroche in vivo sur la région promotrice d’un gène.

4.3.4 Validation expérimentale par ChIP

Deux protéines différentes produites par SREBP1 ont été décrites : SREBP-1a et
SREBP-1c. Ces facteurs n’ont pas la même efficacité transcriptionnelle. SREBP-1a
est un activateur plus puissant de la transcription que SREBP-1c. Comme les deux
isoformes de SREBP1 possèdent le même site de fixation, notre analyse ne permet
pas de discriminer le rôle de ces deux facteurs. De plus, il n’y a pas d’anti-corps
commercialement disponibles pour SREBP1a et SREBP1c. La validation biologique
a donc été réalisée avec un anti-corps anti-SREBP1 total. Les résultats montrent que
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SREBP1 se fixe sur la région promotrice de ARF4, SPOP, FEM1b, VSP29, HIG1,
PGRMC2, SDC1 et SF1 mais pas sur celles de CRYBA4 et ABCA7. Les expériences
n’ont pu être réalisées pour les gènes MORF4L2 et MAPRE1. Il y a deux expli-
cations possibles pour l’absence de fixation sur CRYBA4 et ABCA7. D’abord, la
protéine encodée par ABCA7 est membre de la super-famille des transporteurs de
ABC (ATP-binding cassette) et est très poche de ABCA1. Il a été démontré que
SREBP2 peut inhiber l’activité de ABAC1 dans les cellules vasculaires endothéliales.
Le fait que SREBP2 plutôt que SREBP1 régule ABCA7 n’est pas exclu. Ensuite,
il a été démontré que la protéine SREBP1 forme un complexe avec une très forte
affinité quand leurs co-facteurs sont présents et leur espacement très faible. Par
exemple, la régulation transcriptionnelle du gène de la farnesyl diphosphate syn-
thase est dépendante d’une intéraction synergique entre SREBP-1 et NF-Y [17]. Les
sites de fixation de SREBP1 sur CRYBA4 et ABCA7 sont très éloignés de ceux de
NF-Y et de SP1 (plus 50bp). De plus, les deux régions promotrices de CRYBA4 et
ABCA7 sont relativement pauvres en sites de fixation de co-facteurs qui pourraient
interagir avec SREBP1, contrairement aux autres promoteurs. La figure 4.5 montre
la position des sites de fixation des facteurs de transcription USF (M00217), SREBP
(M00220 et M00221), NF-Y (M00209) et SP1 (M00008) pour les 13 gènes.

Fig. 4.5 – Positions des sites de fixation pour les gènes étudiés

La séquence promotrice du gène UBE2V2 a été utilisé comme contrôle négatif pour
cette expérience car il possède des sites de fixation pour SREBP1 et SP1 mais pas
pour NF-Y. L’expérience montre que SREBP1 ne se fixe pas sur la région promotrice
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de UBE2V2 ce qui semble indiquer que c’est véritablement la présence des deux
co-facteurs qui permettrait à SREBP1 de s’accrocher.

4.3.5 Autres modules

Parmi les 1477 modules de régulation extraits, 327 modules contiennent des sites
de fixation de type CREB (M00039). CREB a été initialement identifié comme un
élément de régulation en réponse à l’augmentation du niveau de cAMP. Ensuite,
c’est une famille entière de facteurs de transcription (CREB/ATF) qui a été iden-
tifiée comme activant la transcription en agissant directement sur les composants
chromatines. Il a été montré que CREB, un membre de cette famille, et NF-Y sont
tous les deux recrutés sur le promoteur de la HMG-CoA reductase par SREBP1. Les
327 modules contiennent 9 des 13 gènes identifiées précédemment (ABCA-7, HK2,
MAPRE1, MORF4L2, ARF4, SF1, VPS29, CRYBA4 et HIG1). Par exemple, un mo-
dule contient les 9 gènes et 10 sites de fixation (GATA-1, GATA-2, AML1a, SREBP1,
SP1, NF-Y, CREB (M00039), v-Myb (M00227), Cdx-A (M00100), Nkx-2 (M00240)).
Les trois facteurs de transcription v-Myb, Cdx-A et Nkx-2 ne sont pas présents dans
le muscle mais pourrait être des co-facteurs de SREBP1 dans d’autres tissus.

Parmi les 1477 modules de régulation extraits, 57 sont composé de gènes qui
ont la E-box dans leur région promotrice. Par exemple, un module est composé des
gènes SPOP, HK2, MAPRE1, MORF4L2, VSP29, PGRMC2 et des sites GATA-1,
GATA-2, AML-1a, Cdx-A, Nkx-2, SP1, NF-Y, SREBP1, CRE-BP (M00041) et USF
(M00217). Il est intéressant de noter de nouveau la présence d’un gène (CRE-BP)
associé à la réponse à l’augmentation du niveau de cAMP, ce qui renforce l’hypothèse
que cette famille de facteurs de transcription sont des co-facteur de SREBP1. Il a
été montré que les USFs (upstream regulatory factors) sont aussi des co-facteurs de
SREBP1. En effet, le site de fixation USF M00217 (5’-NCACGTGN-3’) est similaire
à celui de la E-box et habituellement la chevauche.

4.4 Conclusion et discussions

Nous avons travaillé sur les mécanismes de régulation des gènes en réponse à l’in-
suline chez les êtres humains. Pour cela, il a fallut réaliser l’ensemble du processus
d’extraction de connaissances : pré-traitement des données (normalisation/standar-
disation et sélection), préparation du contexte d’extraction, extraction de motifs,
analyse des motifs extraits et ensuite pour obtenir le statut de connaissances vérifier
expérimentalement les nouvelles informations extraites. Les données de puces à ADN
dont nous disposons permettent de découvrir les gènes qui sont régulés par l’insu-
line. En revanche, elles ne contiennent pas suffisamment d’information pour pouvoir
décrypter les mécanismes de régulation sous-jacents. Nous avons alors proposé d’uti-
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liser des informations sur les sites de fixation des facteurs de transcription pour
les gènes régulés par l’insuline. Dans ce nouveau contexte d’extraction, il est pos-
sible en utilisant les concepts formels, d’extraire les ensembles de gènes et les en-
sembles de sites de fixation tels que tous ces gènes ont simultanément tous ces sites
dans leur région promotrice. Ces informations sont alors très précieuses pour com-
prendre les mécanismes de régulation des gènes. Nous nous sommes intéressé plus
particulièrement à une combinaison particulière de trois facteurs de transcription :
SREBP1, NF-Y et SP1 qui sont connus pour être impliqués dans la réponse à l’in-
suline. En utilisant D-Miner , nous avons extrait les concepts formels contenant
ces trois sites de fixation et nous avons analysé un motif particulier contenant 13
gènes et 6 sites. Une validation biologique par ChIP à montré que 8 de ces gènes ont
effectivement un site de fixation actif pour SREBP1. Ces gènes sont fortement sus-
pectés d’être impliqué dans la réponse à l’insuline. Il est bien sûr envisagé par la suite
d’utiliser DR-Miner pour extraire des motifs plus tolérants au bruit afin d’améliorer
la pertinence des motifs extraits. Il est par exemple possible d’essayer d’étendre le
concept formel composé des 13 gènes et des 6 sites en admettant certaines exceptions.
Au delà de cette analyse, la méthode que nous proposons permet d’appréhender plus
facilement les mécanismes de régulation des gènes et peut être utilisé sur d’autres
problématiques que celle sur l’insulino-résistance.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressé à l’extraction de connaissances dans
des données transcriptomiques (données d’expression de gènes) avec une application
à l’étude de l’insulino-résistance.

L’état de l’art au début de notre travail pouvait se résumer en (a) de multiples
techniques d’analyse statistiques et relativement peu instrumentées pour étudier de
petits ensembles de gènes et/ou de situations expérimentales, (b) de nombreuses pro-
positions basées sur les algorithmes de clustering et donc l’extraction de motifs glo-
baux par des techniques heuristiques, et enfin (c) quelques travaux très préliminaires
sur les possibilités des motifs locaux comme les règles d’association.

Nous avons décider d’étudier de façon approfondie des processus d’extraction de
connaissances à partir de matrices booléennes (e.g., codant des propriétés d’expression
de gènes ou des associations entre gènes et facteurs de transcription). Ces découvertes
de connaissances s’appuient alors sur divers types de motifs locaux comme les concepts
formels ou de nouveaux types de motifs plus robustes au bruit. Tout en étant guidée
par notre application à l’étude de l’insulino-résistance et donc de véritables découvertes
de connaissances en biologie, nous avons développé de nouvelles techniques d’extrac-
tion de motifs. Nous avons tenu à développer des algorithmes justes et complets, une
hypothèse de travail qui gagne du terrain chez les spécialistes de la découverte de
motifs locaux.

Les principaux résultats obtenus concernent donc trois axes de recherche.
– Extraction de motifs sous contraintes et contribution au cadre des bases de

données inductives dans le cadre de contextes réalistes.
Nous avons d’abord travaillé sur l’extraction de concepts formels sous contraintes.
Notre première contribution, en collaboration avec le GREYC (Université de
Caen), concernait la faisabilité des extractions dans le cas de données contenant
beaucoup de colonnes mais peu de lignes. Notre seconde contribution a concerné
un nouvel algorithme d’extraction de concepts formels qui exploite efficace-
ment de nouveaux types de contraintes. L’idée était d’améliorer la pertinence
a priori des motifs extraits puisque l’utilisateur peut spécifier une conjonction
de contraintes sur les concepts formels désirés et avoir la garantie que, lorsque
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l’extraction est faisable, tous les concepts formels répondant à sa contrainte ont
été calculés. Nous avons aussi travaillé sur le problème des données bruitées.
Les concepts formels capturent des associations très fortes entre des ensembles
d’attributs et des ensembles d’objets. Dans des données réelles, cette association
est trop forte et induit à la fois une diminution de la pertinence des concepts
formels extraits et une augmentation de leur nombre. Nous avons donc proposé
deux nouveaux types de motifs permettant de capturer des associations fortes
mais avec une certaine tolérance aux exceptions.

– La mise en oeuvre de processus d’extraction de connaissances à partir de
données transcriptomiques.
Les scénarios d’extraction de connaissances depuis des données transcripto-
miques (typiquement des données d’expression de gènes produites par des tech-
niques à haut débit comme les puces ADN ou la technique SAGE) et basés sur
des contextes d’extraction booléens sont aujourd’hui très crédibles car ils ont
déjà été utilisés avec succès sur plusieurs problématiques biologiques précises.
Les problèmes posés par l’encodage de propriétés booléennes sont mieux mai-
trisés, les mérites (et les défauts) des motifs locaux (vs. motifs globaux) sont
mieux compris, de multiples extracteurs de motifs ont été implémentés et sont
aujourd’hui intégrés dans une plate-forme logicielle (Bio++). Celle-ci a déjà
été utilisée ponctuellement pour l’enseignement et devrait bientôt être rendue
publique pour la communauté des bioinformaticiens.

– Découvertes de connaissances sur l’insulino-résistance
Nous avons travaillé sur des données de puces à ADN produites par l’unité
INSERM/INRA 1235 pour mieux comprendre les mécanismes de régulation
liés à la réponse à l’insuline chez l’être humain. Concrètement, cela veut dire
que nous avons participé au travail de pré-traitement de données puces à ADN
réelles et à la mise en oeuvre de plusieurs techniques d’analyse basées sur les
motifs. Ce travail a permis de découvrir de nouveaux gènes cibles de SREBP1
qui est un facteur de transcription connu pour être impliqué dans la réponse à
l’insuline. Le résultat a été validé biologiquement par INSERM/INRA 1235.

Nous reprenons maintenant ces différents axes en dégageant les perspectives de
notre travail.

Extraction sous contraintes

Alors que les très nombreux travaux sur l’estraction de motifs sous contraintes
portaient sur des motifs mono-dimensionnels (i.e., essentiellement les ensembles d’at-
tributs et les motifs séquentiels), nous avons étudié plusieurs approches pour l’ex-
traction de bi-ensembles sous contraintes, i.e., des motifs bi-dimensionnels comme les
concepts formels ou les DR-bi-sets. Ces travaux ont permis d’engager des recherches
prometteuses
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D’abord, il est très intéressant de travailler sur les deux dimensions simultanément.
Dans les problématiques réelles, les experts utilisent les éléments contenus sur les deux
dimensions pour interpréter les motifs. Par exemple, un motif qui contient des gènes
qui sont simultanément sur-exprimés dans de nombreuses conditions expérimentales
relatives à des patients diabétiques et qui ne le sont pas dans les conditions relatives
à des personnes saines, prend tout son sens dû moment que l’on considère les deux
dimensions. Nous avons aussi montré qu’il était important de ne privilégier aucune
dimension pour l’énumération et la relation de spécialisation utilisés dans les algo-
rithmes d’extraction. Ce choix incite à énumérer indifféremment des objets et/ou des
attributs et à utiliser les même contraintes sur les deux dimensions. Ce point de vue
nous place alors naturellement dans le cadre générique de l’extraction de bi-ensembles
sous contraintes dans lequel les ensembles d’attributs (et l’ensemble des objets qui
les portent), les concepts formels ou encore les DR-bi-sets ne sont que des instances
particulières.

Ensuite, il faut s’intéresser au rapport entre le coût de la vérification d’une
contrainte et son impact dans la réduction de l’espace de recherche. Les contraintes qui
nécessitent beaucoup de calculs pour être vérifiées et qui ne sont pas très stringentes
ne devraient être utilisées que partiellement au cours de l’extraction. Par exemple,
dans D-Miner , la contrainte qui impose que les bi-ensemble extraits soient des 1-
rectangles est activement exploitée. En revanche celle qui impose la maximalité n’est
utilisée que pour vérifier la consistance de l’espace de recherche. Ce choix a été fait
car cette dernière est coûteuse à vérifier et ne permet pas de réduire significativement
l’espace de recherche.

Ces différents points permettent de mettre en avant quatre degrés de liberté des
algorithmes complets d’extraction de bi-ensembles sous contraintes (voir la figure
suivante) :

– l’élément à énumérer (e).
– la relation de spécialisation (les fils (X ′′, Y ′′) et (X ′′′, Y ′′′)).
– la contrainte à utiliser pour réduire l’espace de recherche (C1).
– la contrainte à utiliser pour vérifier la consistance de l’espace de recherche (C2).
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La question est maintenant : ”quelle choix faire pour ces quatre degrés de liberté
en fonction du jeu de données à traiter (densité, dimensions, ...), des motifs souhaités
et des contraintes utilisées ?”. Il faut noter qu’une telle question peut aussi se poser
pour chaque candidat durant l’extraction, induisant alors une approche adaptative
pour décider de la gestion des contraintes. C’est un problème très compliqué et, à
notre connaissance, l’on ne dispose pas encore de techniques pour caractériser et
les données et l’impact des contraintes (connaissance a priori de la sélectivité) et
donc mettre au point des méthodes qui réaliseraient automatiquement ces choix. En
revanche, une approche expérimentale pourrait, dans un premier temps, nous faire
avancer considérablement sur cette voie. Par exemple, l’algorithme DR-Miner offre
un cadre suffisamment générique pour pouvoir réaliser une telle tâche.

Données transcriptomiques

Dans la section 4, nous avons présenté le travail que nous avons réalisé autour
de l’insulino-résistance chez l’être humain. Pour pouvoir extraire des informations
pertinentes, nous avons utilisé de la connaissance supplémentaire liée au sites de fixa-
tion des facteurs de transcription. Mais le cadre de l’extraction de bi-ensembles sous
contraintes dans des données issues du transcriptome permet de répondre à beaucoup
d’autres questions ou objectifs d’analyse. En effet, beaucoup d’informations sont dis-
ponibles comme les ontologies, la bibliographie, des réseaux de régulations partiels,
des librairies SAGE, etc. Dans la mesure où elles sont exprimables sous la forme d’une
relation booléenne, ces informations permettent de produire de nouveaux contextes
d’extraction sur lesquels on peut poser des requêtes très différentes. Par exemple, il
peut être intéressant de travailler sur une matrice contenant des informations sur les
variations d’expression de gènes chez des personnes saines et des patients diabétiques
en réponse à l’insuline, des informations cliniques sur ces personnes, les sites de fixa-
tion de facteurs de transcription et des ontologies GO. La table 4.3 est un exemple
de matrice contenant ce type d’information. Les Gl représentent des gènes, les Si des
conditions expérimentales, les TFBSj des sites de fixation, les TermeGok des termes
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G1 G2 G3 Gl Age Diabétique
S1 1 1 0 ... 1 1
S2 1 0 0 ... 0 1
S3 1 1 1 ... 0 0
Si ... ... ... ... ... ...

TFBS1 0 0 1 ... 1 1
TFBS2 0 0 1 ... 1 1
TFBSj ... ... ... ... 1 1

TermeGo1 0 1 1 ... 1 1
TermeGo2 1 1 1 ... 1 1
TermeGok ... ... ... ... 1 1

Tab. 4.3 – Exemple d’un matrice booléenne contenant de nombreuses informations
biologiques.

GO et ”Age” et ”Diabétique” des informations cliniques sur les personnes concernées
par les conditions expérimentales. Il faut noter que la matrice ainsi générée est en
fait issue de la fusion de différentes matrices dont les lignes, les colonnes et la relation
liant ces éléments sont différentes :

– ({S1S2S3...Si}, {G1G2G3...Gl}) est une matrice d’expression de gènes.
– ({TBFS1TBFS2...TBFSj}, {G1G2G3...Gl}) contient des informations sur les

sites de fixation.
– ({TermeGo1TermeGO2...T ermeGOk}, {G1G2G3...Gl}) contient des termes GO

des gènes.
– ({S1S2S3...Si}, {Age,Diabetique}) contient des informations cliniques sur les

personnes associées aux conditions.
Notons que dans cette matrice, certaines associations entre lignes et colonnes

n’ont pas de sens (valeurs sous-lignées) comme, par exemple, l’association entre un
terme GO et l’âge de la personne associée à une condition. Pour pouvoir extraire des
bi-ensembles dans cette matrice, il faut alors pour ces associations mettre des valeurs
”1”.

Dans cette matrice, on peut par exemple s’intéresser à tous les ensembles de gènes
de taille supérieure à 4, associés au terme GO TermeGok, ayant au moins trois sites
de fixation de facteurs de transcription en commun et variant significativement chez
au moins 3 sujets diabétiques. Cette requête peut s’exprimer comme la recherche de
tous les concepts formels (X,Y ) satisfaisant :

C0 4−mis(X, Y ∩ {G1G2G3...Gl}) ∧
C3 0−mis(X ∩ {TBFS1TBFS2...TBFSj}, Y ) ∧
C3 0−mis(X ∩ {S1S2S3...Si}, Y ) ∧
C{TermeGok}{Diabetique}−sur(X,Y )
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Les algorithmes D-Miner et DR-Miner peuvent exploiter ces contraintes. On
peut aussi produire une matrice booléenne contenant toutes les données d’expres-
sion de gènes de SMD (Stanford Microarray Database), les sites de fixation et les
annotations GO du génome entier, etc. Cette matrice offre alors un contexte d’ex-
traction générique qui peut être interrogé par différents biologistes en fonction de
leurs problématiques précises. Le cadre de l’extraction complète de bi-ensembles
sous contraintes devient alors un mécanisme puissant pour que les utilisateurs for-
mulent des requêtes inductives caractérisant les propriétés recherchées sans avoir à
se préoccuper des mécanismes d’évaluation de telles requêtes.

Le développement d’un extracteur de bi-ensembles sous contraintes générique et la
fabrication d’un véritable entrepôt de données contenant de nombreuses informations
sur le transcriptome permettrait d’offrir aux biologistes un système d’interrogation
souple pour assister la découverte de connaissances sur le transcriptome.
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Annexe B

Preuves de D-Miner

Nous allons d’abord montrer que toutes les feuilles d’un arbre d’exécution de D-
Miner correspondent à des 1-rectangles (voir la section B). Ensuite que toutes les
feuilles sont différentes (voir la section B). Puis que l’ensemble des feuilles noté L est
égal à l’ensemble des concepts formels noté C.

Toutes les feuilles sont des 1-rectangles

Soit (LX , LY ) une feuille de l’arbre d’énumération. Nous allons montrer que ∀i ∈
LX , ∀j ∈ LY , (i, j) ∈ r. Nous allons le montrer par l’absurde et supposer qu’il existe
i ∈ LX et j ∈ LY tel que (i, j) 6∈ r. Ainsi, à cause de la définition de H, il existe
(A,B) ∈ H tel que i ∈ A et j ∈ B. Or chaque élément de H est utilisé sur le chemin
de la racine à la feuille. Soit (AX , AY ) l’ancêtre de (LX , LY ) découpé par (A,B). La
relation d’ordre implique que LX ⊆ AX et que LY ⊆ AY et donc que i ∈ AX and
j ∈ AY . Les fils de (AX , AY ), s’ils existent, sont (AX \A,AY ) et (AX , AY \B). Ainsi,
on a LX ⊆ AX \A ⊆ AX \{i} et LY ⊆ AY \B ⊆ AY \{j}. Ce qui est en contradiction
avec les hypothèses, on a ainsi :

∀i ∈ LX , ∀j ∈ LY , (i, j) ∈ r

Toutes les feuilles sont différentes

Soit (LX1 , LY1) et (LX2 , LY2) deux feuilles de l’arbre d’exécution de D-Miner,
(AX , AY ) le plus petit ancêtre commun de ces feuilles et (A,B) l’élément de H utilisé
pour le découper. On suppose, que (LX1 , LY1) est le fils gauche de l’ancêtre commun
et que (LX2 , LY2) est son fils droit. A cause de l’algorithme, tous les descendants du
fils gauche de (AX , AY ) ne contiennent pas l’élément A et tous les descendants du
fils droit de (AX , AY ) contiennent A. Finalement, les deux feuilles sont différentes.
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C ⊆ L(Complétude)

Nous allons démontrer que pour chaque concept (CX , CY ), il existe un chemin de
la racine (O,P) au concept :

(O,P), (X1, Y1), · · · , (Xn−1, Yn−1), (CX , CY )

– D’abord, on montre récursivement que le chemin est tel que :

(X0, Y0), (X1, Y1), · · · , (Xn−1, Yn−1), (LX , LY )
avec (LX , LY ) ⊇ (CX , CY ) et (O,P) = (X0, Y0)

Nous notons HLk
(Xk, Yk) l’ensemble des éléments de H qui gênèrent des fils

gauches pour le chemin de (X0, Y0) à (Xk, Yk). L’hypothèse de récurrence est
la suivante :
(1) (CX , CY ) ⊆ (Xk, Yk)
(2) ∀(A,B) ∈ HLk

, CY ∩B 6= ∅
Preuve :
Base Par définition des concepts formels, chaque concept (CX , CY ) est inclut

dans le nœud racine, c’est à dire que CX ⊆ X0 et CY ⊆ Y0. L’hypothèse (1)
est donc vérifié au rang 0. De plus, HL0 = ∅ et donc l’hypothèse (2) est aussi
vérifiéeau rang 0.

Récursion Soit les hypothèses (1) et (2) vérifiées au rang k − 1, nous allons
montrer qu’elles sont toujours vraies au rang k avec (Xk−1, Yk−1) un nœud
qui est découpé avec (A,B) ∈ H.
– Si Xk−1 ∩A = ∅ ou Yk−1 ∩B = ∅ alors (Xk, Yk) = (Xk−1, Yk−1) et HLk

=
HLk−1

. Cela signifie que (Xk, Yk) vérifie les hypothèses (1) and (2).
– Sinon, grâce à définition des concepts formels, seulement une seule des

propriétés suivante est vraie :
– Si CX ∩ A 6= ∅ et CY ∩ B = ∅ alors le fils droit (Xk−1, Yk−1 \ B), un

sous-ensemble de (Xk−1, Yk−1), contient le concept (CX , CY ) car CY ⊆
Yk−1\B. Ce fils est généré par l’algorithme car l’hypothèse (2) est vérifiée
au rang k−1. HLk

= HLk−1
((A,B) n’appartient pas à HLk

car (Xk, Yk)
est le fils droit de (Xk−1, Yk−1)), et donc l’hypothèse (1) est vérifiée.

– Si CX ∩ A = ∅ et CY ∩ B 6= ∅ alors (Xk−1 \ A, Yk−1), le fils gauche,
contient (CX , CY ). Le fils gauche est toujours généré par l’algorithme.
L’hypothèse (1) est donc vérifiée au rang k. De plus, comme CY ∩B 6= ∅
et HLk

= HLk−1
∪ (A,B) alors l’hypothèse (2) est aussi vérifiée.

– Nous avons prouvé que (CX , CY ) ⊆ (LX , LY ). Nous allons maintenant montrer
que (LX , LY ) = (CX , CY ). Dans la section B, nous avons montré que chaque
feuille est un 1-rectangle. Les feuilles sont donc à la fois des des sur-ensembles
de (CX , CY ) et un 1-rectangle, donc (CX , CY ) = (LX , LY ).
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L ⊆ C

Nous avons montré que dans la section B que chaque feuille est un 1-rectangle
et ensuite que chaque concept est associé à une feuille. On doit prouver que chaque
feuille est un concept.

Une feuille (LX , LY ) est un concept ssi




(LX , LY ) est un 1-rectangle
6 ∃x ∈ O \ LX such that ∀y ∈ LY , (x, y) ∈ r (1)
6 ∃y ∈ P \ LY such that ∀x ∈ LX , (x, y) ∈ r (2)

Nous allons montrer par l’absurde les propriétés (1) et (2).

– On suppose que qu’il existe x ∈ O \LX tel que ∀y ∈ LY , (x, y) ∈ r. Soit (x,B)
un élément de H. Ce 0-rectangle (bi-set avec que des valeurs 0) existe car :
– Soit x est en relation avec tous les éléments de P et dans ce cas on a une

contradiction car si x 6∈ H alors tous les n œuds de l’arbre contiennent x
alors que l’on a supposé que x 6∈ LX .

– Soit il existe B ⊆ P tel que ∀y ∈ B, (x, y) 6∈ r. (x,B). B est unique par
construction de H.

Soit (AX , AY ) un ancêtre de (LX , LY ) avant son découpage par (x, B). (LX , LY )
doit être un descendant de (AX \x,AY ) qui est le fils gauche de (AX , AY ). Cela
est du au fait que x 6∈ LX (voir la figure B.1).
Par construction de l’arbre, le fils gauche de (AX , AY ) contient B mais, par
hypothèse (∀y ∈ LY , (x, y) ∈ r), LY ne contient pas B. Pour qu’un descendant
de (AX \ x,AY ) ne contienne aucun élément de B, il faut qu’un de ces descen-
dants soit un fils droit d’un autre. Soit (A′, B′) le 0-rectangle qui a mené au fils
droit ne contenant pas les éléments de B. Pour que le découpage se produise, il
est nécessaire que B ∩B′ 6= ∅. En conséquence, chaque descendant contient au
moins un élément de B, ce qui est en contradiction avec le fait que LY ∩B = ∅.

– On suppose qu’il existe y ∈ P \LY tel que ∀z ∈ LX , (z, y) ∈ r. Soit (AX1 , AY1)
et (AX2 , AY2) les deux ancêtres de (LX , LY ) tel que (AX1 , AY1) est le père de
(AX2 , AY2), y ∈ AY1 et y 6∈ AY2 . Nous notons (x,B) le 0-rectangle qui a été
utilisé pour découper (AX1 , AY1) (voir la figure B.2). Ces deux ancêtres existent
et (AX2 , AY2) est le fils droit de (AX1 , AY1). Car y 6∈ LY ,

(LX , LY ) est un descendant de(AX2 , AY2) = (AX1 , AY1 \B)

Par construction de H, x appartient à un seul élément de H. Comme (AX1 , AY1)
a été découpé par (x,B), x ∈ AX1 . De plus, (AX2 , YY2) et tous ces descendants
contiennent aussi x. Malheureusement, nous avons montré que (LX , LY ) est un
descendant de (AX2 , AY2). En conséquence,

x ∈ LX
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(AX , AY )

(x, y ∈ B)

(AX \ x, AY ), B ⊆ AY

(· · ·)

(· · ·)

(A′, B′), B ∩B′ 6= ∅

(· · ·)

(· · ·)
(LX , LY ), LY ∩B = ∅

Fig. B.1 – Première illustration : LY ⊆ AY ∧B ⊆ AY ∧B∩LY 6= ∅ ⇒ ¬ (B ∩ LY = ∅)

L’hypothèse ∀z ∈ LX , (z, y) ∈ r est contredite par le fait que (x, y) 6∈ r (x et y
appartiennent au même 0-rectangle).

( AX1 ,AY1),y ∈ AY1

(x,B), y ∈ B

(AX2 , AY2)

(· · ·)

(· · ·)
(LX , LY ), x ∈ LX

Fig. B.2 – Second illustration : x ∈ LX ∧ (x, y) 6∈ r ⇒ ¬ (∀x ∈ LX , (x, y) ∈ r)



Annexe C

Validation expérimentale de
D-Miner

Cet annexe contient des validations expérimentales complémentaires de D-Miner
sur différents jeux de données artificiels. Nous avons généré 60 jeux de données denses
ayant 300, 700 et 900 colonnes, 100 et 300 lignes et une densité en 1 de 15% et de
35%. Pour chaque combinaison de paramètres, 5 jeux de données ont été générés. La
table C.1 (resp. la table C.2) donne la moyenne (la colonne M) et l’écart type (la
colonne ET) du temps d’exécution de chaque algorithme en seconde pour les jeux de
données ayant une densité de 15% (resp. 35%). Le paramètre σ correspond au seuil
de fréquence (taille minimale sur les objets). Pour chaque jeu de données et chaque
valeur de σ, nous avons aussi indiqué le nombre de ”concepts fréquents” (NFC).
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Tab. C.1 – Temps d’exécution de D-Miner sur des jeux de données artificiels ayant
une densité de 1 de 15% (− si le temps d’extraction est supérieure à 10 minutes)
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Tab. C.2 – Temps d’exécution de D-Miner sur des jeux de données artificiels ayant
une densité de 1 de 30% (− si le temps d’extraction est supérieure à 20 minutes)
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Annexe D

Preuves de DR-Miner

Preuves des propriétés des DR-bi-sets

Preuve. [Existence de fonctions sur Mαα′δδ′
DR ] On suppose qu’il existe deux DR-bi-

sets B1 = (S, G1) et B2 = (S,G2) tel que G1 6= G2. On suppose que G2 \ G1 6= ∅.
Si ce n’est pas le cas alors on a forcément G1 \G2 6= ∅, et la démonstration serait la
même en inversant les ensembles G1 et G2.

Deux cas sont possibles :
– G1 \G2 = ∅. Dans ce cas, on a B2 ⊆ B1, ce qui est impossible car les DR-bi-sets

sont des bi-ensembles maximaux.
– G1 \G2 6= ∅. soit x ∈ G1 \G2 et y ∈ G2 \G1 (x et y existent), alors d’après la

propriété 3.6, on a :
Zl(x, S) < Zl(y, S) + δ et Zl(y, S) < Zl(x, S) + δ. Or comme δ est positif, c’est
impossible.

Par l’absurde, on vient de montrer qu’il n’existe pas deux DR-bi-sets (S, G1) et
(S, G2) tel que G1 6= G2 dans un jeu de données. Ainsi, les bi-ensembles (X, Y ) de
Mαα′δδ′

DR sont munis de fonctions noté f1 et f2 tels que f1(X) = Y et f2(Y ) = X.

Preuve. [Monotonicité des fonctions f1 et f2 avec τ fixé)] Soit deux DR-bi-sets
B1 = (S1, G1) et B2 = (S2, G2) tels que G1 ⊆ G2 et tels qu’ils contiennent au moins
une ligne (resp. une colonne) avec τ (resp. τ ′) valeurs 0 et aucune ligne (resp. colonne)
avec plus de τ valeurs 0. On a alors ∀x ∈ S2Zl(x,G1) < τ + δ. Ainsi, toutes les lignes
de B2 sont aussi dans B1 et donc on a S2 ⊆ S1. Le résonnement est le même pour
les colonnes.
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Preuve de la consistence et de la complétude de DR-Miner

Consistence de D-Miner : toutes les feuilles satisfont Cαα′r−d ∧ Cδδ′r−p

Soit L = ((X, Y ), (∅, ∅), (S \X,G \ Y )) une feuille. L satisfait Cαα′r−d sinon ce
nœud aurait été élagué (voir la propriété 3.5-1). On considère bien évidemment que
(O,A) 6= (∅, ∅).

Un nœud ((YS , YG), (PS , PG), (NS , NG) n’est pas élagué par la propriété 3.5-2, si

¬(∃s ∈ Ns, ∃t ∈ Ys s.t. Zl(s, YG ∪ PG) < Zl(t, YG) + δ)

⇔ ∀s ∈ NS , ∀t ∈ YS s.t. Zl(s, YG ∪ PG) ≥ Zl(t, YG) + δ

Or comme L n’a pas été élagué alors il vérifie la propriété suivante :

∀s ∈ S \X, ∀t ∈ X s.t. Zl(s, Y ) ≥ Zl(t, Y ) + δ

et donc satisfait Cδδ′r−p.

Complétude de DR-Miner

Soit T1 = (Y1, P1, N1) et T2 = (Y2, P2, N2) alors T1 ¹ T2 ssi Y2 ⊆ Y1, P1 ⊆ P2 et
N2 ⊆ N1.

Nous allons montrer que pour chaque bi-ensemble (X, Y ), il existe un chemin
dans l’arbre d’exécution de la racine à une feuille correspondant à (X,Y ) représentée
par le triplet L = ((X, Y ), (∅, ∅), (S \X,G \ Y )).

Nous allons d’abord montrer la propriété suivante :

Propriété D.1 Si F est un nœud tel que L ¹ F alors un et un seul fils de F est un
sur-ensemble de L par rapport à ¹. Cette propriété est conservée après la propagation
de contraintes (voir la propriété 3.6).

Soit F = ((FY S , FY G), (FPS , FPG), (FNS , FNG)) un nœud tel que L ¹ F . On
suppose que l’énumération est faite sur les lignes (la démonstration est similaire si elle
est réalisée sur les colonnes) et que les deux fils de F sont obtenus en utilisant la ligne
s ∈ FPS pour énumérer. Les deux fils ainsi obtenus sont C1 = ((FY S ∪s, FY G), (FPS \
s, FPG), (FNS , FNG)) et C2 = ((FY S , FY Gs), (FPS \ s, FPG), (FNS ∪ s, FNG). Si s ∈ X
alors L ¹ C1 and L 6¹ C2, sinon L ¹ C2 and L 6¹ C1. Nous allons montrer maintenant
que la propagation de contrainte conserve cette propriété. Or comme elle réduit la
taille des treillis (produit des triplet plus petits par rapport à ¹) alors on sait qu’au
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plus un des fils de F est un sur-ensemble de L. Il reste à montrer qu’il est effectivement
un sur-ensemble de L.

Nous allons montrer que la propagation de contrainte (Property 3.6) appliquée
sur un candidat E = ((EY S , EY G), (EPS , EPG), (ENS , ENG)) tel que L ¹ E pre-
serve cette ordre. Plus précisément, aucun élément de X est déplacé de EPS à EY S

(Propriété 3.6-1) et que aucun élément de O \ X est déplacé de EPS à ENS (Pro-
priété 3.6-2).

Propriété 3.6-1 : ∀p ∈ EPS tel que p ∈ O \ X et ∀t ∈ EY S , on a Zl(p, Y ) ≥
Zl(t, Y )+δ. Or on a EY G ⊆ Y ⊆ EY G∪EPG et donc Zl(p, EY G∪EPG) ≥ Zl(p, Y ) ≥
Zl(t, EY G) + δ. Finalement, Zl(p, EY G ∪ EPG) < Zl(t, EY G) + δ est faux, et donc la
propriété 3.6-1 n’est pas appliquée et p n’est pas déplacé dans EY S .

Propriété 3.6-2 : ∀p ∈ EPS tel que p ∈ X, on a Zl(p, Y ) ≤ α. Or on a EY G ⊆ Y
et donc Zl(p,EY G) ≤ Zl(p, Y ) ≤ α. Finalement, p n’est pas déplacé dans ENS .

Nous venons de montrer que la propagation de contraintes préserve l’ordre L ¹ E.

Comme la racine ((∅, ∅), (S,G), (∅, ∅)) est un sur-ensemble de L, sachant que la
profondeur de l’arbre est borné ( ≤ |O| + |A|) et que L ¹ E est préservée par la
propagation de contrainte, alors tous les bi-ensembles satisfaisants Cαα′r−d ∧ Cδδ′r−p

sont extraits par DR-Miner .
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Fig. E.1 – Validation biologique par ChIP
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