LoGIQUE
@

‘ Logique des propositions

Q@ Algébre de Boole

‘ Méthodes de simplification des fonctions booléennes



OBJECTIFS

Traiter formellement les notions de vérité et de
fausseté

Formaliser ce qu'on appelle le « raisonnement
logique » ou la « deduction logique »
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EXEMPLE

Tous les mardis je vais au cinema
Ce soir je vais au cinéma
Quel jour sommes-nous ?
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UNE ENIGME POLICIERE

Un meurtre a été commis au laboratoire, le corps
se trouve dans la salle de conférences...

On dispose des informations suivantes :

La secrétaire declare qu’elle a vu I'ingénieur dans le
couloir qui donne sur la salle de conférences

Le coup de feu a éte tiré dans la salle de conférences,
on I'a donc entendu de toutes les pieces voisines

L'ingénieur affirme n’avoir rien entendu
On souhaite demontrer que
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LOGIQUE DES PROPOSITIONS
SYNTAXE

On définit ;
Les propositions : a, b, ¢, ...
Les constantes : Vral et Faux

Les connecteurs :
A (conjonction)
v (disjonction)
- (négation)
D (implication)
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CONSTRUCTION D'UNE FORMULE

Une proposition est une formule

Si X etY sont des formules, alors =X, XvY,
XAY, XDOY sont des formules

On utilise de plus les parentheses pour lever des
ambiguités
Exemples:

a A (cv-d)

(avb)D-c
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. OGIQUE DES PROPOSITIONS
SEMANTIQUE

Les formules sont interprétées dans {Vrai,Faux}

On définit I'interprétation associee a chaque
connecteur grace aux tables de verité
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L OPERATEUR ET

X Y XANY
Vral Vral
Vrai Faux
Faux Vrai
Faux Faux

Les deux doivent étre vrais pour que le
ET soit vrai
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. ' OPERATEUR OU

X Y XVvY
Vral Vrai
Vral Faux
Faux Vrai
Faux Faux

Il suffit que I'un des deux soit vrai pour
que le OU soit vrai
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L’'OPERATEUR NON

Vral

Faux
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L OPERATEUR IMPLIQUE

X Y XY
Vral Vral
Vral Faux
Faux Vral
Faux Faux

X DY signifie que si X est vrai alors Y est vrai
Le faux implique n'importe quoi
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AUTRE DEFINITION DE L' IMPLICATION

On peut aussi déefinir I'implication en disant :
X DY = =XvY

On retrouve la méme table de vérité :

X Y -X -XvY
Vrai Vrali Faux
Vrali Faux Faux
Faux Vral Vrai
Faux Faux Vrai

N. Guin - M. Lefevre - F. Zara

Licence Lyon1 - UE LIF3



DEFINITION DE L'EQUIVALENCE
X<Y = (XDY)A(YDX)

X est une pour
Y, etondit X Y

Y est une condition nécessaire et suffisante pour
X, etonditY siet seulement si X
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CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES

Lorsqu’on écrit XDY :

X est une de,
et on dit

Y est une de X,
et on dit

Dérivable D continue

Si une fonction est dérivable alors elle est continue

Mais une fonction continue n'est pas nécessairement dérivable
Mardi O cinéma — (Tous les mardis je vais au cinéma)

Si on est mardi, alors je vais au cinéma
Mais si je vais au cinéma, on n’est pas nécessairement mardi
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DEFINITION DU OU-EXCLUSIF

Le OU logique est dit inclusif.

Le OU exclusif est celui du langage courant :
fromage ou dessert.

XY X Y

VAEY, E Ije OU-ex est vrai si |
I'un des deux est vral

VI F V

F 1V V

FI|F F (C'est le contraire de I'équivalence)
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PROPRIETES DES FORMULES

Une formule est si elle est toujours vraie
(quelque soit lI'interprétation)
Une formule est s’il existe une

Interpretation dans laguelle elle est vraie. Elle est
dans le cas contraire

Probleme : étant donnée une formule
est-elle valide ? consistante ?

Exemple : que dire de la formule
(aDb) D(-bD-a)
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DRESSONS LA TABLE DE VERITE

(aDb)D(-bD-a)
V

I I<|I<
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CONCLUSION

Quelles que soient les valeurs de a et b, cette
formule est toujours vraie. Elle est donc

On peut montrer également que
(maD~b) D(bDa)

C'est la des mathématiques
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REGLES DE TRANSFORMATION (1)

Toutes les formules qui suivent sont valides. Elles
sont utiles pour simplifier des formules. Elles
peuvent se demontrer en éetablissant leurs tables
de vérité.

XvaX =V (tiers exclu)

XA X = F (contradiction)

==X = X (involution)

XvX = XaX = X (idempotence)
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REGLES DE TRANSFORMATION (2)
~V=F -F=V

FAX=F, VAX =X, FvX =X, VvX=V
Faux est élément neutre pour le OU et absorbant pour le ET
Vrai est élément neutre pour le ET et absorbant pour le OU

XA(XVY) = X, Xv(XAY) = X (absorption)
Xv(7XAY) = XvY
XY =-XvY
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REGLES DE TRANSFORMATION (3)

Lois de De Morgan :
- (XvY) ==X A =Y
=(XAY)==Xv =Y

(XDY) aAX) DY (modus ponens)

(XDY) A=Y) D =X (modus tollens)
(XDY) = (=Y D =X) (contraposition)
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REGLES DE TRANSFORMATION (4)

Commutativité et associativité de v et A
XvY=YvX, XAY=YAX
Xv(YvZ)=(XvY)vZ=XvYVvZ
XANYAL)=(XAY)ANZ=XAY AL

Distributivité de v par rapport a A et de A par rapporta v
XV(YAZL)=(XVY)A(XvZ), XA(YVZ)=(XAY)v(XAZ)

Transitivité de D
(XDY)A(YDZ)) D (XD2)
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REGLES DE TRANSFORMATION (5)

FOX =V
VDX =X
XOF ==X
XoV =V

N. Guin - M. Lefevre - F. Zara Licence Lyon1 - UE LIF3



EXEMPLE D'APPLICATION DES REGLES DE
TRANSFORMATION

7(pOq)
= 7(7pvQ)

— p/\—lq
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RETOUR SUR L’ENIGME POLICIERE

Un meurtre a été commis au laboratoire, le corps
se trouve dans la salle de conférences...

On dispose des informations suivantes :

La secrétaire declare qu’elle a vu I'ingénieur dans le
couloir qui donne sur la salle de conférences

Le coup de feu a éte tiré dans la salle de conférences,
on I'a donc entendu de toutes les pieces voisines

L'ingénieur affirme n’avoir rien entendu
On souhaite demontrer que
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FORMALISATION EN CALCUL DES PROPOSITIONS

On dispose des informations suivantes :

La secrétaire déclare qu’elle a vu I'ingénieur dans le couloir qui donne sur la salle
de conférences

Le coup de feu a été tiré dans la salle de conférences, on I'a donc entendu de
toutes les pieces voisines

L'ingénieur affirme n’avoir rien entendu
On souhaite démontrer que si la secrétaire dit vrai, alors I'ingénieur ment

p : la secrétaire dit vrai

q : I'ingénieur était dans le couloir au moment du crime

r : 'ingénieur était dans une piéce voisine de la salle de conférences
s : I'ingénieur a entendu le coup de feu

t : 'ingénieur dit vrai
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RESOLUTION DE L ENIGME

La secrétaire déclare qu’'elle a vu I'ingénieur | p : la secrétaire dit vrai

danflle COU|0_”' qui donne sur la salle de q : 'ingénieur était dans le couloir au
conierences . moment du crime
p-q et qor r : lingénieur était dans une piéce
voisine de la salle de conférences
Le coup de feu a été tiré dans la salle de s : lingénieur a entendu le coup de feu

conférences, on I'a donc entendu de toutes
les pieces voisines :
ros

t : 'ingénieur dit vrai

L'ingénieur affirme n’avoir rien entendu :
tO-s

On souhaite démontrer que si la secrétaire dit
vrai, alors l'ingénieur ment :

(pD-1)

Il s’agit donc de prouver la validité de la formule :

(P2 A gOr A ros A tDO=s) D (pD-t)
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DEMONSTRATION

(P29 A gOr A ros A tO=-s) D (pD-t)

Rappel : XDY est faux si et

La formule ne peut étre fausse que si
(pD-t) est faux, soit
la prémisse est vraie, soit toutes les implications vraies

Comme t doit étre vrai, s doit étre faux, donc r
faux, donc g faux, donc

Il y @ donc contradiction
Donc la formule ne peut pas étre fausse
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APPLICATIONS DE LA LOGIQUE EN
INFORMATIQUE

En algorithmique : nier des conditions, spécifier des
Invariants, des pre-conditions et des post-conditions

En architecture : réalisation de toute fonction de
traitement de code binaire a partir des seules portes
logiques binaires OU, ET, NON (eélectronique numeérique)

En base de données : interpretation logique des BD,
logique pour l'interrogation des BD, expression des
contraintes d’integrite, BD déductives

En Intelligence Artificielle : représentation des
connaissances, systemes experts
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ALGEBRE DE BOOLE

En informatique, on utilise plutoét 1 (tension
haute) a la place de Vrali, et 0 (tension basse) a

la place de Faux

-A AAB |AvB

SO | O | =

A B
1 1
1 0
0 1
0 0

— | | D | O
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LES CONNECTEURS EN ALGEBRE DE BOOLE
On obtient les relations suivantes :
-X=1-X qu’on notera X
XAY=X.Y
XvY=min(X+Y,1) qu'on notera X+Y

On remplace XDY par °XvY, soit X+Y
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ECRITURE DES REGLES DE TRANSFORMATION
EN ALGEBRE DE BOOLE (1)

X+X=1, X.X=0 (tiers exclu, contradiction)

X=X ,X+X=X, X.X=X (involution, idempotence)
0=1, 1=0

X+0=X, X.0=0, X+1=1, X.1=X (éléments neutres
et absorbants)

X.(X+Y)=X, X+X.Y=X (absorption)

X+X.Y=X+Y

X+Y=X.Y, X.Y=X+Y (De Morgan)
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ECRITURE DES REGLES DE TRANSFORMATION
EN ALGEBRE DE BOOLE (2)

X+Y=Y+X, X.Y=Y.X (commutativite)

X+(Y+2)=(X+Y)+Z=X+Y+Z(associativité)
X.(Y.2)=(X.Y).Z=X.Y.Z (associativité)

X.(Y+Z)=X.Y+X.Z (distributivité)
X+Y.Z=(X+Y).(X+Z) (distributivité)
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FONCTIONS BOOLEENNES

En algebre de boole, on parle de fonctions
booléennes plutét que de formules.

Exemple : F = a(b+C)+bca

On peut aussi definir une fonction booléenne a
partir de sa table de verite
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EXEMPLE : UNE FONCTION "MAJORITE”

al|/ bl c| M
Ol0|0]O0
010]1]0 M = +abc+abc+
O/ 1010
O 0O
0 | 1 1
110 | 1
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POURQUOI SIMPLIFIER UNE FONCTION
BOOLEENNE ?

Pour dresser plus facilement sa table de vérité
afin de :

Déterminer la validité de la fonction
La comparer avec une autre fonction

Pour concevoir un circuit integre realisant la
fonction avec le moins de portes logiques
possible
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EXEMPLE A L'AIDE DES REGLES DE L'ALGEBRE
DE BOOLE

Reprenons la fonction “majorité”

M = abc+abc+abc+abc
= bc(a+a)+a(bc+bC)
= bc+a(bc+bd)

Peut-on trouver plus simple ?
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DEUXIEME EXEMPLE

F = abc+a(bc+bc)
= abc+ abc+abc
= ab(c+C)+abc
= ab+abc
= a(b+bc)
= a(b+c)
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METHODES DE SIMPLIFICATION DES FONCTIONS
BOOLEENNES

Deux méthodes permettent de simplifier plus
efficacement des fonctions compliquees que la
seule application des regles de l'algebre de
Boole.

Les diagrammes de Quine
Les tables de Karnaugh
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METHODE DES DIAGRAMMES DE QUINE

Principe :
On choisit une des variables qui interviennent le plus
souvent dans la fonction booléenne a simplifier

On considere le cas ou elle vaut O et le cas ou elle
vaut 1

On simplifie les deux expressions obtenues

On itere le processus sur les deux expressions
simplifiees
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EXEMPLE

F =p+q+r(p+q)

pN

q+r
q:1 q:O
1 r
r:mzo
0 1 Donc F = pg+pqr+
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NOTA BENE
Il N'est pas nécessaire d’aller jusqu’aux feuilles

F = p+q+r(p+q)

/\

q+r 1

Donc F = p(q+r)+p = g+r+p
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UTILISATION DES DIAGRAMMES DE QUINE

Les diagrammes de Quine permettent de mettre
une fonction booléenne sous la forme d’'une

somme de produits.
lIs permettent aussi de vérifier la validité d’'une

expression booléenne :
toutes les feuilles sont-elles eégalesa 1 ?

lls sont particulierement bien adaptées pour des
expressions contenant des implications
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METHODE DES TABLES DE KARNAUGH

La fonction doit étre en premier lieu exprimeée
comme une somme de produits.
Pour ce faire, on utilise les regles de 'algebre de Boole
ou les diagrammes de Quine.
On dresse ensuite une table de Karnaugh, qui
est une table de veérité a deux dimensions. Sur
chaque dimension on peut représenter les
valeurs possibles de deux variables.
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TABLE DE KARNAUGH A 3 VARIABLES

Entre deux cases
adjacentes, seule la valeur
d'une variable change

N. Guin - M. Lefevre - F. Zara Licence Lyon1 - UE LIF3



REMPLIR LA TABLE DE KARNAUGH

On met 1 dans une case de la table si la fonction
est vraie pour les valeurs des variables
correspondant a cette case.

On procede a des regroupements de 1
adjacents.

On cherche a effectuer les groupements les plus
grands afin de simplifier au maximum.

Les regroupements sont des rectangles de 2"
termes.
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RETOUR SUR LA FONCTION "“MAJORITE”
1. REMPLIR LA TABLE

a/bjc|M
0101010 M = + + +
O0/|0(1]0
0/1]0/0 AB 00 01 M 10
C
1101010 0
1
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RETOUR SUR LA FONCTION "“MAJORITE”
2. SIMPLIFIER

AB
C 00 01 11 10

1 1|1 1

Donc F= + +

C’est plus simple que ce que I'on avait trouvé
avec les régles de I'algébre de Boole
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TABLE DE KARNAUGH A 4 VARIABLES

BA
00 ol 11 10

DC 00
01
[
10
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EXEMPLES DE SIMPLIFICATION SUR DES TABLES
DE KARNAUGH A 4 VARIABLES (1)

DCN 00 01 11 10 DCN\y 00 01 11 10 BA{D 01 11 10
o O0|f1|1f 0 oof1 |1 [1]1 00000
o 01 |1| 0 o0 (0| 0|0 0|0 | 0|00
ufof1|1fo] wufofojojo]| ulo]jo[1]1]
oof1ljo] o TTT[T[T] wfojo]1]1]
S=A S=DB

S=C
\ Ici les deux lignes sont
bien adjacentes
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EXEMPLES DE SIMPLIFICATION SUR DES TABLES
DE KARNAUGH A 4 VARIABLES (2)

DC\ 00 01 11 10 DO\ 00, 01 11 ,10 o0 oL 11 10
0 00|00 o 1]/0[0 1] o/ 0|0|0]|0
oﬂoo[ am{glololo] ofofT]1]o0
ul 1] oot u Q0|00 noff1]1f o
10 0[0|0|0 15’_1|00|1_ 100|0(0]|0

;
;
;

N. Guin - M. Lefevre - F. Zara Licence Lyon1 - UE LIF3



BILAN

Terme a 3 variables =» 1 case
Terme a 2 variables = 2 cases
Terme a 1 variable = 4 cases

2 cases = terme a 2 variables
4 cases =» terme a 1 variable

Terme a 4 variables = 1 case

Terme a 3 variables =» 2 cases
Terme a 2 variables = 4 cases
Terme a 1 variable => 8 cases

2 cases = terme a 3 variables
4 cases =» terme a 2 variables
8 cases =» terme a 1 variable
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ET POUR 5 VARIABLES ?

BA BA
00 01 11 10 00 01 11 10
DC 00 [T pc oo [ |
0l 01
1 [ | ¥
10 10
E= 0 ~ E= |

Si F est la fonction a simplifier, R1 I'expression obtenue
pour la premiere table et R2 celle pour la deuxieme
Alors F = E.R1 + E.R2
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