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Deux representations pour les graphes

Matrice vs. liste d’adjacence

Pour G = (S,A) :
Liste d’adjacence : chacun connaît ses voisins.
Matrice d’adjacence : toutes les transitions/distances
directes.
Complexités spatiales différentes.
Lien entre |A| et |S|?

Toujours :
|A| 6 |S|2

Connexes :
|S| − 1 6 |A|

Planaires :
|A| 6 3 |S| − 6
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Deux representations pour les graphes

Python, liste d’adjacence

Liste d’adjacence implémentée par un dictionnaire :

g = { " a " : [ " d " ] ,
" b " : [ " c " ] ,
" c " : [ " b " , " d " , " e " ] ,
" d " : [ " a " , " c " ] ,
" e " : [ " c " ] ,
" f " : [ ]

}

Accéder à ma liste de voisins : g["c"].
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Deux representations pour les graphes

Python, liste d’adjacence 2/2

Attention à l’ajout d’une arête dans le cas non-orienté :

i f ver tex1 i n s e l f . __graph_dic t :
s e l f . __graph_dic t [ ver tex1 ] . append ( ver tex2 )

else :
s e l f . __graph_dic t [ ver tex1 ] = [ ver tex2 ]

i f ver tex2 i n s e l f . __graph_dic t :
s e l f . __graph_dic t [ ver tex2 ] . append ( ver tex1 )

else :
s e l f . __graph_dic t [ ver tex2 ] = [ ver tex1 ]
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Transitive Closure
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Transitive Closure

Transitive closure

The graph G+ = (V,E+) of the transitive closure of G = (V,E)
is such that E+ is the smallest set verifying :

E ⊆ E+

(x, y) ∈ E+ and (y, z) ∈ E+ ⇔ (x, z) ∈ E+
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Transitive Closure

Algorithm for Transitive closure

If E is the adjacency matrix : E+ = E + E2 + . . . En−1.
I An algorithm in O(n4).

I Is it possible to have a better complexity ? Yes (Warshall, in
O(n3), see later).
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Graph Coloring

1 Deux representations pour les graphes

2 Transitive Closure

3 Graph Coloring

4 Distances

Laure Gonnord (UCB Lyon1) Graphs 2016 � 9 / 25 �



Graph Coloring

Graph Coloring Problem

Color with the minimal number of colors !
I Application to the register allocation in compilers.
I The sudoku problem (9-coloring of a 81-vertices graph)
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Graph Coloring

Graph Coloring Problem - 2

Are you able to design a polynomial algorithm ?
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Graph Coloring

Graph Coloring Problem - 3
We do not know any polynomial algorithm for this problem (see
next course).
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Graph Coloring

Graph Coloring Problem - A Polynomial algorithm

An algorithm to color a graph (but without optimising the
number) with 6 K colors.
Running example :
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Graph Coloring

Kempe’s simplification algorithm 1/2

On the interference graph (without coalesce edges) :

Proposition (Kempe 1879)
Suppose the graph contains a node m with fewer than K
neighbours. Then if G′ = G \ {m} can be colored, then G can
be colored as well.

I Pick a low degree node, and remove it, and continue until
remove all (the graph is K-colorable) or . . .
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Graph Coloring

Kempe’s simplification algorithm 2/2

Laure Gonnord (UCB Lyon1) Graphs 2016 � 15 / 25 �



Graph Coloring

Let’s color !
We assign colors to the nodes greedily, in the reverse
order in which nodes are removed from the graph.
The color of the next node is the first color that is available,
i.e. not used by any neighbour.
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Graph Coloring

Greedy coloring example 1/2
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Graph Coloring

Greedy coloring example 2/2

I see the Python implementation !
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Distances
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Distances

Le problème
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Distance entre...
deux sommets ;
ou bien tous les couples de sommets.

Crédit slides : S. Gonnord
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Distances Algorithme naïf

Une première solution (S = {0, ..., n− 1})

Idée : pour (i, j) ∈ S2 et 1 6 k 6 |S| − 1, calculer M (k)
i,j la

distance de i à j pour des chemins d’au plus k arêtes.
Fastoche :

M
(k)
i,j = min

(
M

(k−1)
i,j ,min

{
M

(k−1)
i,` +G`,j

∣∣ 0 6 ` 6 n− 1
})

Complexité ? |S|4
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Distances Floyd-Warshall

Algorithme de Floyd-Warshall

Idée : pour (i, j) ∈ S2 et 1 6 k 6 |S| − 1, calculer N (k)
i,j la

distance de i à j avec des sommets intermédiaires < k
(oui, strictement !).
Fastoche :

N
(k)
i,j = min

(
N

(k−1)
i,j , N

(k−1)
i,k−1 +N

(k−1)
k−1,j

)

Complexité ? |S|3
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Distances Floyd-Warshall

Algorithme de Floyd-Warshall
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9 0 4 7 10
5 4 0 3 14
2 7 3 0 17
19 10 14 17 0
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Distances Floyd-Warshall

Warshall pour la clôture transitive

“il existe un chemin....” :

Ck[i, j] = Ck−1[i, j] or (Ck−1[i, k] and Ck−1[k, j])
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Distances Dijkstra

Algorithme de Dijkstra G = (V,E)

DESSIN !
Distances à UN sommet s0
Idée : partition V = S ∪ Q, avec S qui grossit.

la distance des s ∈ S à s0 est connue.
pour s ∈ Q, on connaît la distance à s0 via S

À chaque étape, on choisit u le sommet de Q à plus petite
distance de s.

on le bascule dans S ;
pour chacune de ses arêtes (u, v) avec v ∈ Q, on met à
jour la nouvelle distance de v à s via S.

Complexité ?
|V |2 avec matrice d’adjacence . . .
ou |E| ln |E| avec liste d’adjacence et tas.
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Distances Dijkstra

Dijkstra sur l’exemple

0

3 2

1

4

3

20

100

2 4

10

S d(0) d(1) d(2) d(3) d(4)

{0} 0 20 ∞ 2 100

{0, 3} 0 20 5 2 100
{0, 3, 2} 0 9 5 2 100
{0, 3, 2, 1} 0 9 5 2 19
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Distances Dijkstra

Et je veux le chemin ?

Une info supplémentaire Il faut en plus garder le
précédesseur sur le chemin le plus court.
slides O. Bournez
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Algorithme de Dijkstra

Entrée :

{
Un graphe G = (V ,E ) avec une source s
Une fonction de poids w : E → R+

Sortie:

{
Un vecteur distance d
Une fonction père π : V → V

1. Initialisation de la source s

1.1 d [s]← 0 ; π[s]← s

1.2 Pour chaque sommet v de V faire

{
π(v)← NIL
d(v)←∞+

2. Q ← V ; S ← ∅;
3. Tant que (Q 6= ∅) faire

3.1 u ← Extraire-Le-Minimum(Q, d);
3.2 S ← S ∪ {u};
3.3 Pour chaque sommet v voisin de u faire

Si (d [v ] > d [u] + w(u, v)) alors

{
d [v ]← d [u] + w(u, v)

π(v)← u

4. retourner d et π

58



Exemple

A

B C

D E

F

2
3

1

2 1

1

3

1
2

5

5

les couples correspondent à (d(.), π(.))

Q A B C D E F

I {ABCDEF} (0, ∅) (∞, ∅) (∞, ∅) (∞, ∅) (∞, ∅) (∞, ∅)

1 {BCDEF} (0,A) (2,A) (5,A) (1,A) (∞, ∅) (∞, ∅)
2 {BCEF} (0,A) (2,A) (4,D) (1,A) (2,D) (∞, ∅)
3 {CEF} (0,A) (2,A) (4,D) (1,A) (2,D) (∞, ∅)
4 {CF} (0,A) (2,A) (3,E ) (1,A) (2,D) (4,E )
5 {F} (0,A) (2,A) (3,E ) (1,A) (2,D) (4,E )
6 ∅ (0,A) (2,A) (3,E ) (1,A) (2,D) (4,E )

Complexité de l’algorithme: O(|V |2)
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Complexité de l’algorithme: O(|V |2)

59



Exemple

A

B C

D E

F

2
3

1

2 1

1

3

1
2

5

5

les couples correspondent à (d(.), π(.))
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