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SPÉCIALITÉ INFORMATIQUE

présentée et soutenue publiquement le 10 Septembre 2007

par

Mohamed-Hamed MOUSA

CALCUL EFFICACE ET DIRECT DES REPRÉSENTATIONS DE
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Bruno Lévy Chargé de recherche, LORIA/INRIA Lorraine Examinateur

Samir Akkouche Professeur, Université Lyon I Directeur de thèse
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Chapitre 1

Introduction

Les progrès des outils d’acquisition, de modélisation, et de visualisation

d’objets 3D ont provoqué l’augmentation du nombre de modèles 3D dispo-

nibles sur le WEB ou dans des bases spécialisées. Le traitement efficace des

objets géométriques exige - comme dans tous les autres domaines de l’infor-

matique - la conception des structures de données appropriées. Pour chaque

problème spécifique dans le traitement de géométrie, nous pouvons identifier

un ensemble d’opérations par lesquelles le calcul est dominé et par conséquent

nous devons choisir une représentation appropriée qui soutient l’exécution ef-

ficace de ces opérateurs.

Dans la littérature, de nombreux travaux ont donc contribué au développe-

ment de méthodes efficaces pour représenter et manipuler ces objets 3D. Nous

pouvons distinguer différents types de représentations d’objets 3D, parmi les-

quelles les représentations combinatoires du type maillage, les représenta-

tions algébriques et les représentations discrétisées du type voxel.

– Représentation par surface polyédrale. Dans cette catégorie, les mo-

dèles sont représentés par leur frontière [11, 19] composée d’un en-

semble de facettes polygonales planaires. Ces polygones sont limités

par un ensemble d’arêtes, chacune définie par ses deux extrémités.

Les maillages triangulaires constituent la forme la plus populaire de

surfaces polyédrales (cf. la figure 1.1(a)).

– Représentation algébrique. Dans la catégorie des surfaces algébriques,

on trouve notamment les surfaces implicites qui sont décrites par

une équation implicite de type f(x, y, z) = 0.

– Représentation par voxel. C’est une représentation de l’objet par une

1



2 CHAPITRE 1 : Introduction

union de régions unitaires et élémentaires disjointes [79, 57], ap-

pelées voxels (cf. la figure 1.1(b)). À la différence de la représenta-

tion par frontières, elle est particulièrement utile pour représenter

les données volumiques. L’exactitude de cette représentation dépend

de la taille des voxels.

(a) (b)

FIG. 1.1 – Représentation d’une tasse par un maillage triangulaire (a) et par
voxel (b). (images extraites de [8])

La conversion d’une représentation par voxel ou d’une surface implicite en

une représentation par surface polyédrale peut être faite par application de la

technique du Marching Cubes [60].

Les représentations maillées et implicites des objets facilitent la manipula-

tion d’objets 3D. Cependant, ces représentations ne sont pas toujours satisfai-

santes dans certaines applications, comme par exemple le filtrage. Certaines

représentations ont été proposées qui s’intéressent plus particulièrement à la

décomposition fréquentielles d’objets 3D. Elles sont utilisées dans une variété

d’applications comme par exemple, la représentation multirésolusion, la re-

connaissance de forme, le filtrage, etc. Le travail présenté dans cette thèse

s’inscrit dans cette problématique.

1.1 Représentations fréquentielles

On assiste ces dernières années à un regain d’intérêt pour les représenta-

tions multirésolution et le filtrage de surfaces. L’approche la plus utilisée est la

construction de représentations fréquentielles utilisant la décomposition d’un

signal représentant l’objet dans des bases de fonctions [59, 109]. Les basses

fréquences du signal correspondent aux traits grossiers de l’objet alors que les
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hautes fréquences correspondent aux détails plus fins et au bruit. Les com-

posantes correspondant aux basses fréquences suffisent pour représenter et

capturer la forme globale de l’objet.

La plupart des méthodes spectrales ont un cadre commun, qui peut être,

en gros, résumé comme suit :

1. Utilisation d’un domaine de paramétrisation des formes 3D, dont le choix

dépend de l’application.

2. Détermination d’un ensemble de fonctions de base orthogonales.

3. Calcul des produits scalaires entre une fonction définissant l’objets et ces

fonctions de base.

Ces produits scalaires définissent le spectre du développement de la fonction

donnée par rapport à cet ensemble de fonctions de base. Grâce à la propriété

d’orthogonalité de ces dernières, le développement est unique. Un ensemble de

fonctions de base très utilisé est constitué des fonctions propres de l’opérateur

Laplacien (cf. la section 2.1.3). Dans le cas continu, ces fonctions propres cor-

respondent aux exponentielles de Fourier dans le cas des domaines planaires

et aux harmoniques sphériques dans le cas des domaines sphériques.

En raison de leur contribution à des applications variées (l’éclairement glo-

bal [48, 9], le calcul de descripteurs de forme [28], la reconstruction de sur-

faces étoilées [97], et le filtrage de surfaces 3D [110], etc.), les harmoniques

sphériques sont le point de départ de nos travaux. Nous nous intéressons plus

particulièrement à la décomposition en harmoniques sphériques des fonctions

sphériques paramétrant les objets 3D. Les méthodes décrites dans la litté-

rature pour calculer la représentation en harmoniques sphériques de telles

fonctions sont toujours basées sur une voxelisation de l’espace dans lequel

est plongé l’objet. La précision de la représentation dépend alors de la taille du

voxel qui est difficile à prévoir pour une précision souhaitée.

1.2 Notre contribution

Dans cette thèse, nous proposons de calculer une représentation en har-

moniques sphériques directe et efficace des fonctions sphériques définissant

les maillages 3D, ceci sans voxelisation préalable. Puisque le calcul des har-

moniques sphériques est limité aux objets sphériques, nous nous sommes in-
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téressés dans un premier temps aux objets 3D étoilés par rapport à un point.

De tels objets comportent une paramétrisation sphérique naturelle. De plus,

ces objets peuvent être représentés par une fonction sphérique mesurant la

distance radiale des points de la surface par rapport au point d’étoilement.

Nous montrons comment les coefficients du développement de cette fonction

en harmoniques sphériques peuvent être calculés directement sur la descrip-

tion de maillage. En fait, les coefficients sont calculés par des évaluations sur

les triangles du maillage. Ceci nous permet de contrôler, par avance, la pré-

cision de la représentation en harmoniques sphériques de l’objet. Nous avons

ensuite poussé plus loin ce mode de calcul (calcul sans voxelisation) en mon-

trant que les coefficients des harmoniques sphériques peuvent être calculés

par des évaluations sur les arêtes du maillage. Ceci nous permet d’ajouter plus

de contrôle sur la précision de la représentation ainsi qu’un gain de temps non

négligeable par rapport à l’évaluation sur les triangles.

Pour les maillages non étoilés, les résultats précédents sont également va-

lables moyennant une conversion en plusieurs maillages sphériques ou une

paramétrisation sphérique préalable si l’objet est de genre zéro. Nous ap-

pliquons ensuite notre mode de calcul à la fonction sphérique associée au

maillage obtenu. Pour les maillages de genre non nul, les objets sont segmen-

tés en maillages étoilés. Puis, nous appliquons notre calcul des harmoniques

sphériques à ces sous maillages. Une représentation par surface implicite est

obtenue pour chacune des parties. Ces représentations seront fusionnées de

façon classique (mélange) pour recomposer l’objet en entier.

Enfin, nous illustrons l’efficacité de notre représentation en harmoniques

sphériques des maillages étoilés à travers un certain nombre d’applications

comme la représentation des formes définies à partir de nuages de points,

ainsi que le transfert de texture géométrique et la correction locale de surfaces

3D. La figure 1.2 illustre notre schéma pour calculer une représentation en

harmoniques sphériques à partir d’un objet 3D.

Cette thèse est organisée comme suit. Dans le chapitre 2, nous résumons

les différentes catégories de représentations fréquentielles des modèles 3D.

De plus, nous présentons les approches utilisant le calcul direct des caracté-

ristiques géométriques à partir de la description de l’objet. Dans le chapitre

3, nous profitons du fait que les maillages triangulaires 3D peuvent être dé-

composés volumiquement en un ensemble de tétraèdres signés. Pour calculer
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FIG. 1.2 – Représentation d’objets 3D en harmoniques sphériques.
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directement sur le maillage, la transformée en harmoniques sphériques de

la fonction indicatrice de l’intersection du volume de l’objet et une sphère.

Nous montrons également comment utiliser ce mode de calcul dans la recon-

naissance de formes 3D. Dans le chapitre 4, nous nous intéressons aux objets

étoilés par rapport à un point. Dans ce cas, la fonction sphérique concernée est

la fonction mesurant la distance radiale à partir du point d’étoilement. Nous

montrons comment calculer le développement de cette fonction en harmo-

niques sphériques directement sur les triangles et sur les arêtes du maillage.

Dans le chapitre 5, nous illustrons la manière par laquelle sera appliqué cette

représentation fréquentielle aux objets non étoilés. Il s’agit de traduire ces ob-

jets 3D en un ou plusieurs sous domaines sphériques. Nous présentons aussi

quelques applications de la représentation fréquentielle proposée. Enfin, nous

concluons ces travaux dans le chapitre 6.
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La décomposition fréquentielle d’un signal est intéressante pour l’analyse

des différents niveaux de détails présents dans le signal et s’applique au fil-

trage, à la compression et à la transmission progressive. Elle est utilisée pour

convertir un problème donné en autre problème équivalent plus facile à ré-

soudre. L’idée est de décomposer le signal en une base de fonctions ortho-

gonales. La forme globale du signal correspond aux basses et moyennes fré-

quences, alors que les hautes fréquences correspondent aux détails plus fins

et au bruit.

La transformée de Fourier est un outil utilisé pour la décomposition dans

des domaines très variés comme par exemple pour l’analyse de systèmes li-

néaires ou des systèmes systèmes optiques, et pour la modélisation de pro-

cessus aléatoires. La transformée de Fourier est une technique mathéma-

7
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tique permettant de déterminer le spectre de fréquences d’un signal. C’est

une représentation globale du signal qui ne permet pas d’analyser le compor-

tement fréquentiel local. Un algorithme très efficace [18] pour le calcul rapide

de cette transformée a été développé en 1965. Cette méthode, la Transformée

de Fourier Rapide TFR, sépare les fréquences paires des fréquences impaires

pour diminuer le nombre d’opérations.

A la différence des médias traditionnels ayant des fonctions ou des si-

gnaux régulièrement échantillonnés et définis sur la géométrie planaire, les

surfaces maillées sont le plus souvent courbes, de connectivité irrégulières et

leur paramétrisation continue demeure un problème géométrique ouvert. Elles

s’adaptent difficilement à l’analyse de Fourier et à la transformée de Fourier

discrète. Par conséquent, le défi principal pour le traitement des signaux géo-

métriques (DGP - “Digital geometry processing”) est d’essayer d’étendre les mé-

thodes opérant dans l’espace Euclidien aux paramétrisations naturelles des

surfaces à variété arbitraire. Le problème reste non résolu jusqu’à présent

même si de nombreuses tentatives ont eu lieu [94, 102, 110, 59].

Le filtrage de surfaces est considéré comme l’opération la plus importante

dans le domaine du traitement des signaux géométriques. Un filtre est une

opération très connue dans le traitement de signaux géométriques. Il atténue

certaines composantes d’un signal et en laisse passer d’autres. Un filtre modi-

fie (ou filtre) certaines parties d’un signal d’entrée dans le domaine spatial et

dans le domaine fréquentiel. On peut classer les filtres à partir de la forme de

leur fonction de transfert. Les filtres les plus courants sont de l’un des quatre

types suivants : passe-bas, passe-haut, passe-bande ou coupe-bande.

Grâce à cette opération de filtrage, la représentation fréquentielle des sur-

faces a reçu une grande attention durant ces dernières années [13, 34, 96, 46].

En fait, le problème consiste à interpréter une forme 3D comme un signal,

et à utiliser un ensemble de fonctions de base adapté à sa décomposition.

Les filtres passe-bas peuvent être appliqués pour réduire le bruit suscité par

les composants correspondants aux hautes fréquences, ou alors créer des ni-

veaux de détails pour les surfaces 3D.
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2.1 Décomposition des surfaces 3D

L’extension des méthodes de décomposition fréquentielles à la géométrie

de modèles 3D a fait l’objet de plusieurs travaux au cours de ces dernières

années. Conceptuellement, cette généralisation peut être accomplie par les

fonctions propres du Laplacien grâce aux propriétés de l’orthogonalité de ces

fonctions. Taubin [96, 95] a commencé le travail dans cette direction en propo-

sant des méthodes spectrales de maillages irréguliers en utilisant le Laplacien

discret afin d’appliquer le lissage Gaussien itératif aux maillages triangulaires.

Plus tard, cette méthode a été améliorée par Desbrun et al. [20] qui ont abordé

la difficulté de la discrétisation du Laplacien sur la géométrie en utilisant les

changements des courbures sur la surface pour la réduction du bruit. Même

si ces méthodes sont basées sur des concepts empruntés au traitement fré-

quentiel, elles ne calculent pas de façon explicite une représentation fréquen-

tielle de la surface de l’objet. Par conséquent, les filtres correspondants, tels

que le lissage Gaussien par exemple, doivent être développés dans le domaine

spatial.

Dans cette section, nous nous sommes intéressés aux méthodes qui peuvent

produire un ensemble de spectres à partir d’une surface 3D. Ces spectres

peuvent être explicitement analysés et manipulés. Dans la littérature, le cadre

commun de toutes les méthodes spectrales consiste à trois étapes principales :

– Choisir le domaine de paramétrisation, Ω, le plus adapté à l’application,

– Déterminer un ensemble de fonctions de base orthogonales, {ei}, dans ce

domaine de paramétrisation,

– Calculer les produits scalaires < f, ei >, appelés le spectre de fréquences,

entre une fonction f définissant l’objet et l’ensemble de ces fonctions

orthogonales.

Mathématiquement, les produits scalaires < f, ei > sont définis comme une

intégration sur le domaine Ω :

< f, ei >=

∫

Ω

feidω (2.1)

Le plus souvent dans la littérature, la fonction f sur laquelle sont calculés ces

produits scalaires est une fonction discrétisée sur une grille régulière car on

profite alors de techniques de calcul rapide similaires à la TFR. On commet

alors une erreur d’approximation de la fonction qui se reporte sur le calcul des
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coefficients et qui est directement liée à la résolution de la grille. Cette erreur

est difficile à maîtriser directement et localement : il est difficile de connaître

la résolution requise pour approximer les coefficients avec une tolérance fixée.

Selon l’ensemble de fonctions de base, nous pouvons classifier la décompo-

sition fréquentielle de surfaces 3D en plusieurs catégories comme par exemple

la décomposition par Fourier, par les harmoniques sphériques et par les vec-

teurs propres du Laplacien. Dans les sous sections suivantes, nous allons

détailler ces catégories ainsi que leurs principes de base.

2.1.1 Décomposition par transformée de Fourier

L’analyse de modèles 3D par des représentations fréquentielles utilisant

la transformée de Fourier a permis, entre autre chose, de travailler sur : la

mesure de similarité entre les formes 3D [100], la reconstruction de surface

[49], le filtrage de surface [75] etc.

Les techniques de traitement d’image exploitent avec succès les représen-

tations fréquentielles pour mettre en application une variété d’algorithmes de

traitement spectraux comme l’enlèvement de bruit, l’accentuation des contra-

stes dans une image, la détection et l’extraction de traits caractéristiques, le

sur-échantillonnage et le sous-échantillonnage [29]. L’extension de cette ap-

proche aux modèles géométriques généraux rencontre des difficultés dûes à

un certain nombre de limitations intrinsèques de la transformée de Fourier

conventionnelle. D’abord, elle exige une paramétrisation globale sur laquelle

les fonctions de base sont définies. Ensuite, la plupart des algorithmes néces-

sitent des modèles régulièrement échantillonnés. Nous allons montrer dans

cette section comment les méthodes actuelles ont surmonté ces limitations

pour représenter et manipuler les surfaces 3D par la transformée de Fourier.

Pauly et Gross [75] ont représenté des nuages de points de variétés ar-

bitraires par un ensemble de morceaux de surface. Le partitionnement de

la surface est fait de telle sorte que chaque morceau soit projetable sur son

plan moyen. L’ensemble de plans moyens sont considérés comme domaines

de paramétrisation dans lesquels les transformées de Fourier 2D peuvent être

appliquées. Les morceaux de surface peuvent être décrits par un ensemble

de champs de distance régulièrement échantillonnés sur la surface. En uti-

lisant ces morceaux de surface, les auteurs ont appliqué la transformée de

Fourier discrète (TFD) aux champs de distance définis sur ces morceaux pour
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FIG. 2.1 – Le pipeline de la méthode proposée par Pauly et Gross (image ex-
traite de [75]).

obtenir un ensemble de représentations fréquentielles locales. La figure 2.1

montre le pipeline de la méthode. Dans la première étape, le nuage de points

est décomposé en un certain nombre de patchs surfaciques qui recouvrent le

modèle. Un patch surfacique est défini comme une collection de points échan-

tillonnés d’une région connexe de la surface. Le découpage du nuage de points

est fait de sorte que la surface représentée par chaque patch peut être expri-

mée comme champ de distance sur un domaine planaire. Chaque morceau de

la surface est échantillonné sur une grille régulière. Ensuite, la transformée

de Fourier discrète est appliquée au champ de distance défini sur ce mor-

ceau pour obtenir une représentation spectrale locale. En utilisant les filtres

spectraux appropriés, les auteurs ont pu directement manipuler le spectre de

Fourier pour réaliser une variété d’effets tels que la suppression du bruit ou

son accentuation.

Kazhdan [49] a utilisé une représentation fréquentielle de la fonction indi-

catrice d’un volume borné par un nuage de points orientés pour trouver une

approximation de la surface représentative des points. Le domaine de paramé-

trisation dans ce cas est l’espace cubique englobant le nuage de points dans

lequel les transformées de Fourier 3D peuvent être appliquées. Cette approche

profite du fait qu’un ensemble de points orientés prélevés de la surface d’un

modèle fournit de façon précise assez d’informations pour calculer les inté-

grales surfaciques. Kazhdan a utilisé la théorie de Stoke pour transformer les

intégrations volumiques de la transformée de Fourier en des intégrations sur-

faciques sur le nuage de points. Étant donné un modèle solide M et sa fonction
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indicatrice χM , on peut calculer les coefficients de Fourier de χM par :

χ̂M(l,m, n) =

∫ ∫ ∫

R3

χM(x, y, z)e−i(lx+my+nz)dxdydz

=

∫ ∫ ∫

M

e−i(lx+my+nz)dxdydz

(2.2)

En utilisant la théorie de Divergence, l’intégration volumique est simplifiée par

une intégration surfacique comme suit :

χ̂M(l,m, n) =

∫ ∫ ∫

M

e−i(lx+my+nz)dxdydz

=

∫

∂M

< Fl,m,n, ~n > ds

(2.3)

où ∂M est la surface de M , ~n(p) est la normale à la surface au point p et Fl,m,n

est un champ vectoriel satisfaisant la condition suivante :

(∇ · Fl,m,n)(x, y, z) = e−i(lx+my+nz) (2.4)

Le point intéressant de cette méthode est que le calcul de la représentation

fréquentielle du modèle peut être appliqué directement à un nuage de points

munis des normales. Dans cette approche, les données en entrée sont consti-

tues d’un ensemble de points orientés. Les coefficients de Fourier χ̂M de la

fonction χ peuvent être calculés en utilisant l’approximation de Monte Carlo :

χ̂M(l,m, n) =
1

N

N
∑

j=1

< Fl,m,n(pj), ~nj > (2.5)

Cependant, l’auteur utilise une voxelisation du nuage de points pour convertir

cette représentation fréquentielle en une formulation implicite. A partir de

cette formulation implicite, une surface approximant l’ensemble de points par

l’utilisation de la technique de marching cubes [64] est obtenue. La figure 2.2

illustre les étapes principales de la méthode en 2D.
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FIG. 2.2 – Les étapes principales de la méthode de Kazhdan (images extraites
de [49]).

2.1.2 Décomposition en harmoniques sphériques

Comme la transformée de Fourier, la transformée en harmoniques sphé-

riques a fait l’objet de nombreuses études dans le domaine de l’informatique

graphique. Elle a été utilisée dans des applications variés comme l’éclairement

global [32], le calcul de descripteurs de forme [51, 50], la reconstruction de

la surface approximant un ensemble de points étoilé par rapport à un point

[97], la représentation fréquentielle et filtrage de surfaces 3D [68, 110], etc.

La décomposition en harmoniques sphériques peut être appliquée aux do-

maines non sphériques en utilisant une paramétrisation sphérique. Celle-ci

est utilisée en particulier pour les formes 3D décrites par des maillages tri-

angulaires [110]. Les méthodes courantes pour calculer la représentation en

harmoniques sphériques de fonctions sphériques, dépendantes de l’applica-

tion, échantillonnent souvent ces fonctions sur une grille 2D régulière ou une

grille 3D entourant la sphère (voxelisation). Enfin, un algorithme est appliqué

sur cette grille régulière pour évaluer les coefficients des harmoniques sphé-

riques [36, 67, 92]. Dans cette partie, nous allons détailler quelques méthodes

de représentation en harmoniques sphériques des modèles.

Nous rappelons d’abord quelques définitions mathématiques utilisées dans

cette thèse. Nous allons présenter les notions de base du système de coordon-

nées sphériques ainsi que les harmoniques sphériques. Nous allons montrer

ensuite comment les fonctions sphériques sont décomposées sur la base des

harmoniques sphériques, cette décomposition s’appelle la transformée en har-

moniques sphériques, THS.
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2.1.2.1 Le système de coordonnées sphériques

Le système de coordonnées sphériques est un système permettant la repré-

sentation des figures géométriques dans l’espace tridimensionnel en utilisant

trois coordonnées (r, θ, ϕ) ; où r est la distance de l’origine, θ ∈ [0 π] est l’angle

FIG. 2.3 – Le système des coordonnées sphériques. Chaque figure géométrique
dans R3 est représentée par trois coordonnées (r, θ, ϕ).

avec l’axe z et ϕ ∈ [0 2π[ est l’angle avec l’axe x dans le plan xy. θ et ϕ sont par-

fois appelés les angles co-latitudinal et azimutal respectivement, (cf. la figure

2.3). Les trois vecteurs principaux sont :

r̂ =







cosϕ sin θ

sinϕ sin θ

cos θ






θ̂ =







cosϕ cos θ

sinϕ cos θ

− sin θ






ϕ̂ =







− sinϕ

cosϕ

0






(2.6)

Ces vecteurs de base sont orthogonaux, c’est à dire :

r̂ · r̂ = θ̂ · θ̂ = ϕ̂ · ϕ̂ = 1 (2.7)

r̂ · θ̂ = r̂ · ϕ̂ = θ̂ · ϕ̂ = 0 (2.8)

Pour évaluer numériquement ou symboliquement les intégrations dans

chaque système de coordonnées, il est très important de définir les éléments

différentiels de base tels que le gradient, le jacobien et les éléments de lon-

gueur et d’aire etc. On rappelle ici ces principaux éléments dans le système de

coordonnées sphériques.
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L’élément de longueur est :

ds = drr̂ + rdθθ̂ + r sin θdϕϕ̂ (2.9)

L’élément d’aire est :

da = r2 sin θdθdϕr̂ (2.10)

Le jacobien est :

J

(

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)

)

= r2 sin θ (2.11)

Le gradient est :

∇ = r̂
∂

∂r
+

1

r
θ̂
∂

∂θ
+

1

r sin θ

∂

∂ϕ
(2.12)

Le Curl d’un champ vectoriel F = (Fr,Fθ,Fϕ) est :

▽× F =



























1

r sin θ

[

∂(sin θFϕ)

∂θ
− ∂Fθ

∂ϕ

]

1

r

[

1

sin θ

∂Fr

∂ϕ
− ∂(rFϕ)

∂r

]

1

r

[

∂(rFθ)

∂r
− ∂Fr

∂θ

]



























[

r̂ θ̂ ϕ̂
]

(2.13)

Les coordonnées angulaires θ et ϕ permettent également de localiser un

point q sur la sphère d’unité S2.

2.1.2.2 Les harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques sont la partie angulaire de la solution de

l’équation de Laplace, ∇2f = 0, dans le système de coordonnées sphériques

(cf. Annexe A). Dans ce dernier, l’équation de Laplace est écrite comme suit :

∇2f =
1

r2

∂

∂r

(

r2∂f

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂f

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
= 0 (2.14)

Les harmoniques sphériques sont définis comme suit [15, 37] :

{Y m
l (θ, ϕ) : m ∈ Z, |m| ≤ l ∈ N} (2.15)
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Y m
l (θ, ϕ) = (−1)mk(l,m)Pm

l (cos θ)eimϕ (2.16)

où Pm
l est le polynôme de Legendre associé de degré l et d’ordre m [103] :

Pm
l (x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2 d

l+m

dxl+m
(x2 − 1)l (2.17)

et k(l,m) est la fonction de normalisation :

k(l,m) = (−1)m

√

2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
(2.18)

La figure 2.4 montre une représentation graphique de la partie réelle des pre-

miers termes Y m
l , 0 ≤ l ≤ 2. Alors que le tableau 2.1 donne la représentation

analytique des premiers harmoniques sphériques.

(a) Re(Y 0

0
)

(b) Re(Y −1

1
) (c) Re(Y 0

1
) (d) Re(Y 1

1
)

(e) Re(Y −2

2
) (f) Re(Y −1

2
) (g) Re(Y 0

2
) (h) Re(Y 1

2
) (i) Re(Y 2

2
)

FIG. 2.4 – La partie réelle de quelques premiers termes de Y m
l . La couleur

rouge représente les valeurs positives et la couleur verte représente les valeurs
négatives.
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Y 0
0 (θ, ϕ) = 1

2

√

1
π

Y −1
1 (θ, ϕ) = 1

2

√

3
2π

sin θ e−iϕ

Y 0
1 (θ, ϕ) = 1

2

√

3
π

cos θ

Y 1
1 (θ, ϕ) = −1

2

√

3
2π

sin θ eiϕ

Y −2
2 (θ, ϕ) = 1

4

√

15
2π

sin2 θ e−2iϕ

Y −1
2 (θ, ϕ) = 1

2

√

15
2π

sin θ cos θ e−iϕ

Y 0
2 (θ, ϕ) = 1

4

√

5
π

(3 cos2 θ − 1)

Y 1
2 (θ, ϕ) = −1

2

√

15
2π

sin θ cos θ eiϕ

Y 2
2 (θ, ϕ) = 1

4

√

15
2π

sin2 θ e2iϕ

Y 0
3 (θ, ϕ) = 1

4

√

7
π

(5 cos3 θ − 3 cos θ)

TAB. 2.1 – L’expression analytique de quelques premiers harmoniques sphé-
riques.

Décomposition en harmoniques sphériques Les harmoniques sphériques

constituent une base orthonormée dans l’espace de Hilbert L2(S2)1 où S
2 est

la sphère unité. On considère l’espace de Hilbert L2(S2) correspondant à l’en-

semble des fonctions sphériques de carré intégrables sur S2. En effet :

∫ 2π

0

∫ π

0

Y m
l (θ, ϕ)Y

m′

l′ (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ = δl,l′δm,m′ (2.19)

où δu,v est la fonction delta de Kronecker :

δu,v =

{

1 si u = v;

0 sinon.
(2.20)

1L’espace de Hilbert est un espace vectoriel linéaire muni d’un produit scalaire dont l’espace
normé est complet. C’est à dire que toute séquence d’éléments qui converge, converge vers un
élément de l’espace.



18 CHAPITRE 2 : État de l’art

=
∑

+ +

FIG. 2.5 – Le développement d’une fonction sphérique en harmoniques sphé-
riques.

Étant donné une fonction sphérique2 f : S2 −→ R ; f peut être exprimée par

une combinaison linéaire des harmoniques sphériques comme suit :

f(θ, ϕ) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

cl,mY
m
l (θ, ϕ) (2.21)

où les coefficients cl,m, appelés coefficients harmoniques d’ordre (l,m), sont le

produit scalaire < f, Y m
l > et sont égaux à :

cl,m = k(l,m)

∫ 2π

0

∫ π

0

f(θ, ϕ)Pm
l (cos θ)e−imϕ sin(θ)dθdϕ (2.22)

Les coefficients harmoniques cl,m sont complexes. Ils sont reliés entre eux par

la relation suivante :

cl,−m = (−1)mcl,m (2.23)

Ceci permet de faire la moitié du travail nécessaire autrement. La figure 2.5

montre un exemple de développement d’une fonction sphérique comme somme

de quelques harmoniques sphériques. Les harmoniques sphériques de degré

l génèrent un sous espace de dimension 2l + 1 dans L2(S2) correspondant aux

fonctions sphériques de largeur de bande l.

La transformée en harmoniques sphériques discrète Selon le théorème

d’échantillonnage de Nyquist, une fonction sphérique f ayant une largeur de

bande limitée β peut être reconstruite sans crénelage par au moins 4β2 échan-

tillons. De ce fait, le calcul de l’intégrale dans l’équation 2.22 est réduit à

une somme finie en utilisant un échantillonnage régulier dans les directions

2Sans perte de généralité, nous allons traiter dans cette section les fonctions sphériques
scalaires. L’extension vers les dimensions supérieures est directe.
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azimutales et polaires :

cl,m =

√
2π

2β

2β−1
∑

j=0

2β−1
∑

k=0

aβ
j f(θj , ϕk)P

m
l (cos θj)e

−imϕk (2.24)

où (θj , ϕk) = ( (2j+1)π
4β

, 2kπ
2β

) sont les points d’échantillonnage, et aβ
j est un poids

correspondant au terme sin θ dans l’intégrale.

Donc, la fonction f ayant une largeur de bande β peut être déterminée

par les β2 coefficients de son développement en harmoniques sphériques. La

complexité originale du problème est en O(β4).

2.1.2.3 Application de la THS discrète à l’analyse de formes 3D

Zhou el al. [110] ont présenté une nouvelle approche pour filtrer la surface

des maillages de variétés arbitraires à l’aide des harmoniques sphériques. Leur

contribution principale est un algorithme robuste de paramétrisation sphé-

rique. Cet algorithme permet de paramétrer une surface donnée de genre zéro

en trois signaux sphériques correspondant aux coordonnées des points sur la

surface. Ils supposent que les maillages d’entrée sont fermés et de genre zéro.

Les surfaces de genre non zéro sont d’abord coupées manuellement en sur-

faces de genre zéro. Un maillage avec des trous peut être manipulé comme

FIG. 2.6 – Les étapes de la méthode proposée par Zhou el al. (image extraite
de [110]).

fermé par l’insertion des triangles additionnels dans chaque trou. Comme

montré dans la figure 2.6, leur méthode du filtrage de surface se résume en

trois étapes suivantes :

– Paramétrisation sphérique. Le maillage d’entrée est d’abord simplifié
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FIG. 2.7 – La paramétrisation sphérique d’un maillage de genre zéro (image
extraite de [110]).

en un polyèdre convexe, qui sera projeté sur la sphère. Les sommets

décimés sont ensuite rajoutés sur la sphère dans l’ordre inverse dans

lequel ils sont supprimés (cf. la figure 2.7). Chaque fois qu’un point dé-

cimé est ajouté sur la sphère, la validité des maillages sphériques in-

termédiaires est maintenue, i.e les triangles de ces maillages ne se su-

perposent pas sur la sphère. Enfin, la paramétrisation sphérique asso-

cie pour chaque point sur la surface du maillage initial un point sur la

sphère. En construisant cette paramétrisation sphérique d’un maillage

de genre zéro, la surface du maillage est transformée en trois signaux

sphériques. Chaque signal correspond à une des trois coordonnées car-

tésiennes x, y ou z. Cette paramétrisation sera développée plus en détails

dans la section 5.1.1.

– L’échantillonnage. Pour utiliser la THS rapide, il est nécessaire d’échan-

tillonner régulièrement les trois signaux sphériques dans des directions

azimutales et polaires.

– Analyse et synthèse en harmoniques sphériques. Le signal sphérique

régulièrement échantillonné est décomposé en un ensemble de spectres

de fréquences en utilisant la THS rapide, et un nouveau signal régulier

peut être synthétisé à partir de ces spectres.

Puisque les maillages de genre non zéro ne sont pas topologiquement équiva-

lents à la sphère, des opérations supplémentaires sont nécessaires pour mani-

puler ces maillages avant le traitement. Comme étape de prétraitement, Zhou
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et al. [110] coupent les maillages de genre non zéro au niveau de quelques

courbes fermées définies par l’utilisateur afin de produire un nouveau maillage

ayant la même topologie qu’un sous ensemble de la sphère. Par la suite, leur

algorithme de paramétrisation sphérique et leurs techniques de filtrage sont

directement appliqués pour traiter de tels maillages de genre zéro.

Le problème des méthodes utilisant une paramétrisation sphérique d’une

forme 3D dans le but d’utiliser les harmoniques sphériques réside dans le

fait que la transformée en harmoniques sphériques ignore la corrélation entre

les coordonnées x, y, et z sur la sphère. De plus, la discrétisation régulière

sur la paramétrisation sphérique peut sous échantillonner quelques régions

importantes sur la sphère.

(a) Original (b) 82 harmoniques

(c) 162 harmoniques (d) 242 harmoniques

FIG. 2.8 – Représentation multirésolution de la fonction f (image extraite de
[83]).

Saupe et al. [83, 101] considèrent la transformée en harmoniques sphé-

riques d’une fonction définie à partir d’un maillage 3D pour générer un vec-

teur caractéristique de ce maillage. Dans une première étape, la forme 3D est

caractérisée par une fonction définie sur la sphère. En notant {Ti} l’ensemble

des triangles du maillage, la fonction sphérique f associée au modèle I = ∪iTi

est définie sur la sphère unité comme suit :

f : S
2 → R

f(u) = max
r
{r ≥ 0|p =

−→

O +r
−→
ou∈ I}

Cette fonction f(u) mesure l’extension radiale de l’objet dans les directions

données par
−→
ou∈ S2. Saupe et al. ont utilisé les harmoniques sphériques pour

décomposer la fonction f comme une combinaison linéaire
∑

l≥0

∑

|m|≥l clmY
m
l .
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Ici, clm sont les coefficients harmoniques. Ceux-ci sont calculés par échan-

tillonnage régulier sur la sphère aux points :

uij = (cosϕi sin θj , sinϕi sin θj , cos θj) (2.25)

où ϕi = 2iπ
n

, θj = (2j+1)π
2n

et n est choisi suffisamment grand. Dans le cas d’une

surface étoilée par rapport au centre de la sphère, ces coefficients peuvent être

utilisés pour reconstruire une approximation de l’objet à différents niveaux de

détails, (Figure 2.8).

Funkhouser et al. [28] se sont également intéressés à la reconnaissance de

formes utilisant les harmoniques sphériques. Ils considèrent l’intersection de

la surface avec des sphères de rayon différents et réutilisent la transformée

en harmoniques sphériques des fonctions indicatrices de ces intersections.

Un descripteur de forme 3D est ensuite extrait à partir de la transformée en

harmoniques sphériques de ces fonctions indicatrices [50]. Ce descripteur a

montré une plus grande efficacité par rapport aux autres méthodes de recon-

naissance de forme [100, 71, 83, 69, 78, 106, 108]. Les auteurs ont amélioré

leur descripteur de forme par l’intégration de la symétrie du modèle [51]. Les

étapes principales pour le calcul du descripteur pour un ensemble de poly-

gones sont montrées dans la figure 2.9 :

(a) (b) (c)

FIG. 2.9 – Calcul du descripteur de forme en harmoniques sphériques. (a) Le
modèle original. (b) La version discrétisée du modèle. (c) L’intersection avec la
sphère.

1. tout d’abord, la surface polygonale est discrétisée dans une grille de

voxels de taille 2R × 2R × 2R centrée au centre de masse et englobant

l’objet. La discrétisation est faite dans les directions des axes principaux
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x, y et z. La valeur de 1 est attribuée à une cellule si cette dernière inter-

secte au moins un polygone de la surface, et la valeur de 0 est attribuée

autrement. Le modèle est mis à l’échelle et transformé de telle sorte que

le centre de masse coïncide avec le point (R,R,R) et que la sphère englo-

bante du modèle a un rayon égal à R.

2. La grille de voxels est traitée comme une fonction binaire, χ, définie sur

l’ensemble des points situés à une distance inférieure ou égale à R du

centre de masse. La fonction χ est égale à 1 pour tous les voxels ayant la

valeur 1, et zéro sinon. La fonction χ est représentée dans les coordon-

nées sphériques comme :

χ(r, θ, ϕ) = Voxel(r cosϕ sin θ +R, r sinϕ sin θ +R, r cos θ +R) (2.26)

où r ∈ [0 R], θ ∈ [0 π] et ϕ ∈ [0 2π].

3. En restreignant la fonction χ aux différents rayons, on obtient une collec-

tion de fonctions binaires sphériques χr(θ, ϕ) = χ(r, θ, ϕ), r ∈ {0, 1, . . . , R}.
4. En utilisant les harmoniques sphériques, le développement de chaque χr

est exprimé comme somme de ses différentes fréquences :

χr =

β
∑

l

m=l
∑

m=−l

crlmY
m
l (2.27)

où β est la bande passante et le composant fréquentiel de degré l dans ce

développement est :

γl
r =

m=l
∑

m=−l

crlmY
m
l (2.28)

5. En combinant les composants fréquentiels γl
r correspondant aux diffé-

rents rayons, on obtient un descripteur géométrique bidimensionnel en

harmoniques sphériques dans la forme matricielle :
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(2.29)

où n est le nombre des sphères.
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Cependant, la discrétisation des modèles introduit des erreurs numériques

incontrôlables relatives à la taille du voxel dans les calculs des coefficients crlm.

2.1.3 Décomposition générale par le Laplacien

L’opérateur Laplacien ▽
2 est un opérateur, dans l’espace euclidien, continu

et différentiel de deuxième ordre applicable aux fonctions définies et dérivables

dans Rn. Il est défini comme la divergence du gradient ▽
2 = (DivGrad). Par

conséquent, il est égal à la somme de toutes les dérivées partielles deuxièmes

non mixtes. Par exemple, étant donnée une fonction f(x, y, z), le Laplacien de

cette fonction dans R3 est égal à :

▽
2f =

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
(2.30)

La généralisation du l’opérateur Laplacien aux fonctions définies sur les sur-

faces (ou plus généralement sur les variétés Riemanniennes) est l’opérateur de

Laplace-Beltrami. Il est pareillement défini comme la divergence du gradient.

Le gradient d’une fonction f dans ce cas est donné par :

∇f =
n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

gij ∂f

∂xj

) ∂f

∂xi
(2.31)

où gij est l’inverse du tenseur métrique, et défini par

gikg
kj = δj

i (2.32)

Donc, la forme de l’opérateur de Laplace-Beltrami appliqué à une fonction

scalaire est donnée par [82] :

▽
2f =

1
√

|g|

n
∑

i=1

n
∑

j=1

∂

∂xi

(

ggij ∂

∂xj

(

1
√

|g|
f

))

(2.33)

où g est le déterminant de gij.

L’ensemble des fonctions propres de ce opérateur est orthogonales et com-

plet. Nous pouvons ainsi décomposer les fonctions définies sur les surfaces

grâce à cet ensemble de fonctions propres. Dans les domaines planaires, les

fonctions propres du l’opérateur Laplace-Beltrami sont les fonctions exponen-
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FIG. 2.10 – Les coordonnées différentielles.

tielles de Fourier. Elles sont également les harmoniques sphériques dans les

domaines sphériques.

Étant donné un graphe G et A sa matrice d’adjacence, Taubin [96] a pro-

posé une discrétisation uniforme de l’opérateur Laplace-Beltrami L comme

suit :

L = I −DA (2.34)

où D est une matrice diagonale telle que Dii = 1
di

et di est la valence de sommet

i. Le premier vecteur propre du L est (1, 1, . . . , 1) et sa valeur propre correspon-

dante est 0. Le deuxième vecteur propre est appelé le vecteur de Fiedler [59].

Ce vecteur propre a plusieurs propriétés, entre elles il est un vecteur de per-

mutation fournissant un ordre naturel des sommets du maillage [42]. L’opé-

rateur L permet également de coder les coordonnées cartésiennes de chaque

sommet vi = (vix, viy, viz) en coordonnées laplaciennes δi = (δix, δiy, δiz) :

δi = vi −
1

di

∑

j∈N(i)

vj

où N(i) est le premier voisinage de vi, (cf. la figure 2.10). Les coordonnées la-

placiennes sont parfois appelées les coordonnées différentielles. Ces coordon-

nées sont utilisées souvent dans le domaine de l’informatique graphique pour

plusieurs objectifs tels que l’édition de maillage [91], le filtrage de maillages

irréguliers [96] et les représentations différentielles de maillages [30, 88]. Ce-

pendant, on ne peut pas appliquer une analyse fréquentielles aux coordonnées

différentielles. Par conséquent, toutes les opérations doivent être effectuées

dans le domaine spatial.

Karni et Gotsman [46] ont présenté une méthode pour représenter les

maillages triangulaires par les vecteurs propres de l’opérateur L. Leur ob-

jectif dans ce travail était la compression spectrale de maillage. Cette com-

pression est basée sur un partitionnement du maillage. La compression est

réalisée par la décomposition, ou projection, des fonctions de la géométrie,
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x = (v1x, . . . , vnx), y = (v1y, . . . , vny) et z = (v1z, . . . , vnz), de ces sous-maillages sur

les vecteurs propres de l’opérateur L :

x = αx
1e1 + αx

2e2 + . . .+ αx
nen (2.35)

y = α
y
1e1 + α

y
2e2 + . . .+ αy

nen (2.36)

z = αz
1e1 + αz

2e2 + . . .+ αz
nen (2.37)

où n est le nombre des sommets et ei sont les vecteurs propres de L. Par

cette décomposition, ils obtiennent des descriptions fréquentielles locales du

maillage. Cependant, les calculs explicites des vecteurs propres sont très coû-

teux et instables quand le nombre de sommets dans chaque partition est élevé.

Dans [47], Karni et Gotsman ont minimisé le calcul de vecteurs propres de La-

placien en approximant ces vecteurs par ceux d’un maillage régulier. Cepen-

dant, les vecteurs de base sont toujours des vecteurs dépendants seulement

de la connectivité de maillage et pas de la géométrie.

Sorkine et Cohen-Or [89] ont présenté une technique d’approximation de la

forme des maillages triangulaires irréguliers. Leur méthode approxime la géo-

métrie du maillage par une combinaison linéaire de vecteurs de base qui sont

des fonctions de la connectivité et des indices de quelques sommets dans le

maillage. Pareillement à la technique présentée par Karni et Gotsman [46], les

vecteurs de base sont des fonctions dans la connectivité de maillage seulement

et pas de la géométrie. Dans [90], la méthode précédente est améliorée par la

production des vecteurs de base relatifs à la géométrie et à la connectivité du

maillage en même temps.

Lévy [59] a étudié un type spécifique de fonctions de base hiérarchiques,

appelé les Harmoniques Variétés ou Manifold Harmonics, défini par les fonc-

tions propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami. Sur des objets plus géné-

raux, ceci définit une base de fonctions bien adaptée à la géométrie et à la

topologie de l’objet. Une fois la base des fonctions propres calculée, elle peut

être utilisée pour représenter une variété de fonctions sur la surface. La figure

2.11 montre comment un signal (ici la normale) peut être compressé par cette

base. Les vecteurs des normales sur le lapin sont bien approximés par 100 co-

efficients. Cette représentation du signal est intéressante d’un point de vue du

traitement de signal (par exemple, le filtrage peut être fait en temps réel, puis-

qu’une convolution est remplacée par un produit dans l’espace de fréquence).



2.1 Décomposition des surfaces 3D 27

FIG. 2.11 – Reconstruction d’un signal (ici la normale) en utilisant les fonctions
propres de base. Les variations des normales sur le lapin sont bien approxi-
mées par 100 coefficients [59].

C’est similaire à la manière par laquelle les transformées de Fourier peuvent

approximer les fonctions sur le plan ou sur la sphère, avec la différence que

la base des fonctions est adaptée à l’objet sur lequel les fonctions doivent être

définies. Cependant, ce n’est pas une manière efficace de compresser un si-

gnal, puisque la représentation exige également 100 coefficients par sommet

pour représenter les fonctions de base.

2.1.4 Décomposition en ondelettes sphériques

Pour finir, nous présentons ici la méthode de décomposition spectrale en

ondelettes sphériques utilisées dans la littérature. Comme la transformée en

harmoniques sphériques, les ondelettes sphériques permettent une analyse

du comportement spectral des fonctions définies sur une sphère.

L’une des limitations importantes de l’analyse de Fourier classique est son

incapacité à localiser les portions de la fonction dans lesquelles les variations

sont rapides, ni celles où ces variations sont lentes. Les ondelettes remédient à

cette limitation en fournissant des informations sur la localité des oscillations

des fonctions. La construction classique est limitée aux domaines simples

comme les intervalles et rectangles.

Dans le procédé de décomposition en ondelettes surfaciques [65], un maillage

de base (par exemple un icosaèdre) est subdivisé et déformé pour qu’il épouse

la surface à approximer. Le processus de subdivision consiste simplement à

partager chaque triangle du maillage en quatre nouveau triangles. Ces opé-
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FIG. 2.12 – Le procédé de décomposition en ondelettes surfaciques. (image
extraite de [65])

rations sont itérées jusqu’à la précision souhaitée. L’analyse multirésolution

est ensuite réalisée à l’aide de deux filtres A et B pour chaque niveau de ré-

solution (cf. la figure 2.12) et la reconstruction est assurée par les deux filtres

de synthèse P et Q. Les ondelettes surfaciques constituent un outil puissant

pour l’analyse multirésolution. Toutefois, dans le processus de simplification,

l’inconvénient majeur est la fusion systématique des faces par groupes de 4.

Si le maillage ne permet pas de telles fusions sur son intégralité, un rééchan-

tillonnage du maillage devient obligatoire et conduit à un maillage ayant plus

de faces que l’original [24]. Dans les ondelettes de seconde génération, pour

chaque niveau de résolution le maillage grossier et les détails sont obtenus res-

pectivement par projection sur une base de fonctions d’échelles et d’ondelettes.

La phase de construction de ces ondelettes appelée lifting [93]. Les ondelettes

de seconde génération a remédié à la limitation de topologie de maillage par

une phase de remaillage afin de construire un maillage semi-régulier appro-

chant l’objet initial et possédant une topologie propice à l’application d’une

décomposition en ondelettes.

Schröder et Sweldens [84] ont présenté une méthode pour décomposer les

fonctions scalaires, définies sur la sphère, en ondelettes sphériques. En effet,

l’extension de la décomposition classique en ondelettes aux domaines sphé-

riques est faite par la création d’une subdivision multiresolution sur la sphère

(cf. la figure 2.13). Grâce à cette méthode, chaque niveau de subdivision (ou

bien chaque niveau de détails) κ(j) est un sous ensemble du niveau supérieur

κ(j + 1). Les fonctions d’échelle {ϕj,k|j ≥ 0, k ∈ κ(j)} sont ensuite définies pour

l’ensemble de points {pj,k|j ≥ 0, k ∈ κ(j)} comme suit :

pj,k = pj+1,k =⇒ ∀k, k′ ∈ κ(j) : ϕj,k(pj,k′) = δk,k′
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(a) (b) (c)

FIG. 2.13 – La subdivision de la sphère en commençant par l’icosaèdre (a) et
ses subdivisions consécutives comme (b) et (c).

Les ondelettes sont donc données par ψj,m(p) = ϕj+1,m(p), pour plus de détails

sur les ondelettes sphériques, nous conseillons la lecture de [84].

Nous allons parler maintenant de la représentation à l’aide des ondelettes

des fonctions sphériques associées aux objets 3D. Praun et Hoppe [76] ont pré-

senté un algorithme robuste pour la paramétrisation sphérique qui applique la

surface d’un objet de genre zéro à un domaine sphérique. Ce domaine sphé-

rique permet à son tour d’appliquer la surface sur un octaèdre ou sur un

octaèdre déplié sur le plan. Ce dernier est appelé l’image de la géométrie. La

transformée classique en ondelettes est appliquée à cette image. Le but de

ce travail est la compression des objets 3D [40]. Praun et Hoppe ont égale-

ment appliqué l’algorithme de la transformée en ondelettes sphériques [84]

aux fonctions définies sur la sphère à l’aide de la paramétrisation sphérique

des objets.

D’une manière similaire, Jin et al. [43] ont proposé une méthode pour ta-

touer un maillage 3D. La méthode est basée sur une paramétrisation sphé-

rique [110] de ce maillage, puis sur la représentation en ondelettes sphériques

des fonctions définies à partir de cette paramétrisation sphérique.

Dans toutes les méthodes précédentes, l’utilisation d’un échantillonnage

régulier de la paramétrisation sphérique conformale peut aboutir à un sous

échantillonnage de régions importantes de la surface. Pour éviter cette incon-

vénient, la paramétrisation sphérique devrait être isométrique. L’état de l’art

présenté par Floater et Hormann [27] montre la difficulté de mettre au point

un algorithme de paramétrisation isométrique.
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2.2 Limites des calculs basés sur une voxelisation

et prémisses d’un calcul direct

Certaines applications nécessitent le calcul de caractéristiques importantes

d’une surface maillée comme, le volume borné par ce maillage, les moments

volumiques, ou les coefficients de la transformée de Fourier volumique de l’es-

pace délimité par ce maillage. Ces applications peuvent être par exemple, la

recherche et la récupération des modèles 3D dans une base de données [72],

où encore l’analyse de forme [78]. Intuitivement, nous pouvons calculer ces

caractéristiques en transformant le maillage du modèle en sa représentation

volumique définie par voxels [17, 104, 52]. Les caractéristiques seront ensuite

calculées dans cet espace de voxels. Cependant, la voxelisation d’un maillage

entraîne des erreurs numériques relatives à la taille de voxel. De plus, il est

très difficile de prévoir la taille de voxel satisfaisant une précision souhaitée.

En conséquence, il est plus efficace de calculer ces caractéristiques directe-

ment à partir de la représentation du maillage [58].

Lien [63] a introduit des principes mathématiques pour évaluer les opé-

rations coûteuses dans la conception géométrique assistée par ordinateur.

L’auteur s’est aperçu qu’un bon nombre de caractéristiques géométriques fré-

quemment utilisées s’expriment comme une intégration volumique d’une cer-

taine fonction f définie sur le maillage M :

I =

∫

M

f(x, y, z)dv (2.38)

Puisque l’opérateur d’intégration est un opérateur linéaire, le calcul direct

sur un polyèdre peut être évalué en prenant une décomposition de ce dernier

en des formes géométriques plus simples dont l’union représente ce polyèdre

lui-même. La figure 2.14 montre une décomposition d’un polyèdre 2D en une

union des triangles. Ainsi, une intégrale sur un polyèdre peut être calculée

facilement en le décomposant systématiquement en un ensemble de simplexes

et en sommant les résultats obtenus sur chacun d’eux. Cette méthode est

analytiquement exacte mais en pratique l’exactitude du résultat est limitée

par celle de l’arithmétique flottante. On peut noter que la complexité de cette

méthode est linéairement proportionnelle au nombre de sommets du polyèdre.

Pour effectuer le calcul direct, nous devons diviser les calculs sur les formes
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(a) (b)

FIG. 2.14 – La décomposition d’un polyèdre 2D en formes géométriques plus
simples (des triangles dans ce cas).

élémentaires du maillage qui sont des triangles en 2D et des tétraèdres en

3D. Dans ce cas, la complexité des calculs est proportionnelle au nombre de

formes élémentaires qui est, en général, beaucoup plus petit que le nombre de

voxels dans une représentation volumique équivalente. Zhang et Chen [107]

ont utilisé cette observation pour calculer l’aire et le volume d’un maillage

triangulaire ainsi que les moments volumiques et les coefficients de Fourier

de la fonction indicatrice de ce maillage. Nous allons résumer dans les deux

sous sections cette approche pour mieux comprendre l’approche que nous

avons utilisée dans les méthodes décrites aux chapitres 3 et 4.

2.2.1 L’aire et le volume d’un maillage

Le calcul du volume d’un modèle 3D n’est pas un travail trivial. Une pre-

mière approche consiste à convertir le modèle en une image 3D binaire dis-

crète définie comme un ensemble de voxels. La valeur de ‘1’ ou ‘0’ est attri-

buée à chaque voxel pour indiquer si ce point est à l’intérieur ou à l’extérieur

de l’objet. Le nombre de voxels à l’intérieur de l’objet, ou d’une manière équi-

valente, l’addition de toutes les valeurs de voxels dans l’espace discret, peut

être considérée comme approximation du volume du modèle. Cependant, il

est très difficile de prévoir la résolution de l’image binaire 3D satisfaisant une

précision souhaitée.
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(a) (b) (c)

FIG. 2.15 – (a) L’aire de maillage 2D. (b) L’ordre des sommets dans les triangles
d’un maillage 3D. (c) Les tétraèdres induits par les triangles du maillage.

2.2.1.1 L’aire du maillage 2D

Dans ce paragraphe, nous expliquons l’approche qui calcule directement

l’aire d’un maillage 2D. Un maillage 2D est simplement une forme 2D définie

par un polygone. Comme il est montré dans la figure 2.15(a), considérons

un maillage 2D avec les lignes en gras représentant ses bords. Bien que l’on

puisse discrétiser cet espace dans une image binaire 2D et calculer l’aire du

maillage en comptant les pixels à l’intérieur du polygone, les temps de calcul

restent linéaires par rapport au nombre de pixels intersectant le maillage.

Nous allons montrer que ce calcul peut être fait de manière exacte et en temps

linéaire par rapport au nombre de bords dans le maillage qui est beaucoup

moins élevé que nombre de pixels correspondants.

Puisqu’on connaît tous les sommets et bords du polygone, on peut calculer

la normale pour chaque bord facilement. Par exemple, la normale de l’arête

AB dans la figure 2.15(a) s’exprime de la manière suivante :

−→

NAB=
−(yB − yA)x̂+ (xB − xA)ŷ
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2
(2.39)

où (xA, yA) et (xB, yB) sont les coordonnées des sommets A et B, respective-

ment, et x̂ et ŷ sont les vecteurs unitaires des axes principaux. Ici, la normale

est définie comme un vecteur normalisé, perpendiculaire à l’arête correspon-

dante et orientée vers l’extérieur.

Après avoir déterminé les normales, on construit un ensemble de triangles

en reliant tous les sommets du maillage à l’origine. Chaque arête et l’origine
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forment un triangle qui sert de forme élémentaire pour le calcul. Nous attri-

buons un signe à l’aire des triangles selon la position de l’origine par rapport à

l’arête et à la direction de la normale correspondante. Si l’origine est du même

côté que la direction de la normale alors l’aire sera considérée comme négative

sinon, on dira qu’elle est positive. Par exemple, l’aire du triangle OAB (cf. la

figure 2.15(a)) est :

|Aire(OAB)| = |1
2
(−xByA + xAyB)| (2.40)

Le signe de Aire(OAB) est identique au signe du produit intérieur
−→

OA .
−→

NAB,

ceci est positif dans ce cas.

L’aire totale du maillage peut être calculée en sommant ces aires signées.

C’est-à-dire,

Airetotal =
∑

i

Aire(i) (2.41)

où la sommation est réalisée sur tous les triangles élémentaires. Le résultat

de l’équation 2.41 est garanti être positif quelque soit la position de l’origine.

2.2.1.2 Le volume du maillage 3D

La procédure ci-dessus peut être étendue au cas 3D. Avant de calculer le

volume, un certain prétraitement sur le modèle doit être appliqué pour assu-

rer que tous les polygones sont des triangles. Cette triangulation est mainte-

nant une méthode très classique, bien maîtrisée et utilisée dans de nombreux

domaines. La direction de la normale d’un triangle peut être déterminée par

l’ordre des sommets et de la règle de main droite, 2.15(b). Il est très facile de

satisfaire la condition de cohérence des normales. Pour chaque couple de tri-

angles voisins, si le bord commun est parcouru dans les deux sens, alors les

normales des ces deux triangles sont cohérentes. Par exemple, dans la figure

2.15(b), AB est le bord commun des triangles ACB et ABD. Dans le triangle

ACB, la direction est de B à A, et dans le triangle ABD, la direction est de A à

B, ainsi
→

NACB et
→

NABD sont cohérentes.

Dans le cas 3D, la forme élémentaire pour le calcul est le tétraèdre. Pour

chaque triangle, on relie chacun de ses sommets à l’origine pour former un

tétraèdre (Figure 2.15(c)).

Comme dans le cas 2D, nous attribuons un signe au volume des tétraèdres
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selon la position de l’origine par rapport au triangle et à la direction de la

normale correspondante. Si l’origine est du même côté que la direction de la

normale alors que le volume sera considéré comme négatif sinon, on dira qu’il

est positif. Dans la figure 2.15(c), le triangle ACB a la normaleNACB. Le volume

du tétraèdre OACB est :

|VOACB| = |
1

6
(−xCyBzA + xByCzA + xCyAzB − xAyCzB − xByAzC + xAyBzC)| (2.42)

car l’origine O est sur le côté opposé de NACB, le signe de ce tétraèdre est

positif. Le signe peut également être calculé par le produit intérieur
−→

OA .
→

NACB.

Le volume total du maillage peut être calculé en terme de ces volumes signés.

C’est-à-dire,

Volumetotal =
∑

i

Volume(i) (2.43)

où la sommation est réalisée sur tous les tétraèdres élémentaires.

2.2.2 Utilisation du calcul direct pour l’évaluation des Mo-

ments et de la transformée de Fourier

L’algorithme ci-dessus s’applique à chaque fois qu’une décomposition en

formes élémentaires dont les caractéristiques sont calculables de manière ex-

plicite. Par exemple, toutes les caractéristiques qui ont la forme d’une inté-

gration sur l’espace intérieur de l’objet peuvent être calculées avec cet algo-

rithme. Ceci inclut les moments, la transformée de Fourier, la transformation

par ondelettes, et beaucoup d’autres. Mais la difficulté consiste à évaluer ces

caractéristiques pour les formes élémentaires.

Les moments volumiques d’un maillage 3D sont définis comme suit :

Mpqr =

∫ ∫ ∫

xpyqzrχ(x, y, z)dxdydz (2.44)

où χ(x, y, z) est la fonction indicatrice du maillage :

χ(x, y, z) =

{

1 si (x, y, z) ∈ maillage
0 sinon.

(2.45)

et p, q, r sont les ordres du moment. Les moments centraux peuvent être

obtenus facilement à partir de l’équation 2.44. Puisque l’intégration peut être
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réécrite comme somme des intégrations sur chaque forme élémentaire :

Mpqr =
∑

i

si

∫ ∫ ∫

xpyqzrχi(x, y, z)dxdydz (2.46)

où χi(x, y, z) est la fonction indicatrice de la forme élémentaire i, et si est le

signe du volume de cette forme élémentaire.

La même approche peut être utilisée pour calculer un certain nombre de

moments de deuxième ordre pour les triangles et les tétraèdres qui sont in-

tensivement utilisés. Ci-dessous, quelques exemples pour les moments d’un

tétraèdre :

M000 =
1

6
(−x3y2z1 + x2y3z1 + x3y1z2 − x1y3z2 − x2y1z3 + x1y2z3) (2.47)

M100 =
1

4
(x1 + x2 + x3)M000 (2.48)

M200 =
1

10
(x2

1 + x2
2 + x2

3 + x1x2 + x2x3 + x1x3)M000 (2.49)

Pour plus d’exemple, voir [4].

Dans le paragraphe suivant, nous présentons l’utilisation du calcul direct

pour la transformée de Fourier. La transformée de Fourier de la fonction indi-

catrice d’un maillage 3D est définie par :

χ̂(u, v, w) =

∫ ∫ ∫

e−i(xu+yv+zw)χx,y,zdxdydz (2.50)

Puisque la transformée de Fourier est également une intégration sur l’espace à

l’intérieur du maillage, elle peut également être calculée en décomposant l’in-

tégration en des intégrations sur chaque forme élémentaire. La forme explicite

de la transformée de Fourier d’un tétraèdre est donné par :
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χ̂(u, v, w) = M000∗

(
i ∗ ei(ux1+vy1+wz1)

(ux1 + vy1 + wz1)(ux1 − ux2 + vy1 − vy2 + wz1 − wz2)(ux1 − ux3 + vy1 − vy3 + wz1 − wz3)
+

i ∗ ei(ux2+vy2+wz2)

(ux2 + vy2 + wz2)(ux2 − ux1 + vy2 − vy1 + wz2 − wz1)(ux2 − ux3 + vy2 − vy3 + wz2 − wz3)
+

i ∗ ei(ux3+vy3+wz3)

(ux3 + vy3 + wz3)(ux3 − ux1 + vy3 − vy1 + wz3 − wz1)(ux3 − ux2 + vy3 − vy2 + wz3 − wz2)
− i

(ux1 + vy1 + wz1)(ux2 + vy2 + wz2)(ux3 + vy3 + wz3)
)

(2.51)

Comme les moments de base et les coefficients de la transformée de Fourier

d’une forme élémentaire sont donnés explicitement, le calcul ci-dessus est très

efficace. La complexité est donc en O(n), où n est le nombre d’arêtes ou de

triangles dans le maillage. Les formules données dans cette section sont une

extension de travail commencé par Lien et Kajiya [62].

L’algorithme proposé n’a pas encore atteint sa forme idéale. Il est encore

difficile d’obtenir la forme explicite des moments d’ordre supérieur pour les

triangles et les tétraèdres notamment.

2.3 Synthèse

Dans ce chapitre, nous avons résumé les différentes catégories de repré-

sentations fréquentielles des modèles 3D. De plus, nous avons présenté les

approches utilisant le calcul direct des caractéristiques géométriques à partir

de la description de l’objet.

La décomposition générale A l’aide du Laplacien la décomposition fréquen-

tielle d’objets 3D est réalisée par décomposer les fonctions définies sur la géo-

métrie du maillage grâce aux vecteurs propres du Laplacien. Néanmoins, l’éva-

luation des vecteurs propres de la version discrète du Laplacien reste toujours

l’obstacle principal de ce genre de méthodes. Par contre, le problème peut être

simplifié dans certains domaines. Dans les domaines planaires, les fonctions

propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami sont les exponentielles de Fourier.

Ainsi, elles correspondent aux harmoniques sphériques dans les domaines

sphériques. Les transformées en harmoniques sphériques sont parfois appe-
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lées analyse de Fourier sur la sphère. L’utilisation de ces fonctions propres

accélère le temps de la décomposition car les fonctions propres du Laplacien

dans ce cas là sont bien définies. Dans les sous sections 2.1.1 et 2.1.2, nous

avons résumé les représentations fréquentielles par Fourier et par les harmo-

niques sphériques.

La représentation par Fourier L’extension de l’analyse par Fourier sur la

géométrie des objets permet de profiter des algorithmes développés pour les

images 2D. Néanmoins, l’échantillonnage de la surface sur une grille 2D régu-

lière - comme dans [75] - peut ignorer des régions importantes sur la surface.

Ainsi peut-il sur-échantillonner des régions moins détaillées. De la même ma-

nière, la discrétisation des objets sur une grille régulière 3D - la voxelisation -

introduit des erreurs numériques dans les calculs de coefficients de la repré-

sentation fréquentielle. En plus, il est très difficile de déterminer par avance

la taille des voxels qui satisfait une précision souhaitée.

Décomposition en harmoniques sphériques Le paramétrisation sphériques

permet de définir des fonctions sphériques sur la géométrie de l’objet. Cepen-

dant, pour satisfaire une précision définie par l’utilisateur avec moins d’échan-

tillonnage, nous avons besoin d’une paramétrisation sphérique plus lisse que

celle utilisée dans cette méthode. De plus, l’utilisation de trois fonctions pour

représenter les coordonnées x, y, z - comme proposent Zhou et al [110] - ignore

la corrélation entre les trois coordonnées dans le voisinage local sur la sur-

face de l’objet. D’autre part, la discrétisation des modèles sur une grille 3D -

comme propose Funkhouser et al. [28] - introduit des erreurs numériques re-

latives à la taille du voxel dans les calculs des coefficients crlm des harmoniques

sphériques. En fait, il est très difficile de prévoir la taille des voxels convenable

qui satisfait une précision souhaitée. D’ailleurs, quand la taille de voxel est

petite, la complexité de la méthode augmente énormément.

Le calcul direct Il est très important d’essayer calculer les caractéristiques

géométriques directement à partir de la description de la surface. Cependant,

les caractéristiques géométriques compliquées ne sont pas bien exploitées. Par

exemple, il n’est pas facile de trouver la forme explicite des moments de grand

ordre pour les forme élémentaires.
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Grâce aux développements des techniques de numérisation, modélisation

et de visualisation de formes 3D, on peut désormais trouver des modèles 3D

sur le web et dans certaines bases de données, en plus des textes et des images

2D généralement utilisés. Les formes 3D sont souvent représentées par des

maillages 3D. Le maillage 3D est une approximation de la surface par des

primitives géométriques simples, des polygones. La description du maillage

contient des informations sur les deux composantes principales du maillage,

sa géométrie et sa connectivité. La géométrie correspond à une liste de points ;

les sommets des polygones. Cette liste décrit les coordonnées tridimension-

nelles (x, y, z) des points. La connectivité décrit comment les points sont reliés

39
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entre eux pour assembler les facettes. Les maillages à base de simplexes -

les triangles pour la représentation de surfaces plongées en 3D, les tétraèdres

pour la représentation de volumes - sont actuellement les plus répandus.

Il peut être nécessaire de calculer certaines caractéristiques importantes

des surfaces 3D : par exemple, le calcul du volume, des moments volumiques,

les coefficients de la transformée de Fourier de la fonction indicatrice du vo-

lume délimité (cf. la section 2.2). Ces caractéristiques peuvent être utilisées

dans plusieurs applications : la recherche de similarité et la récupération de

modèles 3D dans une base de données [28], ainsi que l’identification et l’ana-

lyse de formes 3D [78].

Dans ce chapitre, nous allons montrer que nous pouvons calculer les coeffi-

cients de la transformée en harmoniques sphériques de la fonction indicatrice

représentant l’intersection d’une sphère et le volume délimité par un maillage

3D directement à partir de la donnée des triangles composants le maillage.

Dans ce cas, la fonction sphérique concernée est la fonction indicatrice de

l’intersection du maillage et une sphère Sr. Nous commencerons d’abord par

expliquer la distribution de calcul sur les formes élémentaires du maillage.

Nous présenterons ensuite l’évaluation numérique de ce calcul à l’aide de la

méthode de Monte Carlo.

3.1 Définition de la tranche sphérique

(a) (b)

FIG. 3.1 – L’intersection du volume du maillage et une sphère. (a) Le volume
du maillage M . (b) L’intersection avec la sphère.

Étant donné une surface fermée, approximée par un maillage M , plongée
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dans l’espace R3, on considère le volume solide V borné par M (cf. la figure

3.1(a)). On considère ensuite l’intersection de V avec la sphère Sr de rayon r

et centrée en un point fixe P (cf. la figure 3.1(b)). L’intersection Mr = V ∩ Sr est

une région sphérique. Supposons que χr est la fonction indicatrice de Mr :

χr : Sr −→ {0, 1}

χr(p) =

{

1 si p ∈ Mr

0 sinon
(3.1)

Nous pouvons approximer cette fonction indicatrice χr par une combinaison

linéaire des harmoniques sphériques Y m
l (θ, ϕ). Théoriquement, cette somme

s’écrit donc comme suit :

χr(θ, ϕ) =

∞
∑

l=0

∑

|m|≤l

crlmY
m
l (θ, ϕ) (3.2)

Cette expansion correspond à une décomposition fréquentielle de χr. En pra-

tique, les coefficients de grands ordres correspondent aux détails fins de l’objet

et du bruit. On peut donc filtrer la décomposition et supprimer ces détails en

limitant la somme à une largeur de bande β :

χ̃r(θ, ϕ) ≈ round





β
∑

l=0

∑

|m|≤l

crlmY
m
l (θ, ϕ)



 (3.3)

où round(u) est la valeur arrondie de u.

Une collection de telles approximations (χ̃r) de la fonction indicatrice χr,

pour plusieurs valeurs de r, s’est avérée utile comme descripteur de forme

pour rechercher et identifier les objets tridimensionnels [50, 28, 83].

Nous allons montrer comment nous pouvons calculer rapidement et préci-

sément les coefficients de la représentation de la fonction χr en harmoniques

sphériques. Grâce à ces calculs, l’évaluation de chaque coefficient crlm est de

complexité O(n), où n est le nombre de triangles du maillage M . Pour obtenir la

représentation filtrée de la fonction χr en harmoniques sphérique, il y a aussi

une dépendance au nombre de coefficients à calculer (i.e. une dépendance en

β).
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3.2 Décomposition simpliciale

FIG. 3.2 – La décomposition simpliciale du volume du maillage M .

Le volume V peut être défini comme une union signée de tétraèdres, chaque

tétraèdre était défini par un triangle du maillage M et un point P fixé (cf. la

figure 3.2). Supposons que les orientations des triangles sont consistantes,

c’est-à-dire que le bord partagé, par chaque couple de triangles voisins, a deux

directions différentes. Le tétraèdre est dit négatif si la normale du triangle est

orientée du côté du point P et positif sinon.

Supposons que {Hk, k = 1, . . . , n} dénote l’ensemble de tétraèdres signés.

Nous divisons {Hk} en deux sous-ensembles {H+
i } et {H−

j } correspondant à

l’ensemble des tétraèdres positifs et à l’ensemble des tétraèdres négatifs res-

pectivement. Le volume signé V borné par le maillage triangulaire M peut être

représenté comme suit :

V =

(

⋃

i

H+
i

)

−
(

⋃

j

H−
j

)

(3.4)

Plus formellement, ceci signifie qu’un point est dans V si la somme des signes

de tous les tétraèdres qu’il occupe est positive et en dehors de V sinon. Zhang

et al. [107] ont montré que cette décomposition peut être utilisée pour calcu-

ler des moments volumiques globaux sur V comme somme signée de moments

volumiques correspondants calculés sur chaque tétraèdre de cette décompo-

sition volumique (cf. la section 2.2.2) :

moment(V ) =
∑

k

sign(Hk)×moment(Hk). (3.5)
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Nous nous sommes inspirés de cette propriété pour calculer la transfor-

mée en harmoniques sphériques de la fonction indicatrice χr. Pour cela, nous

allons montrer que l’intersection Mr = V ∩ Sr est une somme signée des tri-

angles sphériques {Tk; k = 1, ..., sn} induits par les intersections de Sr avec les

tétraèdres de V . Donc, χr s’écrit comme suit :

χr(θ, ϕ) =
∑

k

sign(Tk)χ
r
Tk

(θ, ϕ) (3.6)

où χr
Tk

est la restriction de la fonction indicatrice χr sur le triangle sphérique

Tk et sign(Tk) est le même signe du tétraèdre dont Tk est issu. Nous allons voir

que plusieurs triangles sphériques peuvent être issus d’un même tétraèdre.

Ainsi les coefficients crl,m de la transformée en harmoniques sphériques de χr

sont donnés par :

crl,m =
∑

k

sign(Tk)c
r
l,m|Tk

(3.7)

où crl,m|Tk
sont les coefficients de la transformée en harmoniques sphériques de

la fonction indicatrice partielle χr
Tk

des triangles sphériques Tk, et sont calculés

par :

crl,m|Tk
=

∫ ∫

S2

χr
Tk

(θ, ϕ)Y m
l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ (3.8)

Cette équation montre que la forme élémentaire pour le calcul des coef-

ficients des harmoniques sphériques est le triangle sphérique. Donc, afin de

calculer ces coefficients harmoniques de la fonction indicatrice χr, il est suffi-

sant de calculer les coefficients correspondants de la fonction indicatrice χr
Tk

pour chaque triangle sphérique Tk.

3.3 Intersection avec la sphère

La décomposition de Mr en une union signée des triangles sphériques est

obtenue à partir de l’intersection de la sphère Sr avec l’ensemble des tétraèdres

signés {Hk}. Étant donné un triangle ABC du maillage M , il y a quatre cas

généraux pour l’intersection de Sr avec le tétraèdre PABC, rappelons que P

est le centre de la sphère.

Dans le premier cas, les trois sommets A, B et C du triangle sont à l’inté-

rieur de la sphère Sr. Alors, le tétraèdre PABC n’a aucune contribution sur la
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(a) A, C ∈ Sr. EG est le seul
arc non géodésique.

(b) A ∈ Sr. EG est le seul arc
non géodésique.

(c) A ∈ Sr. Sr intersecte
deux fois le bord BC. EE′ et
GG′ sont les seuls arcs non
géodésiques.

FIG. 3.3 – Les cas d’intersections de la sphère Sr et un tétraèdre PABC.

sphère Sr car il n’y a pas d’intersection avec la sphère Sr.

Dans le deuxième cas (cf. la figure 3.3(a)), un des trois sommets du triangle

est à l’extérieur de la sphère Sr. Supposons que c’est le sommet B. L’intersec-

tion du tétraèdre PABC avec la sphère Sr est un triangle sphérique EFG dont

les trois sommets sont ceux de l’intersection entre Sr avec les bords AB, PB

et CB. Nous pouvons également noter que les arcs
⌢

EF et
⌢

GF sont géodésiques

alors que l’arc
⌢

EG ne l’est pas.

Dans le troisième cas, deux des trois sommets du triangle sont à l’extérieur

de la sphère Sr. Supposons que ce sont les sommets C et B qui se trouvent

en dehors de Sr. Donc Sr intersecte le tétraèdre PABC soit en quatre points

(cf. la figure 3.3(b)), soit en six points (cf. la figure 3.3(c)). Dans les deux si-

tuation nous pouvons voir l’intersection comme une union de deux triangles

sphériques T1∪T2. Dans la situation de quatre points d’intersection, T1 = EFW

et T2 = EWG. Dans l’autre situation, T1 = EFE ′ et T2 = WGG′. Dans les deux

cas, il n’y a que deux arcs non géodésiques au maximum.

Dans le quatrième cas (cf. la figure 3.4(a)), les trois sommets A, B et C du

triangle sont tous à l’extérieur de la sphère Sr. Donc Sr intersecte le tétraèdre

PABC en trois points E, F et G. Ces trois points forment un triangle sphérique

T dont les trois arcs,
⌢

EF ,
⌢

FG et
⌢

GE, sont tous géodésiques. A cause de la

concavité de la sphère Sr, une partie du triangle ABC pourrait être à l’intérieur
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(a) A, B, C /∈ Sr. Tous les
arcs sont géodésiques.

(b) A, B, C /∈ Sr. Cependant ABC intersecte la sphère.

FIG. 3.4 – Les cas d’intersections de la sphère Sr et un tétraèdre PABC.

de Sr (cf. la figure 3.4(b)). Dans cette situation, le triangle sphérique T ne

se trouve pas entièrement à l’intérieur du tétraèdre PABC. Pour traiter ce

cas, considérons un point Q ∈ ABC se trouvant à l’intérieur de la sphère Sr.

Alors le tétraèdre PABC peut être vu comme union de trois tétraèdres, PABQ,

PBCQ et PCAQ. Chacun de ces trois tétraèdres peut être traité comme décrit

dans le deuxième cas (cf. les figures 3.3(b) et 3.3(c)). Nous pouvons également

noter que ces trois tétraèdres produisent des triangles sphériques contenant

au maximum un arc non géodésique pour chacun.

3.4 Les coefficients harmoniques d’un triangle sphé-

rique

Dans cette section, nous décrivons le calcul des coefficients harmoniques

d’un triangle sphérique T . La description est donnée en toute généralité pour

un triangle sphérique quelconque. Nous verrons ensuite les éventuels cas par-

ticuliers.

Afin de trouver les coefficients crl,m|T pour la fonction caractéristique χr
T ,

nous devons évaluer l’intégrale :

crl,m|T =

∫ ∫

S2

χr
T (θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ (3.9)
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FIG. 3.5 – Paramétrisation du triangle sphériques.

où Y m
l sont les harmoniques sphériques de degré l et d’ordre m, l ≥ 0, |m| ≤ l,

θ ∈ [0 π] est l’angle polaire avec l’axe z et ϕ ∈ [0 2π[ est l’angle azimutal avec

l’axe x dans le plan xy (cf. la figure 2.3).

L’intégration réalisée dans l’équation 3.9 peut être ramenée de S2 au tri-

angle sphérique T sur lequel la fonction indicatrice χr
T est non nulle. Ainsi

crl,m|T est réduit à :

crl,m|T =

∫ ∫

T

Y m
l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ

=

∫ ϕ2

ϕ1

∫ θ2(ϕ)

θ1(ϕ)

Y
m

l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ
(3.10)

θ et ϕ correspondent à une paramétrisation du triangle EFG (cf. la figure 3.5).

Bien que l’expression directe des harmoniques sphériques sur un triangle

sphérique puisse paraître simple, les paquetages symboliques offerts par Math-

lab ou Mathematica n’offrent pas la possibilité de calculer l’intégration expri-

mée en équation 3.10 au delà de l’ordre l = 24. De plus, la relation entre θ et ϕ

sur les frontières du domaine de l’intégration est non linéaire. Nous proposons

donc une approche numérique générale, que nous décrivons plus tard dans la

section 3.5.

3.4.1 Cas spéciaux

Dans cette sous-section, nous décrivons trois cas spéciaux de triangle

sphérique. Dans le premier cas, le triangle sphérique traverse le grand demi-

cercle ϕ = 0 (cf. la figure 3.6(a)). Dans ce cas, les limites de ϕ ne sont pas dans

l’ordre correct si on intègre de ϕ1 = min(ϕ) à ϕ2 = max(ϕ). Pour résoudre ce



3.4 Les coefficients harmoniques d’un triangle sphérique 47

(a) (b)

FIG. 3.6 – Deux cas spéciaux pour θ et ϕ. (a) Le triangle sphérique traverse le
grand demi-cercle ϕ = 0. (b) Le triangle sphérique contient un des deux points
de singularité sur la sphère, le pôle nord ou le pôle sud.

problème, nous inversons les limites de ϕ et intégrons comme suit :

crl,m|T =

∫ 2π

ϕ2

∫ θ2(ϕ)

θ1(ϕ)

Y
m

l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ+

∫ ϕ1

0

∫ θ2(ϕ)

θ1(ϕ)

Y
m

l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ (3.11)

Dans le deuxième cas, le triangle sphérique contient un des deux points

de singularité sur la sphère, le pôle nord ou le pôle sud (θ correspond à 0 ou

π respectivement). Les limites de θ peuvent mener à des résultats incorrects.

Sans perte de généralité, considérons le triangle sphérique contenant le pôle

nord N . Pour résoudre ce problème, nous divisons le triangle T = EFG en

trois triangles sphériques T1 = NEF , T2 = NFG et T3 = NGE et puis nous

calculons la somme des intégrations sur chacun de ces triangles sphériques

individuellement (cf. la figure 3.6(b)).

Dans des cas rares, le triangle sphérique peut être dégénéré. Ce cas se

produit lors de l’intersection de la sphère Sr avec un tétraèdre dégénéré dont

les quatre sommets sont coplanaires, c’est-à-dire ayant un volume nul. Le

triangle sphérique dans ce cas est réduit à un arc géodésique sur la sphère.

Ainsi, l’intégration surfacique sur la sphère pour cet arc est 0 (θ1(ϕ) = θ2(ϕ)

dans l’équation 3.10). Ceci est cohérent avec le fait que ce tétraèdre n’a aucune

contribution au volume du modèle.
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3.5 Évaluation numérique et contrôle de l’erreur

Dans cette section, nous allons montrer comment il est possible d’évaluer

les intégrations de coefficients des harmoniques sphériques présentées dans

ce chapitre à l’aide de la méthode de Monte Carlo. Après un bref rappel de

la stratégie de ces méthodes, nous présenterons ensuite leur utilisation pour

évaluer les coefficients crl,m|T sur le triangle sphérique T .

3.5.1 La méthode de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo tirent leur nom du fait qu’elles font appel

à des nombres aléatoires pour résoudre un problème. Ce sont des méthodes

de nature statistique, et elles constituent un outil mathématique très général,

dont le champ d’application est très vaste. Les problèmes résolus sont, entre

autres : intégration d’équation différentielle, inversion de matrice, transport

de particules (tels que neutrons, électrons, photons), mécanique des fluides,

mathématiques financières, etc. [10, 16]

Pour chaque application, ou suivant la nature du problème envisagé, la

méthode de Monte Carlo employée a ses propres caractéristiques ; le “seul”

point commun entre elles est l’utilisation de nombres aléatoires pour décrire

le caractère stochastique des phénomènes ou pour résoudre des problèmes

plus complexes ne pouvant être traités directement de manière efficace (par

exemple, intégration d’équation différentielle avec des conditions aux limites

non-homogènes).

3.5.1.1 Méthode de Monte Carlo en 1D

Dans le cas 1D, supposons que l’intégrale à approcher par Monte Carlo

est :

I =

∫ α2

α1

g(x)dx (3.12)

en écrivant I sous la forme

I = (α2 − α1)E(g(U)) (3.13)

et en approchant E(g(U)). Ici, U est une variable aléatoire suivant une distri-

bution uniforme sur ]α1, α2[ et E(g(U)) représente l’espérance mathématique de
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la variable aléatoire g(U). Pour ce faire, on utilise la loi des grands nombres :

si {Ui}i∈N∗ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes,

indépendantes de U , et de distribution uniforme sur ]α1, α2[ alors :

lim
n→+∞

1

n

n
∑

i=1

g(Ui) = E(g(U)) (3.14)

En autres termes, si u1, . . . , un sont des nombres tirés au hasard uniformément

dans ]α1, α2[, 1
n

∑n
i=1 g(ui) est une approximation de I

(α2−α1)
. L’écart type σ est

égale à :

σ =

√

√

√

√

1

n

n
∑

i=1

g2(ui)− I2
n (3.15)

Algorithme 3.1 Évaluation par la méthode Monte Carlo en 1D.
ENTRÉE: g : fonction à intégrer sur ]α1, α2[ ; n : nombre de tirages uniforme au

hasard sur ]α1, α2[ ;

SORTIES: Q ≈
∫ α2

α1

gdx et l’écart type σ

1: i ← 1 ;
2: S ← 0 ;
3: T ← 0 ;
4: tantque i ≤ n faire
5: U(i)← α1 + (α2 − α1) rand() ;
6: S ← S + g(U(i)) ;
7: T ← T + g(U(i)) ∗ g(U(i)) ;
8: fin tantque
9: M1 ← S/n ;

10: M2 ← T/n ;
11: Q← (α2 − α1) ∗M1 ;
12: σ ← (M2 −M1 ∗M1)

1

2

13: Retourner Q et σ

Algorithme 3.1 montre les étapes principales pour évaluer une intégration

sur un domaine 1D. L’algorithme accepte comme paramètres les informations

relatives à l’intégration ainsi que le nombre de tirages à évaluer par la mé-

thode. Les sorties de l’algorithme sont une approximation de l’intégration et la

tolérance de l’évaluation.

3.5.1.2 Méthode de Monte Carlo en 2D
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FIG. 3.7 – La méthode de Monte Carlo en 2D. Le domaine △ est encadré par le
domaine rectangulaire R = [a, b]× [c, d].

Supposons à présent que l’intégrale à approcher par Monte Carlo est

I =

∫ ∫

△

f(x, y)dxdy (3.16)

avec f fonction définie et continue sur △. Lorsque f est non bornée, on sup-

pose que l’intégrale de f comme celle de f 2 existe. Le domaine d’intégration △,

ouvert et borné, est défini ainsi :

△ = {(x, y) ∈ R
2, a < x < b, α1(x) < y < α2(x)},

les fonctions α1(x) et α2(x) étant définies et continues sur [a, b] à valeurs réelles.

Comme illustré dans la figure 3.7, on plonge le domaine △ dans le rectangle

R = [a, b]× [c, d] avec

c ≤ min
x∈[a,b]

α1(x)

et

d ≤ min
x∈[a,b]

α2(x)

et on prolonge la fonction f par 0 sur le complémentaire de △ dans R. Soit f ∗
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Algorithme 3.2 Évaluation par la méthode Monte Carlo en 2D.
ENTRÉE: f : fonction à intégrer sur △ ; a, b : bornes de l’intervalle corres-

pondant à la variable x ; α1, α2 : fonctions définies sur [a, b] et intervenant
dans la définition de △ ; n : nombre de tirages uniforme au hasard sur
R = [a, b]× [c, d] ;

SORTIES: Q ≈
∫ ∫

△

fdxdy et l’écart type σ

1: c ← min{α1(x), a ≤ x} ;
2: d ← max{α2(x), a ≤ x} ;
3: i ← 1 ;
4: S ← 0 ;
5: T ← 0 ;
6: tantque i ≤ n faire
7: U(i)← a + (b− a) rand() ;
8: V (i)← c+ (d− c) rand() ;
9: S ← S + f ∗(U(i), V (i)) ;

10: T ← T + f ∗(U(i), V (i)) ∗ f ∗(U(i), V (i)) ;
11: fin tantque
12: M1 ← S/n ;
13: M2 ← T/n ;
14: Q← (b− a) ∗ (d− c) ∗M1 ;
15: σ ← (M2 −M1 ∗M1)

1

2

16: Retourner Q et σ

ce prolongement. Ainsi l’intégrale I peut-elle s’écrire :

I =

∫ ∫

R

f ∗(x, y)dxdy = aire(R)E(f ∗(U)) (3.17)

avec U variable aléatoire suivant une loi uniforme sur R et E(f ∗(U)) l’espé-

rance mathématique de la variable aléatoire f ∗(U). L’analyse mathématique se

poursuit comme suit, les n tirages uniformes étant faits sur le rectangle R.

Alors

In =
1

n

n
∑

i=1

f ∗(ui) (3.18)

est, pour n assez grand, une bonne approximation de
I

aire(R)
. De la même
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façon, l’écart type σ =
√

Var(f ∗(U)) est approximé par :

σ =

√

√

√

√

1

n

n
∑

i=1

f 2(ui)− I2
n (3.19)

Algorithme 3.2 montre les étapes principales pour évaluer une intégration

sur un domaine 2D. L’algorithme accepte comme paramètres les informations

relatives à l’intégration ainsi que le nombre de tirages à évaluer par la mé-

thode. Les sorties de l’algorithme sont une approximation de l’intégration et la

tolérance associée à l’évaluation au sens de l’écart type σ. Nous avons modifié

cet algorithme pour qu’il accepte la tolérance de l’évaluation comme paramètre

au lieu du nombre de tirages. La sortie de l’algorithme se réduit dans ce cas

à l’approximation de l’intégration. Du fait de cette modification, l’algorithme

génère des tirages tant qu’il n’a pas encore atteint la tolérance souhaitée.

3.5.2 Évaluation sur le triangle sphérique

FIG. 3.8 – Un triangle sphérique et son triangle euclidien correspondant.

Nous allons montrer ici comment nous pouvons évaluer les coefficients

crl,m|T à l’aide de la méthode de Monte Carlo. Un triangle sphérique T = EFG

borné par des arcs géodésiques (et qui est plus petit que son complémentaire

sur la sphère) peut être paramétré par le triangle euclidien partageant les

mêmes sommets (cf. la figure 3.8). Par conséquent, la projection radiale du

triangle sphérique T sur son triangle euclidien correspondant peut être utilisée

comme paramétrisation de l’intégration sur le triangle sphérique T . La fonction

que nous voulons intégrer est :

χr
T (θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) sin(θ) (3.20)
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où χr
T vaut 1 pour tous les points dans EFG et 0 autrement. En fait, chaque

point q sur le triangle euclidien EFG peut être écrit comme suit :

q = λ1E + λ2F + (1− λ1 − λ2)G 0 ≤ λ1 ≤ 1 0 ≤ λ2 ≤ 1 0 ≤ λ1 + λ2 ≤ 1 (3.21)

Nous pouvons paramétrer (θ, ϕ) par (λ1, λ2) en utilisant la conversion des co-

ordonnées cartésiennes en coordonnées sphériques comme suit :

θλ1,λ2
= arctan

√

x2
λ1,λ2

+ y2
λ1,λ2

zλ1,λ2

(3.22)

ϕλ1,λ2
= arctan

yλ1,λ2

xλ1,λ2

(3.23)

Par conséquent, l’intégration sur un triangle sphérique borné par des arcs

géodésiques devient :

crl,m|T =

∫ 1

0

∫ 1

0

χ(θλ1,λ2
, ϕλ1,λ2

)Y m
l (θλ1,λ2

, ϕλ1,λ2
) sin(θλ1,λ2

)J

(

∂(θλ1,λ2
, ϕλ1,λ2

)

∂(λ1, λ2)

)

dλ1dλ2

(3.24)

où J

(

∂(θλ1,λ2
, ϕλ1,λ2

)

∂(λ1, λ2)

)

est le jacobien de (θλ1,λ2
, ϕλ1,λ2

) par rapport à (λ, β). L’équa-

tion 3.24 est évaluée en utilisant la méthode de Monte Carlo présentée dans

la sous section précédente. Les exemples présentés dans cette partie ont été

évalués en utilisant la méthode de Monte Carlo implantée dans la bibliothèque

scientifique de GNU, GSL [2] avec 103 comme taille maximale de l’espace d’ité-

ration.

L’évaluation numérique a les avantages suivants :

– elle maintient implicitement la dépendance entre θ et ϕ,

– elle peut calculer des coefficients harmoniques d’ordres élevés.

L’évaluation numérique décrite dans cette section peut traiter non seule-

ment le cas où le triangle sphérique possède une frontière qui n’est pas géo-

désique (cf. les figures 3.3(a), 3.3(b) et 3.3(c)), mais aussi le triangle sphérique

à qui manque une partie intérieure (cf. la figure 3.4(b)) sans le découper en

plus petits triangles sphériques. En fait, la fonction à intégrer, dans l’équation

3.24, est évaluée à 0 pour les points qui ne se trouvent pas à l’intérieur du

tétraèdre. Le test d’appartenance au tétraèdre est ce qui est fait par la fonction

χr
T . Une vue d’ensemble de notre méthode est récapitulée par l’algorithme 3.3.
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Algorithme 3.3 Une vue d’ensemble de notre méthode
ENTRÉE: Un maillage triangulaire M , une sphère Sr de rayon r et de centre

P ;
SORTIES: crl,m et l’écart type σ
1: T ← l’ensemble des triangles de M ;
2: H ← l’ensemble des tétraèdres induits par P et T ;
3: crl,m ← 0 ;
4: pour tout h ∈ H faire
5: Γ← l’ensemble de triangles sphériques provenant de h∩Sr, cf. les figures

3.3 et 3.4
6: pour tout t ∈ Γ faire
7: crl,m ← crl,m + sign(h)× crl,m|t,
8: ◮ où crl,m|t décrit dans l’équation 3.24 et évalué par la méthode de Monte

Carlo.
9: fin pour

10: fin pour
11: Retourner crl,m ainsi que l’écart type σ sur crl,m

3.5.3 Une mesure de l’erreur

Nous avons présenté comment évaluer les coefficients des harmoniques

sphériques à l’aide de la décomposition simpliciale du maillage. Cependant,

pour des applications de filtrage, nous avons besoin de savoir le nombre de

coefficients à calculer pour respecter une certaine erreur par rapport à la fonc-

tion de départ. Pour cela, nous avons introduit une mesure d’erreur ǫ entre

la fonction indicatrice χr et son approximation χ̃r. La mesure de l’erreur ǫ est

définie comme la distance L∞ entre les deux fonctions sur les points d’échan-

tillonnage pi de la méthode de Monte Carlo sur la sphère Sr :

ǫ =
n

max
i=1
||χr(pi)− χ̃r(pi)|| (3.25)

ǫ =
n

max
i=1
||χr(θi, ϕi)−

β
∑

l=0

l
∑

m=−l

crl,mY
m
l (θi, ϕi)|| (3.26)

où (θi, ϕi) sont les coordonnées sphériques de point pi sur la sphère Sr. Nous

pouvons considérer cette mesure de l’erreur comme une fonction de la bande

passante β. Quand la bande passante β augmente, la mesure de l’erreur ǫ

diminue. De ce fait, la tolérance de l’évaluation des coefficients doit être rai-

sonnable par rapport à l’ordre de la mesure de l’erreur souhaitée ǫ.
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3.6 Résultats

Nous illustrons ici l’utilisation de notre méthode de calcul pour calculer la

transformée en harmoniques sphériques d’un ensemble de tranches sphé-

riques d’objets 3D. Nous pouvons utiliser la transformée en harmoniques

sphériques pour l’ensemble des fonctions χr sur les maillages 3D dans plu-

sieurs applications. Soit N le nombre de sphères utilisées. La figure 3.9 montre

la représentation des modèles 3D par un ensemble de coefficients des harmo-

niques sphériques et N sphères. Les objets sont visualisés de la façon sui-

vante : on fait un échantillonnage régulier de la sphère avec des points Pi,

on calcule la valeur χ̃r(Pi) pour tout i. Si χ̃r(Pi) = 0 alors le point n’est pas

affiché sinon on l’affiche. Dans les groupes des figures (3.9(a), 3.9(b), 3.9(c)),

(3.9(d), 3.9(e), 3.9(f)) et (3.9(f), 3.9(h), 3.9(i)), l’échelle de l’erreur ǫ est fixée à

0.005, 0.002 et 0.001 respectivement. L’échelle de l’erreur est prise comme

le taux entre ǫ et la diagonale de la boite englobante du maillage. La valeur

maximale de β correspondante sur l’ensemble des sphères est 32, 130 et 200

respectivement. La tolérance de l’évaluation des coefficients des harmoniques

sphériques est fixée dans ces exemples à 95%. En fait, la qualité de cette repré-

sentation dépend du nombre de sphères utilisées et de la largeur du spectre

calculé et du nombre de points utilisés dans la méthode de Monte Carlo pour

évaluer les coefficients des harmoniques sphériques. Cependant, la présence

de la discrétisation dans le rayon r fait que cette représentation est visuelle-

ment un peu loin d’être une représentation alternative des modèles 3D. Par

contre, cet ensemble de fonction χr est considéré comme un bon candidat pour

la reconnaissance de forme 3D.

Le but de la reconnaissance de formes 3D est de trouver une représenta-

tion numérique des formes pour lesquelles un index peut être construit (cf. la

figure 3.10). A l’inverse des données textuelles ou alphanumériques, les objets

3D ne sont pas décrits par un alphabet et ne peuvent être répertoriés dans un

dictionnaire. Il faut donc décrire ces objets tridimensionnels à l’aide de des-

cripteurs de bas niveau comme la forme ou de haut niveau comme le contexte.

Un descripteur doit idéalement avoir les propriétés suivantes :

– facile à indexer ;

– rapide à calculer ;

– de faible volume de stockage ;

– invariant par similarité (translation, symétrie, rotation, homothétie...) ;
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25 sphères 50 sphères 100 sphères

(a) ǫ = 0.005⇒ maxβ=32 (b) ǫ = 0.005⇒ maxβ = 32 (c) ǫ = 0.005⇒ max β = 32

(d) ǫ = 0.002⇒ maxβ = 130 (e) ǫ = 0.002⇒ maxβ = 130 (f) ǫ = 0.002⇒ max β = 130

(g) ǫ = 0.001⇒ max β = 200 (h) ǫ = 0.001⇒ max β = 200 (i) ǫ = 0.001⇒ maxβ = 200

FIG. 3.9 – La représentation du modèle de Bunny en utilisant les harmoniques
sphériques et un ensemble de sphères. Le nombre de sphères utilisées est 25,
50, 100. Dans les groupes des figures (a, b, c), (d, e, f) et (g, h, i), l’échelle de
l’erreur ǫ est fixée à 0.005, 0.002 et 0.001 respectivement. L’échelle de l’er-
reur est prise comme le taux entre ǫ et la diagonale de la boite englobante du
maillage. La valeur maximale de β correspondante sur l’ensemble des sphères
est 32, 130 et 200 respectivement.
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FIG. 3.10 – L’indexation 3D consiste à coder de manière compacte l’informa-
tion relative à un modèle 3D afin d’optimiser les recherches dans les bases de
données d’objets 3D. (image extraite de [98])

– insensible au bruit et aux caractéristiques petites et/ou superflues ;

– indépendant de la représentation 3D ;

– robuste aux dégénérescences topologiques ;

– capable d’opérer avec des niveaux de résolution différents.

Les approches basées sur les histogrammes de courbure [105] ou les EGI (Ex-

tended Gaussian Images) [41, 45] décrivent de manière très locale la géométrie

des objets et de ce fait sont très sensibles aux modifications du maillage (bruit

sur la position des sommets, décimation, etc.). Inversement les approches glo-

bales basées sur les distributions de forme [71] décrivent la forme des objets

3D de manière trop imprécise pour être des outils de recherche pertinents. Le

lecteur intéressé par un état de l’art exhaustif peut se référer à [106].

Les harmoniques sphériques apparaissent comme une solution très pro-

metteuse. L’idée est de décomposer les modèle 3D en une série des fonctions

χr définies sur des sphères concentriques et d’éliminer la phase (l’information

liée à l’orientation de l’objet) en utilisant les harmoniques sphériques pour

chacune de ces fonctions. C’est-à-dire, chaque fonction χr est décrite par sa

quantité d’énergie qu’elle contient aux différentes fréquences. Puisque cette

quantité ne change pas quand la fonction est tournée autour de l’origine, ce

descripteur est invariable à la rotation.

Par la restriction de la décomposition en harmoniques sphériques à l’en-

semble des harmoniques sphériques ayant la fréquence l, on obtient un sous

espace Vl :

Vl = Span(V −l
l , V −l+1

l , . . . , V l−1
l , V l

l ) (3.27)
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– Vl est la représentation du groupe de rotation. C’est-à-dire, pour chaque

fonction f ∈ Vl et chaque rotation ℜ, ℜ(f) ∈ Vl.

– Vl est irréductible. C’est-à-dire, on ne peut pas trouver V ′
l et V ′′

l tel que

Vl = V ′
l ⊕ V ′′

l où V ′
l et V ′′

l sont aussi deux représentations du groupe de

rotation.

Le premier point présente une manière pour décomposer les fonctions sphé-

riques en des composants invariables à la rotation. Alors que le deuxième

point garantit que cette décomposition est optimale.

Les énergies de la fonction sphérique χr sont représentées par :

Energie(χr) = {||γ0
r ||, ||γ1

r ||, . . .} (3.28)

où γl
r sont les composants fréquentiels de χr :

γl
r(θ, ϕ) =

m=l
∑

m=−l

crl,mY
m
l (θ, ϕ) (3.29)

Donc, le descripteur de forme d’un objet 3D est donné en terme des harmo-

niques sphériques et N sphères par :
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|| ||γ1
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||γ0
rN
|| ||γ1

rN
|| . . . ||γβ

rN
||













(3.30)

Maintenant, nous allons montrer la liste de comparaisons entre quelques

modèles 3D. Le tableau 3.1 montre la comparaison entre quelques modèles

3D ainsi que leurs versions simplifiées et pivotées autour des axes par des

angles aléatoires. Ces chiffres sont obtenus en calculant la distance eucli-

dienne L2 entre les descripteurs de formes 3D. La comparaison montre que le

descripteur de forme par les harmoniques sphériques ne perd pas son effica-

cité quand l’orientation du modèle ou le nombre de points change. Par contre

ce descripteur de forme n’est pas bijectif. C’est-à-dire, nous pouvons trouver

deux objets différents ayant le même descripteur de forme (cf. la figure 3.11).

En fait, l’utilisation des harmoniques sphériques dans l’application de re-

connaissance de forme 3D est déjà existe [28]. Par contre, l’évaluation des

coefficients des harmoniques sphériques est faite par une voxelisation préa-
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X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

Modèle
Modèle

Bunny Bunny1 Dragon Dragon1 Buddha Buddha1

Bunny 0.000 0.036 0.318 0.320 0.496 0.502
Bunny1 0.036 0.000 0.329 0.331 0.504 0.509
Dragon 0.318 0.329 0.000 0.013 0.461 0.467
Dragon1 0.320 0.331 0.013 0.000 0.458 0.464
Buddha 0.496 0.504 0.461 0.458 0.000 0.022
Buddha1 0.502 0.509 0.467 0.464 0.022 0.000

TAB. 3.1 – La liste de comparaisons entre quelques modèles 3D. Les modèle
Bunny1 (948 facettes), Dragon1 (11102 facettes) et Buddha1 (15536 facettes)
sont des versions simplifiées des modèles de Bunny (69451 facettes), Dragon
(871414 facettes) et Buddha (1087716 facettes) respectivement. Tous les mo-
dèles simplifiés sont ensuite subis des rotation d’angles aléatoires.

(a) (b)

FIG. 3.11 – Le descripteur de forme est invariable à la rotation mais n’est
pas bijectif. (a) La fonction sphérique (en bas) est créée en tournant un des
composants de la fonction sphérique au dessus. Les deux fonctions ont le
même descripteur de forme. (b) L’objet à droite est obtenu en tournant la
partie intérieure de l’objet à gauche. Le deux objets ont le même descripteur
de forme.
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lable de l’objets 3D.
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Dans le chapitre précédent, nous avons montré comment nous pouvons

distribuer le calcul de la transformée en harmoniques sphériques de la fonc-

tion indicatrice, d’une tranche sphérique d’un volume délimité par un maillage,

directement sur les triangles composant ce maillage. Le calcul consiste à

évaluer une somme signée d’harmoniques sphériques calculés à partir d’un

ensemble de triangles sphériques correspondant à une décomposition de la

tranche sphérique. Dans ce chapitre, nous allons plutôt nous intéresser au

moyen de paramétriser les maillages 3D par des fonctions sphériques fréquen-

tielles. Dans un premier temps, nous allons spécifiquement nous intéresser

61
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aux maillages étoilés par rapport à un point puisque tels maillages comportent

une paramétrisation sphérique naturelle. Nous présenterons un algorithme

rapide et précis pour calculer directement la décomposition en harmoniques

sphériques de la paramétrisation sphérique d’un tel maillage. Les calculs se-

ront effectués dans un premier temps sur les triangles puis nous montrerions

comment aller plus loin dans le calcul par effectuer la décomposition des cal-

culs sur les arêtes du maillage seulement et non plus sur les triangles du

maillage.

4.1 La fonction sphérique et sa décomposition an-

gulaire

Soit M un maillage étoilé par rapport à un point P . Ce maillage comporte

une paramétrisation sphérique naturelle par rapport au point P (cf. la figure

4.1(a)). Cette paramétrisation est simplement la projection du maillage M sur

(a) (b)

FIG. 4.1 – Un maillage étoilé par rapport à un point P comporte une para-
métrisation sphérique naturelle par rapport à P . (a) La fonction sphérique
définissant le maillage étoilé. (b) La décomposition angulaire de cette fonction
sphérique en des fonctions partielles.

la sphère S2. Considérons le point P comme centre du système des coordon-

nées sphériques. La fonction sphérique f mesure la distance radiale du point

P au point d’intersection p entre le rayon (θ, ϕ) issu de P et la surface de M .
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Donc, la fonction f : S2 −→ R+ peut être écrite simplement par suit :

f(θ, ϕ) = ||pP || (4.1)

(θ, ϕ) sont les coordonnées angulaires de p. De la même manière que la fonc-

tion f a été définie, on peut définir la fonction fi permettant de paramétrer le

triangle Ti ∈ T du maillage M (cf. la figure 4.1(b)). C’est-à-dire que chaque fonc-

tion fi est égale à la valeur de f pour tous les points appartenant au triangle

Ti ∈ T et à zéro sinon :

fi(θ, ϕ) = χi(θ, ϕ)f(θ, ϕ) (4.2)

où χi est la fonction indicatrice du triangle Ti.

Les projections des triangles Ti sur la sphère S2 peuvent être considérées

comme partitionnement du domaine de définition de la fonction sphérique f .

En conséquence, la fonction sphérique f peut être décomposée sur ces sous

domaines comme suit :

f(θ, ϕ) =
∑

Ti∈T

χi(θ, ϕ)f(θ, ϕ)

=
∑

Ti∈T

fi(θ, ϕ)
(4.3)

L’expansion de chaque fonction fi(θ, ϕ) en harmoniques sphériques est donnée

par :

fi(θ, ϕ) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

cil,mY
m
l (θ, ϕ) (4.4)

Par conséquent, l’expansion de la fonction sphérique f peut être réécrite comme

suit :

f(θ, ϕ) =
∑

Ti∈T

(

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

cil,mY
m
l (θ, ϕ)

)

=

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

(

∑

Ti∈T

cil,m

)

Y m
l (θ, ϕ)

(4.5)

Si on désigne par cl,m les coefficients de la décomposition en harmoniques

sphériques de la fonction f :

f(θ, ϕ) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

cl,mY
m
l (θ, ϕ) (4.6)
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On obtient donc :

cl,m =
∑

Ti∈T

cil,m (4.7)

Chaque coefficient cl,m de la transformée en harmoniques sphériques de la

fonction f est égal à la somme des coefficients correspondants cil,m dans la

transformée en harmoniques sphériques des fonctions fi. Chaque coefficient

cil,m est calculé par :

cil,m =

∫ ∫

Ti

fi(θ, ϕ)Y m
l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ (4.8)

La dernière équation évalue les coefficients cil,m comme intégration surfacique

sur le triangle Ti. Dans les sections suivantes, nous allons montrer comment

nous pouvons évaluer ces coefficients afin d’obtenir une représentation fré-

quentielle d’objets étoilés par un ensemble de coefficients des harmoniques

sphériques.

4.2 Calcul de la THS décomposée sur les triangles

Les coefficients des harmoniques sphériques dans l’expansion de la fonc-

tion sphérique fi est exprimés comme une double intégration sur le triangle

Ti (cf. l’équation 4.8). Les calculs symboliques induits par ces intégrations

ne sont pas capables d’aboutir à des résultats exacts. Ceci est dû à la diffi-

culté d’intégration des expressions analytiques des harmoniques sphériques.

De plus, nous n’avons pas de forme analytique pour la fonction f . Pareillement

à la section 3.5, nous proposons évaluer ces coefficients à l’aide de la méthode

de Monte Carlo. Dans ce cas, le domaine de l’évaluation est les triangles sphé-

riques issus de la projection des triangles du maillage sur la sphère. Pour

automatiser le choix de la bande passante, nous pouvons réutiliser la mesure

de l’erreur présentée dans la section 3.5.3 :

ǫ =
n

max
i=1
||f(vi)− f̃(vi)|| (4.9)

où {vi}ni=1 sont les sommets du maillage et f̃ est l’approximation de la fonction

f utilisant la bande passante β. La figure 4.2 montre la représentation d’un

objet étoilé à différents niveaux de détails en utilisant les harmoniques sphé-
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(a) ǫ = 0.05⇒ β = 8 (b) ǫ = 0.01⇒ β = 16 (c) ǫ = 0.005⇒ β = 28 (d) ǫ = 0.001⇒ β = 256

FIG. 4.2 – La représentation d’un objet étoilé à différents niveaux de détails
utilisant les harmoniques sphériques.

riques. Ces représentations sont obtenues par évaluation des coefficients des

harmoniques sphériques par la méthode de Monte Carlo sur les triangles Ti

composant le maillage. La tolérance de l’évaluation de chaque coefficient est

fixée à 95%.

Limitant le calcul des coefficients des harmoniques sphériques au niveau

d’un triangle, la bande passante satisfaisant une précision géométrique don-

née dépend des deux facteurs suivants :

– La position du triangle par rapport à P (cf. la figure 4.3(a)),

– L’angle de l’orientation du triangle par rapport à P (cf. la figure 4.3(b)).

(a) (b)

FIG. 4.3 – L’orientation et la position du triangle par rapport à P . (a) La position
d’un triangle est mesurée par la distance D entre le centroïde de ce triangle
et le point P . (b) L’orientation est mesurée par l’angle α suspendu entre la
normale de triangle et la droite connectant P et le centroïde de ce triangle.

Dans la sous section suivante, nous expliquons ces deux facteurs et leur in-

fluence sur la bande passante β.
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4.2.1 Orientation et position du triangle par rapport au centre

L’évaluation des coefficients cil,m de la transformée en harmoniques sphé-

riques de la fonction fi est effectués sur le triangle sphérique correspondant

au secteur de projection du triangle Ti sur la sphère. La taille de ce secteur

dépend de la position du triangle Ti par rapport à P . Elle dépend également de

l’orientation de Ti par rapport à P .

La position du triangle par rapport au point P . La position du triangle

par rapport au point P est mesurée par la distance D entre le centroïde3 du

triangle et le points P . En effet, quand cette distance augmente, la taille du

secteur de projection du triangle diminue.

Orientation de triangle par rapport au point P . L’orientation d’un triangle

par rapport au point P est mesurée par l’angle α entre la normale du triangle

et la droite connectant le centroïde de ce triangle et P . Quand cet angle d’orien-

tation augmente, la taille du secteur de projection du triangle sur la sphère

diminue.

Pour garder la même précision géométrique, nous devons compenser la

distorsion dû au décroissement du secteur de projection sur la sphère. La

figure 4.4 montre l’influence de la position et l’orientation d’un triangle sur

la bande passante satisfaisant une précision géométrique donnée. Nous com-

mençons par un triangle ayant une distance initialeD et un angle d’orientation

α = 0. Nous avons fixé α et augmenté D (la courbe bleue). Nous avons ensuite

fixé D et augmenté α (la courbe rouge). Nous pouvons également noter que

l’angle d’orientation a plus d’influence sur la bande passante que la distance

du centre de la sphère P .

Le bon choix de la sphère de projection garantit une bonne orientation des

triangles par rapport au centre de la sphère. Dans la sous section suivante,

nous proposons une méthode qui nous permet de bien choisir le centre de

sphère de projection pour que les triangle du maillage soient bien orientés par

rapport au centre de sphère.

3Le centroïde d’un triangle est l’intersection des trois bissectrices de ce triangle.
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β

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0
0

64

128

192

256

320

384

448

512

× D
× π

16

ǫ est fixée à 0.001

FIG. 4.4 – L’influence du positionnement et l’orientation d’un triangle sur
la bande passante satisfaisant une précision géométrique donnée. L’angle
d’orientation a plus d’influence sur la bande passante que la distance de l’ori-
gine P .

4.2.2 Choix optimal de la sphère

Dans la sous section précédente, nous avons montré que la précision géo-

métrique de la décomposition en harmoniques sphériques de la fonction fi

dépend de deux facteurs relatifs au centre. Le problème est qu’un centre ne

sera jamais bon pour tous les triangles. Dans cette sous section, nous op-

timisons la position du centre pour qu’il approxime le mieux l’ensemble de

sommets au sens des moindres carré.

Une sphère est caractérisée par son centre (x0, y0, z0) et son rayon r0. Tous

les points p = (x, y, z) sur la sphère satisfont l’équation :

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (y − y0)
2 = r2

0 (4.10)

Étant donné un ensemble de point {pi}ni=1, nous cherchons la sphère qui ap-

proxime bien l’ensemble de points. L’équation générale de la sphère nous per-

met de définir une fonction de minimisation ψ comme suit :

ψ(pi) = r2
i − r2

0 = (xi − x0)
2 + (yi − y0)

2 + (yi − y0)
2 − r2

0 1 ≤ i ≤ n (4.11)
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(a) β = 90 (b) β = 130 (c) β = 220

FIG. 4.5 – Quelques exemples de maillages étoilés représentés par les har-
moniques sphériques avec une précision géométrique ǫ = 0.001. Les centres
des sphères sont choisis de façon adaptée à la géométrie des sommets des
maillages.

Ainsi

ψ(pi) = −2(xix0 + yiy0 + yiy0)+ (x2
0 + y2

0 + z2
0 − r2

0)+ (x2
i + y2

i + z2
i ) 1 ≤ i ≤ n (4.12)

La fonction de minimisation ψ est un polynôme quadratique dans les incon-

nues x0, y0, z0 et r0. Pour linéariser cette expression, nous introduisons la

quantité ρ = x2
0 + y2

0 + z2
0 − r2

0. La fonction de minimisation ψ est donc :

ψ(pi) = −2(xix0 + yiy0 + yiy0) + ρ+ (x2
i + y2

i + z2
i ) 1 ≤ i ≤ n (4.13)

La minimisation de la fonction ψ peut être mise sous la forme matricielle AX =

B où les variables A, X et B sont définies comme suit :

A =













2x1 2y1 2z1 −1

2x2 2y2 2z2 −1

. . . . . . . . . . . .

2xn 2yn 2zn −1













X =













x0

y0

z0

ρ













B =













x2
1 + y2

1 + z2
1

x2
2 + y2

2 + z2
2

. . .

x2
n + y2

n + z2
n













Les inconnues de ce système d’équations sont x0, y0, z0 et ρ. Nous avons

résolu ce système d’équation linéaire par la méthode des moindres carrés. A

partir des valeurs de x0, y0, z0 et ρ, nous pouvons calculer facilement la valeur

de r0. Cela nous permet de choisir le centre de la sphère de façon adaptée

à la géométrie des sommets du maillage. La figure 4.5 montre des exemples

des objets étoilés représentés par les harmoniques sphériques. Le centre de la

sphère est adaptivement choisi pour que les triangles du maillages soient bien
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orientés par rapport au centre de la sphère.

4.3 Extension du calcul de la THS sur les arêtes

Dans la section précédente, nous avons montré comment évaluer les coeffi-

cients cil,m par une intégration 2D sur le triangle Ti. Nous avons ensuite montré

comment choisir un centre d’étoilement globalement le plus adapté à la géo-

métrie des sommets du maillage et à l’orientation des triangles du maillage.

Dans cette section, nous montrons comment aller plus loin dans le calcul des

coefficients cil,m. Nous allons montrer que l’évaluation de ces coefficients peut

être effectuée par des intégrations 1D sur les bords du triangle Ti. Pour ce

faire, nous exploitons le théorème de Curl (cf. la section 4.3.2).

4.3.1 Motivation

(a) (b)

FIG. 4.6 – L’évaluation de Monte Carlo sur les triangles (a) et sur ses arêtes
(b).

Comme expliqué dans la section 3.5.1, l’évaluation numérique des inté-

grales sur les triangles est effectuée par génération de points aléatoires sur

des triangles sphériques (cf. la figure 4.6(a)). Pour avoir une évaluation suf-

fisamment précise, la méthode d’évaluation numérique doit générer assez de

points aléatoires. De plus, ces points doivent être distribués uniformément

sur le triangle. L’évaluation des coefficients cil,m par des intégrations sur les

arêtes du maillage réduit la dimensionalité du problème à des intégrations 1D

sur des arcs géodésiques de la sphère. Sur ces arcs géodésiques, la méthode

d’évaluation numérique générera un nombre de points beaucoup moins pour

obtenir une certaine densité de points qu’elle n’en générera sur un triangle (cf.

la figure 4.6(b)). De plus, la génération de points uniformément distribués sur
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des arêtes est directe à l’aide de l’équation paramétrique de l’arête :

p = vi + λ(vj − vi) λ ∈ [0 1] (4.14)

où vi et vj sont les deux extrémités de l’arête vivj.

Pour réduire l’évaluation des coefficients des harmoniques sphériques à

des intégration sur les bords des triangles, nous nous appuyons sur la théorie

du Curl dont le résumé est présenté dans la sous section suivante. Nous allons

ensuite montrer comment adapter les intégrations correspondant aux coeffi-

cients des harmoniques sphériques pour qu’on puisse appliquer la théorie du

Curl.

4.3.2 La théorie du Curl

Dans le calcul vectoriel, le Curl est un opérateur qui mesure la quantité

de rotation d’un champ vectoriel ainsi que la direction de cette rotation. Le

Curl d’un vecteur F est défini comme la limite du rapport entre l’intégrale

surfacique du produit vectoriel de F avec la normale n d’une surface fermée

S, et le volume V borné par cette surface quand le volume tend vers zéro :

Curl(F) = lim
V →0

1

V

∮

S

n× FdS

En mathématiques le Curl est noté par : Curl(F) = ∇ × F. C’est-à-dire qu’il

peut être exprimé comme le produit vectoriel entre l’opérateur de gradient et

le champ F.

Théorème 4.1. Étant donné une fonction vectorielle 3D F et un domaine surfa-

cique S, la théorie de Curl constate que :

∫

S

(▽× F) · da =

∫

∂S

F · ds (4.15)

où l’intégration à gauche est une intégration surfacique sur le domaine S et

l’intégration à droite est une intégration linéaire sur les frontières de S.

La théorie de Curl s’inscrit dans les théories fondamentales de calcul four-

nissant des méthodes pour exprimer l’intégration d’une fonction sur l’intérieur

d’une région comme une intégration sur sa frontière (cf. la figure 4.7).
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(a) (b)

FIG. 4.7 – La théorie du Curl exprime l’intégration sur la région S (a) par une
intégration sur sa frontière ∂S (b).

Dans le système de coordonnées sphériques (cf. la sous section 2.1.2.1), le

Curl d’une fonction vectorielle F = (Fr,Fθ,Fϕ) est défini comme :

▽× F =





















1
r sin θ

[

∂(sin θFϕ)
∂θ

− ∂Fθ

∂ϕ

]

1
r

[

1
sin θ

∂Fr

∂ϕ
− ∂(rFϕ)

∂r

]

1
r

[

∂(rFθ)
∂r
− ∂Fr

∂θ

]





















[

r̂ θ̂ ϕ̂
]

(4.16)

Par ailleurs, les éléments d’aire et de longueur sont donnés par :

da = r2 sin θdθdϕr̂ (4.17)

ds = drr̂ + rdθθ̂ + r sin θdϕϕ̂ (4.18)

Rappelons que les trois vecteurs principaux r̂, θ̂ et ϕ̂ définissent un repère

orthonormés :

r̂ · θ̂ = r̂ · ϕ̂ = θ̂ · ϕ̂ = 0 (4.19)

Nous obtenons donc :

(▽× F).da = r

[

∂(sin θFϕ)

∂θ
− ∂Fθ

∂ϕ

]

dθdϕ (4.20)

Par conséquent, dans le système de coordonnées sphériques, la théorie du

Curl s’écrit comme suit :
∫

S

r

[

∂(sin θFϕ)

∂θ
− ∂Fθ

∂ϕ

]

dθdϕ =

∫

∂S

[Frdr + rFθdθ + r sin θFϕdϕ] (4.21)
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4.3.3 Le calcul des HSs

Nous allons maintenant montrer comment adapter les intégrations corres-

pondant aux coefficients cil,m pour qu’on puisse appliquer la théorie de Curl.

Pour calculer les coefficient des harmoniques sphériques cil,m par intégra-

tion linéaire sur les arêtes du triangle Ti ∈ T en exploitant l’équation 4.21,

nous avons besoin d’une fonction vectorielle F
i = (Fi

r,F
i
θ,F

i
ϕ) satisfaisant l’éga-

lité suivante :

(▽× F
i) · da = fi(θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ (4.22)

Toute fonction vectorielle satisfaisant l’équation 4.22 permettra d’obtenir

une même évaluation des coefficients cil,m. Nous allons montrer qu’il est en

particulier possible de trouver un champ vectoriel de la forme F
i = (0,Fi

θ, 0).

Cela signifie que les lignes du champs sont géodésiques et dans la direction

de θ̂. Ceci nous permet de simplifier l’expression de la théorie du Curl. Par

conséquent, sur la sphère de l’unité (r = 1), l’équation ci-dessus se réduit à :

(▽× F
i) · da = −∂F

i
θ

∂ϕ
dθdϕ = fi(θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) sin(θ)dθdϕ (4.23)

Soit

− ∂Fi
θ

∂ϕ
= fi(θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) sin(θ) (4.24)

En intégrant les deux coté par rapport à ϕ, on obtient donc

F
i
θ = −

∫

fi(θ, ϕ)kl,mP
m
l (cos θ) sin(θ)e−imϕdϕ (4.25)

= −kl,mP
m
l (cos θ) sin(θ)

∫

fi(θ, ϕ)e−imϕdϕ (4.26)

Étant données u et v deux fonctions, la forme générale de l’intégration par

partie assure que :
∫

udv = uv −
∫

vdu

Considérons que m est non nulle. Par application de l’intégration par partie

aux fonction u = fi(θ, ϕ) et dv = e−imϕdϕ, nous obtenons donc :

du =
∂fi(θ, ϕ)

∂ϕ
dϕ

v =
−1

im
e−imϕ



4.3 Extension du calcul de la THS sur les arêtes 73

Par conséquent, la substitution dans l’équation 4.26 donne :

F
i
θ =

fikl,mP
m
l (cos θ) sin(θ)e−imϕ

im
− kl,mP

m
l (cos θ) sin(θ)

im

∫

e−imϕ∂fi

∂ϕ
dϕ (4.27)

Utilisant cette expression de F
i
θ et la théorie du Curl, l’évaluation de coefficient

cil,m équivaut à :

cil,m =

∫ ∫

Ti

(▽× F
i) · da (4.28)

Alors,

cil,m =

∫

∂Ti

F
i
θ · ds (4.29)

où ∂Ti est la frontière du triangle Ti. Ainsi nous pouvons calculer les coeffi-

cients des harmoniques sphérique cil,m en appliquant la théorie du Curl à la

fonction vectorielle F
i. Le calcul des coefficients cil,m se ramène à une intégra-

tion 1D de F
i sur les bords du triangle Ti. Cependant, l’intégrale à droite de

l’équation 4.27 n’est pas facile à calculer et doit être simplifiée. Dans ce qui

suit, nous allons montrer comment simplifier cette intégrale.

FIG. 4.8 – g1 mesure la distance de p au plan contenant Ti dans la direction
orthogonale alors que g2 mesure la distance de p à ce plan dans la direction r̂.

Supposons que les quantités g1 et g2 sont définies comme suit (cf. la figure

4.8) :

g1(p) =
−→
ppi ·ni (4.30)

g2(p) = r − fi(θ, ϕ) p = (r, θ, ϕ) (4.31)

g1 mesure la distance de p au plan contenant Ti dans la direction orthogonale

alors que g2 mesure la distance de p à ce plan dans la direction r̂. Le gradient
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de g1 est égal à la normale ni :

▽g1 = ni (4.32)

De plus, on a

g1 = g2 cos γ (4.33)

où cos γ = r̂ · ni. Ainsi

▽g1 = ▽g2 cos γ + g2▽ cos γ (4.34)

Cependant, pour tous les points p appartenant à Ti, la quantité g2(p) est nulle.

Alors :

▽g1 = ▽g2 cos γ (4.35)

Ainsi

▽(r − fi)× (r̂ · ni) = ni (4.36)
(

r̂− ∂fi

∂r
r̂− 1

r

∂fi

∂θ
θ̂ − 1

r sin(θ)

∂fi

∂ϕ
ϕ̂

)

× (r̂ · ni) = ni (4.37)

En multipliant chaque côté par ϕ̂, on obtient :

− 1

r sin θ

∂fi

∂ϕ
r̂ · ni = ni · ϕ̂ (4.38)

Soit, κ = −r sin θ

r̂ · ni

, l’équation au dessus devient :

∂fi

∂ϕ
= κni · ϕ̂ (4.39)

Ainsi, l’intégrale à droite de l’équation 4.27 se simplifie en :

∫

e−imϕ∂fi

∂ϕ
dϕ = κ

∫

(ni · ϕ̂)e−imϕdϕ (4.40)

La normale ni est constante pour tous les points qui se trouvent sur la surface

du triangle Ti. En plus, ϕ̂ est le vecteur unité dans la direction de ϕ et est égal

à (− sin(ϕ), cos(ϕ), 0) (cf. la section 2.1.2.1). Nous avons donc :

∫

e−imϕ∂fi

∂ϕ
dϕ = κni ·

∫

ϕ̂e−imϕdϕ (4.41)

Pour évaluer l’intégration présentée dans l’équation 4.41, les deux sous inté-
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grations suivantes doivent être évaluées :

I1 =

∫

− sin(ϕ)e−imϕdϕ (4.42)

I2 =

∫

cos(ϕ)e−imϕdϕ (4.43)

Maintenant, nous allons montrer comment nous pouvons évaluer ces intégra-

tions à l’aide de l’intégration par partie. Commençant par :

I1 =

∫

− sin(ϕ)e−imϕdϕ (4.44)

Prenant u = − sin(ϕ) et dv = e−imϕdϕ, nous obtenons :

du = − cos(ϕ)dϕ

v =
−1

im
e−imϕ

Par conséquent, l’application de l’intégration par partie à l’équation 4.44 nous

donne :

I1 =
sin(ϕ)e−imϕ

im
− 1

im

∫

cos(ϕ)e−imϕdϕ (4.45)

Appliquant l’intégration par partie encore une fois en prenant u = cos(ϕ) et

dv = e−imϕdϕ, nous obtenons :

du = − sin(ϕ)dϕ

v =
−1

im
e−imϕ

Par conséquent :

I1 =
sin(ϕ)e−imϕ

im
− 1

im

[− cos(ϕ)e−imϕ

im
+

1

im

∫

− sin(ϕ)e−imϕdϕ

]

=
sin(ϕ)e−imϕ

im
− cos(ϕ)e−imϕ

m2
+

1

m2
I1

Ainsi :

I1 =
e−imϕ

1−m2
[cos(ϕ) + im sin(ϕ)] m 6= ±1 (4.46)

D’autre part, quand m = ±1, nous pouvons réécrire l’équation 4.44 comme
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suit :

I1 =

∫

− sin(ϕ)e−imϕdϕ

=

∫

− sin(ϕ) [cos(ϕ)− im sin(ϕ)] dϕ

=

∫

− sin(ϕ) cos(ϕ)dϕ+ im

∫

sin2(ϕ)dϕ

=
1

4
cos(2ϕ) +

im

2

∫

(1− cos(2ϕ))dϕ

=
1

4
cos(2ϕ) +

im

2
(ϕ− 1

2
sin(2ϕ))

Donc la solution finale de I1 est :

I1 =











e−imϕ

1−m2
[cosϕ+ im sinϕ] m 6= ±1

1

4
cos 2ϕ+

im

2
[ϕ− 1

2
sin 2ϕ] m = ±1

(4.47)

De la même façon, nous pouvons vérifier que la solution de I2 est :

I2 =











e−imϕ

1−m2
[sinϕ− im cosϕ] m 6= ±1

im

4
cos 2ϕ+

1

2
[ϕ+

1

2
sin 2ϕ] m = ±1

(4.48)

Par conséquent, étant donné les directions de la normale sur la surface, nous

pouvons évaluer F
i
θ pour n’importe quelle valeur de l, m (m 6= 0), θ et de ϕ en

utilisant les équations :

F
i
θ =

fikl,mP
m
l (cos θ) sin(θ)e−imϕ

im
− kl,mP

m
l (cos θ) sin(θ)

im

∫

e−imϕ∂fi

∂ϕ
dϕ (4.49)

∫

e−imϕ∂fi

∂ϕ
dϕ = sin(θ)κni · (I1, I2, 0) (4.50)

et par conséquent nous obtenons la valeur de cil,m.

Quand m = 0, l’équation 4.26 se réduit à :

F
i
θ = −kl,0P

0
l (cos θ) sin(θ)

∫

fidϕ (4.51)

Prenant u = fi et dv = 1, l’application de l’intégration par partie à cette équation
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nous donne :

F
i
θ = −kl,0P

0
l (cos θ) sin(θ)

(

ϕfi −
∫

ϕ
∂fi

∂ϕ
dϕ

)

(4.52)

Utilisant l’équation 4.39, nous obtenons :

F
i
θ = −kl,0P

0
l (cos θ) sin(θ)ϕfi + kl,0P

0
l (cos θ) sin(θ)κni ·

∫

ϕϕ̂dϕ (4.53)

où l’intégration
∫

ϕϕ̂dϕ est égale à :

∫

ϕϕ̂dϕ = (ϕ cos(ϕ)− sin(ϕ), ϕ sin(ϕ) + cos(ϕ), 0) (4.54)

4.4 Évaluation numérique

Dans la sous section 4.3.3, nous avons proposé une fonction vectorielle

F
i = (Fi

r,F
i
θ,F

i
ϕ) permettant d’évaluer les coefficients cil,m par intégration sur

les arêtes des triangles Ti :

cil,m =

∫

∂Ti

F
i
θds (4.55)

Nous montrons maintenant comment évaluer numériquement ces coefficients

en adoptant la méthode de Monte Carlo présentée dans la section 3.5.1.1.

Selon la stratégie de la méthode de Monte Carlo, nous avons besoin d’une

suite de points uniformément échantillonnés sur les bords de triangle Ti. Heu-

reusement, la génération d’une telle suite de points est directe à partir de

l’équation paramétrique de segment vivj :

p = vi + λ(vj − vi) λ ∈ [0 1] (4.56)

L’approche qui en découle pour évaluer les coefficients des harmoniques sphé-

riques est récapitulée dans l’algorithme 4.1.

La figure 4.9 montre une comparaison, à nombre de points fixé, entre l’éva-

luation des coefficients des harmoniques sphériques sur les triangles et sur

les arêtes des triangles. Le modèle de Vase est visualisé de la façon suivante :

on fait un échantillonnage régulier de la sphère avec des points Pi, on visualise

ensuite la valeur de f̃(Pi). Dans cet exemple, nous avons fixé les paramètres

d’évaluation suivants : le même nombre de points générés et le même nombre

de coefficients dans les deux cas. Nous pouvons remarquer que les détails géo-
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Algorithme 4.1 Les étapes principales pour calculer cl,m sur les arêtes.
ENTRÉE: Un maillage triangulaire M orienté de façon consistante ;
SORTIES: cl,m coefficient de la THS de la fonction f(θ, ϕ) représentant M et

l’écart type σ ;
T ⇐ l’ensemble des triangles de M ;
E ⇐ l’ensemble des arêtes de M ;
cl,m ⇐ 0 ;
pour tout Ti ∈ T faire
cil,m ⇐ 0 ;

fin pour
pour tout e ∈ E faire
Ti1, Ti2 ⇐ les triangles partagent le bord e ;
fi1 ⇐ la fonction mesurant la distance radiale associée à Ti1 ;
fi2 ⇐ la fonction mesurant la distance radiale associée à Ti2 ;
ci1l,m ⇐ ci1l,m + ||e||

n
F i1

θ |e ; ◮ F i1
θ est calculées à l’aide des équations 4.49 et 4.50

ci2l,m ⇐ ci2l,m + ||e||
n
F i2

θ |e ; ◮ F i2
θ est calculées à l’aide des équations 4.49 et 4.50.

fin pour
pour tout Ti ∈ T faire
cl,m ⇐ cl,m + cil,m ;

fin pour
Retourner cl,m ainsi que l’écart type σ sur cl,m

métriques sont plus visible dans la figure 4.9(b) par rapport au cas où l’éva-

luation est effectuée sur les triangles eux-mêmes (cf. la figure 4.9(a)). L’erreur

de précision géométrique correspondante est 31 fois meilleure. Le modèle de

Vase utilisé dans cet exemple contient 68k triangles. Le temps de calcul est de

4.8 secondes pour l’évaluation sur les arêtes contre 22 secondes pour l’éva-

luation sur les triangles. Ainsi, l’intégration sur les arêtes permet un gain de

temps non négligeable par rapport à l’intégration sur les triangles (5 fois plus

rapide).

La figure 4.10(a) montre la représentation du modèle Max Planck à diffé-

rents niveaux de détails en utilisant les harmoniques sphériques. Ce modèle

est visualisé de la même manière que l’exemple précédent. Dans cet exemple,

la tolérance σ de l’évaluation de chaque coefficient est 95%. Le niveau de détail

est contrôlé par la valeur de ǫ qui permet de régler la band passante β. Dans

la figure 4.10(a), nous avons fixé la valeur de ǫ à 5.0. La valeur correspondant

de β est 32. Pour plus de détail géométrique, nous pouvons diminuer la valeur

de ǫ que dans la mesure où ǫ demeure raisonnable par rapport à la tolérance

d’évaluation des coefficients (cf. la figure 4.10(b)). Dans le chapitre suivant,
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ǫ = 0.031

β = 200

(a) Calcul sur les
triangles

ǫ = 0.001

β = 200

(b) Calcul sur les
arêtes

FIG. 4.9 – Une comparaison entre l’évaluation des coefficients cl,m par une
évaluation sur les triangles (a) et sur les arêtes des triangles (b). La bande
passante β fixée et le nombre de points, utilisé par Monte Carlo pour calcu-
ler chacun des coefficients, fixé conduisent à des tolérances différentes pour
l’évaluation de chaque coefficient cl,m. La différence caractérisant les préci-
sions géométriques dans les deux cas se répercute globalement sur la mesure
d’erreur ǫ entre la surface à modéliser et la représentation harmonique filtrée.

nous allons illustrer l’efficacité de notre représentation en harmoniques sphé-

riques des maillages étoilés à travers un certain nombre d’applications comme

la représentation des formes définies à partir de maillages quelconques ou

même de nuage de points, ainsi que le transfert de texture géométrique et la

correction locale de surfaces 3D.

ǫ = 5.0(β = 32)

σ = 95%

(a)

ǫ = 0.001(β = 224)

σ = 95%

(b)

FIG. 4.10 – Le modèle de Max Planck à différents niveaux de détails.
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Dans les chapitres précédents, nous avons proposé une représentation fré-

quentielle des objets étoilés en utilisant les harmoniques sphériques. Dans

le cas des objets non étoilés, les algorithmes présentés ne sont plus appli-

cables directement. Pour appliquer le calcul des harmoniques sphériques aux

domaines non sphériques, des étapes de prétraitement sont requises pour

convertir les objets non étoilés en un ensemble de sous objets sphériques. Il

existe deux approches, une première utilisant une paramétrisation sphérique

de chacune des trois coordonnées x, y et z et une deuxième utilisant une seg-

mentation volumique.

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment étendre les algorithmes

proposés dans le chapitre 4 après application de ces prétraitements. La pre-

mière section de ce chapitre est consacrée aux objets définis par des maillages

81
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triangulaires. Nous montrons ensuite dans la section 5.2 comment adapter

les techniques obtenues aux objets définis par des ensembles de points.

5.1 Maillages non étoilés

Dans cette section, nous décrivons deux alternatives pour appliquer les cal-

culs des harmoniques sphériques aux maillages non étoilés. Nous commen-

çons d’abord par l’utilisation d’une paramétrisation sphérique. Nous abordons

ensuite la utilisation d’une segmentation du volume délimité par le maillage

en des sous volumes étoilés.

5.1.1 Paramétrisation sphérique

La paramétrisation des données associées aux maillages 3D est importante

pour beaucoup d’applications comme le plaquage de texture, le remaillage

ou la métamorphose. Dans ces applications, la plupart des travaux de re-

cherche utilise les paramétrisations planaires. Le but consiste à produire une

triangulation planaire dite valide en minimisant une certaine mesure de dé-

formation [26, 66, 27, 87]. Dans ce contexte, le terme valide signifie que les

triangles planaires ne se superposent pas. Bien que la paramétrisation pla-

naire du maillage soit la paramétrisation la plus naturelle pour le plaquage

de texture, ce genre de paramétrisation ne convient pas pour de nombreuses

applications. Pour les applications comme la métamorphose [85, 6, 44] ou

le remaillage [33, 53], il vaut mieux paramétrer le maillage sur un domaine

topologiquement équivalent au maillage. Ceci réduit la distortion dûe à la pa-

ramétrisation et évite les problèmes de coutures consécutifs à une éventuelle

découpe de la surface maillée. Si le maillage est topologiquement équivalent à

la sphère, le domaine de paramétrisation doit être sphérique. En effet, la pa-

ramétrisation d’un maillage triangulaire sur la sphère équivaut à plonger son

graphe de connectivité sur la sphère de telle sorte que les triangles sphériques

forment un partitionnement de la sphère. Les maillages de genre zéro peuvent

être toujours paramétrisés sur la sphère.

Une manière simple de paramétriser un maillage triangulaire et fermé sur

la sphère est de ramener le problème au cas planaire [35]. D’abord, on retire

un triangle pour obtenir une frontière. Ensuite, on définit une paramétrisa-
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tion de ce maillage sur le triangle unité en utilisant n’importe quelle méthode

de paramétrisation planaire. Enfin on utilise la projection stéréo inverse pour

projeter ce triangle sur la sphère. De la même manière, on peut couper le

maillage en deux sous maillages qui sont topologiquement équivalents à un

disque. On paramétrise ensuite chacun de ces sous maillages sur un disque

en fixant la paramétrisation des frontières sur le bord du disque. On projette

finalement chaque disque sur une demi-sphère par ajout d’une composant z

appropriée. Les frontières communes garantissent que les deux demi-sphères

coïncident avec l’équateur. Chacune des deux méthodes précédentes est sus-

ceptible d’introduire de la distorsion.

Il est plus naturel de paramétriser le maillage directement sur la sphère

sans passer par une paramétrisation planaire. Plusieurs méthodes existent

pour cela [86, 76, 31, 110, 81]. Nous considérons dans cette section la mé-

thode proposée par Zhou et al. [110] en raison de sa simplicité et de son

efficacité. Les principales étapes de cette méthode sont les suivantes.

Étant donné un maillage triangulaire M , la première étape consiste à créer

un maillage progressif MP [38] à partir de M . Les maillages progressifs sont

un outil très utile pour la simplification et la reconstruction partielle ou totale

d’un maillage triangulaire. L’opération de simplification de base consiste en

une contraction d’arête en un sommet. L’opération inverse consiste en l’écla-

tement d’un sommet en une arête. Pour créer la structure de MP , des ap-

pels itératifs à l’opération de contraction d’arêtes sont effectués en stockant

les informations nécessaires pour réaliser les opérations inverses. À chaque

contraction d’arête, Zhou et al. stockent des informations supplémentaires

correspondant à une paramétrisation locale des deux sommets décimés sur

le maillage simplifié. Étant donné v1 et v2 les deux extrémités de l’arête e

et v le nouveau sommet créé après la contraction de e, une paramétrisation

conformale est utilisé pour aplatir le premier voisinage de v [56]. Les deux

sommets v1 et v2 sont ensuite plongés dans cette paramétrisation planaire en

utilisant une paramétrisation harmonique Π [24] (cf. la figure 5.1). Supposons

que T ′
k = (q1,k, q2,k, q3,k) soit un triangle contenant le point Π(vk), k = 1, 2 respecti-

vement. Le plongement peut être exprimé par les coordonnées barycentriques

comme suit :

Π(vk) = αk
1q1,k + αk

2q2,k + αk
3q3,k (5.1)

Les coordonnées barycentriques locales de la paramétrisation locale des som-
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FIG. 5.1 – Paramétrisation locale de sommets décimés sur le maillage simplifié.

FIG. 5.2 – Quelques exemples de la paramétrisation sphérique de maillages de
genre zéro (image extraite de [110]).
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mets v1 et v2 s’ajoutent à l’information d’éclatement du sommet v en l’arête e.

Elles sont stockées ainsi que les triangles Tk. Cette étape est répétée tant que

le maillage de base n’est pas un tétraèdre.

La deuxième étape consiste à projeter le maillage de base sur la sphère.

Par cette projection, un premier maillage sphérique est obtenu. À partir de ce

maillage, on ajoute les sommets décimés en effectuant les opérations inverses

à celles effectuées à la simplification. Les points ajoutés sont positionnés sur

la sphère grâce aux coordonnées barycentriques déjà stockées. Les figures 2.7

et 5.2 montrent les étapes principales et quelques exemples de la paramétri-

sation sphérique des maillages triangulaires de genre zéro.

La paramétrisation sphérique du maillage M définit des signaux sphériques

triangulés fx, fy et fz auxquels nous pouvons appliquer notre calcul direct des

harmoniques sphériques au lieu d’appliquer une discrétisation régulière sur

la sphère comme fait précédemment par Zhou et al.

Dans la figure 5.3, nous illustrons l’intérêt d’utiliser notre méthode plutôt

que la discrétisation utilisée par Zhou et al. [110]. L’échantillonnage régulier

sur la sphère ignore des détails importants sur la tête du Dinosaure, avec une

bande passante β = 128 (cf. la figure 5.3(a)). En appliquant notre méthode avec

la même bande passante, on peut voir clairement les détails géométriques sur

le modèle (cf. la figure 5.3(b)). Les coefficients des harmoniques sphériques

sont calculés avec une tolérance de 95%.

Dans la figure 5.4, nous montrons la représentation fréquentielle du mo-

dèle de Bunny de Stanford par les harmoniques sphériques pour différentes

mesures de précision géométrique dont on rappelle que c’est elle qui détermine

la bande passante. La variation de la mesure de précision géométrique ǫ crée

une représentation avec un niveau de détail correspondant. La valeur de ǫ est

prise comme un pourcentage par rapport à la diagonale de la boîte englobant

du modèle. Le temps de calcul de cette représentation est de 6 secondes pour

la bande passante β = 190.

La figure 5.5 montre d’autres exemples de la représentation de modèles

de genre zéro par décomposition en harmoniques sphériques de la paramétri-

sation triangulaire sphérique. Les modèles sont d’abord paramétrisés sur la

sphère et ǫ est fixé dans ce cas à 0.001. Les valeurs correspondantes de β sont

128, 128, 160 respectivement.
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(a) (b)

FIG. 5.3 – La décomposition des fonctions fx, fy et fz en harmoniques sphé-
riques. (a) Le modèle obtenu après discrétisation régulière sur la sphère, la tête
de Dinosaure est sous-échantillonnée avec β = 128 (image extraite de [110]).
(b) Notre approche avec la même bande passante β = 128 et σ = 95%.

(a) (b) β = 24(ǫ =
0.05), σ = 95%

(c) β = 48(ǫ =
0.01), σ = 95%

(d) β = 190(ǫ =
0.001), σ = 95%

FIG. 5.4 – La représentation du modèle de Bunny en harmoniques sphériques.
(a) La paramétrisation sphérique (b), (c) et (d) quelques niveaux de détails
correspondent aux valeurs différentes de ǫ 0.05, 0.01 et 0.001 respectivement.

(a) β = 128 (b) β = 128 (c) β = 160

FIG. 5.5 – La représentation de modèles de genre zéro en harmoniques sphé-
riques (ǫ = 0.001 et σ = 95%).
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5.1.2 Segmentation

Dans cette section, nous montrons comment notre représentation fréquen-

tielle peut également être étendu aux maillages 3D non étoilés en utilisant

une segmentation volumique. Cette dernière consiste à diviser le volume dé-

limité par le maillage en sous-volumes étoilés. Après cette segmentation, le

calcul des harmoniques sphériques est appliqué à chaque partie séparément.

Les représentations locales sont fusionnées en utilisant le cadre de surfaces

implicites.

5.1.2.1 Segmentation volumique

Le problème de la segmentation des objets 3D en un nombre minimum de

sous parties étoilées est un problème ouvert dans le domaine de l’informatique

graphique. Cependant , il existe plusieurs techniques permettant de segmen-

ter les modèles complexes en un nombre raisonnable de parties convexes ou

étoilées. Lien et Amato [61] ont proposé une mesure de concavité pour diviser

les modèles en parties approximativement convexes selon cette mesure. Dey

et al. [21] ont décomposé le volume borné par un ensemble de points en plus

petits sous-volumes. Leur segmentation est basée sur la notion d’attracteur

puis de persistance topologique [25].

FIG. 5.6 – Les manifolds stables de points maximums décomposent le volume
délimité par le maillage (image extraite de [21]).

Tout d’abord, Dey et al. étudient les points critiques relatifs à la fonction de

distance au point le plus proche sur le modèle. Ils les classifient comme points

maximums, minimums ou points selles. Les auteurs définissent ensuite des

structures géométriques correspondant aux points critiques maximums. Ils

les appellent les manifolds stables. Ces manifolds stables sont des régions
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compactes qui décomposent le volume délimité par le maillage (cf. la figure

5.6). Généralement, ces régions sont convexes.

L’algorithme de segmentation fusionne ensuite un certain nombre de ma-

nifolds stables pour qu’on ait un nombre raisonnable de sous maillages. La

méthode de base permet d’obtenir un bon candidat pour le choix du centre ;

le maximum attaché à la région du manifold stable. Mais comme des fusions

peuvent être mises en oeuvre par cet algorithme de segmentation entre les

manifolds stables obtenus, le choix d’un centre est moins direct. Pour cette

raison, nous choisissons les centres de sous maillages à l’aide de la méthode

d’optimisation aux moindres carrés présentée dans la sous section 4.2.2. La

figure 5.7 montre quelques exemples de segmentation de maillages 3D.

20 parties 50 parties 50 parties
FIG. 5.7 – Des exemples de segmentation de maillages 3D. Chaque partie est
représentée par une couleur différente.

5.1.2.2 Fusion des représentations fréquentielles des parties

Dans cette section, nous associons une représentation implicite à chacune

des parties sur la base de leur représentation fréquentielle. La représentation

de l’objet est ensuite obtenue à l’aide de l’opération de mélange de ces repré-

sentations implicites.

Une fois réalisé le choix de son centre, chaque partie est représentée par la

fonction f : S2 → R qui mesure la distance de ce centre aux points de la partie.

Le calcul des harmoniques sphériques est appliqué à ces fonctions comme

expliqué dans la section 4.3.

Considérons {Mi : i = 1, . . . , n} l’ensemble des sous-parties de l’objet et

{fi(θ, ϕ) : i = 1, . . . , n} les fonctions sphériques correspondant à la distance
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aux centres {ci : i = 1, . . . , n} des sous parties. Pour fusionner les parties Mi,

nous associons à chaque fonction fi une fonction gi : R3 −→ R, appelée fonction

potentielle et définie comme suit :

gi(p) = fi(θ
(p)
i , ϕ

(p)
i )− r(p)

i (5.2)

où r
(p)
i , θ(p)

i et ϕ(p)
i sont les coordonnées sphériques de p ∈ R3 dans le système

de coordonnées sphériques local et centré en ci. Chaque gi a la propriété sui-

vante :

signe(gi(p)) =











+ si p est à l′intérieur de Mi,

− si p est à l′extérieur de Mi,

0 si p est sur Mi.

(5.3)

Par conséquent, la surface de Mi peut être considérée comme le noyau de

la fonction potentielle gi. Le volume de l’objet M dans sa totalité correspond

à l’union des sous volumes définis par ces surfaces implicites. La théorie des

R-fonctions [73, 74, 80] fournit un ensemble d’opérations sur les fonctions po-

tentielles. L’opérateur d’union de deux fonctions potentielles g1 et g2 est défini

comme suit :

g1 ∪ g2 =
1

1 + a

(

g1 + g2 +
√

g2
1 + g2

2 − 2ag1g2

)

(5.4)

où a(q) = s(g1(q), g2(q)), s étant une fonction continue arbitraire satisfaisant la

condition suivante :

−1 < s(t1, t2) ≤ 1

La fonction maximum correspond au cas où s = 1.

Soit M1 et M2 deux parties voisines représentées par les fonctions sphé-

riques f1 et f2 mesurant la distance aux centres c1 et c2 respectivement. Les

fonctions potentielles g1 et g2 induites par f1 et f2 sont définies par l’équation

5.2. L’union de ces fonctions potentielles est obtenues par l’opérateur défini

dans l’équation 5.4.

Soit f̃1 et f̃2 les versions approximées de f1 et de f2, respectivement. Après

avoir limité les fréquences à une largeur de bande β, on a pour chaque point

p ∈ R3 :

g̃1(p) = f̃1(θ
(p)
1 , ϕ

(p)
1 )− r(p)

1 (5.5)

g̃2(p) = f̃2(θ
(p)
2 , ϕ

(p)
2 )− r(p)

2 (5.6)

La fonction potentielle g̃, représentant l’union des parties représentées par
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ĝ1 et ĝ2, peut produire des irrégularités au niveau des jonctions à cause de

la limitation des fréquences à une largeur de bande donnée, comme illustré

dans la figure 5.8(a). Pour résoudre ce problème, nous remplaçons l’opérateur

(a) (b)

FIG. 5.8 – Fusion des parties du Bunny. (a) Fusion à l’aide de l’opérateur
d’union, (b) Fusion à l’aide de l’opérateur de mélange.

d’union par l’opérateur de mélange (cf. la figure 5.8(b)). La forme générale de

l’opérateur de mélange entre des fonctions implicites gi est exprimée comme

une somme pondérée :

G(p) =
∑

i

wi(p)gi(p) (5.7)

où wi sont des poids attribués aux fonctions implicites gi. Nous avons utilisé

les B-splines quadratiques b(t) [70] pour générer les poids de l’opérateur de

mélange :

wi(p) = b

(

3||p− ci||
2Ri

)

(5.8)

de rayons Ri et centré en ci où Ri est le diamètre de la partie Mi. Puisque

les B-splines b(t) sont contenus dans l’enveloppe convexe de leurs points de

contrôle, l’utilisation de ces B-splines comme poids de l’opérateur de mélange

garantit une jonction lisse autour des régions de raccordement.

La mesure de précision géométrique est dans ce cas définie comme :

ǫ = max
i
ǫi (5.9)

Ceci signifie que si ǫ satisfait une précision géométrique donnée, toutes les

mesures de précision géométrique locale sont inférieures à cette précision. La

surface représentée par le noyau de la fonction potentielle G peut être extraite
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à l’aide d’un algorithme de marching cube.

Les figures 5.9 et 5.10 montrent quelques exemples de la représentation

d’objets 3D de genre quelconque en utilisant les harmoniques sphériques

après segmentation volumique. La segmentation des modèles de Bunny de

Stanford, Happy Buddha et de Armadillo sont présentées dans la figure 5.7.

Ces objets sont segmentés respectivement en 20, 50 et 50 parties, alors que

les modèles du Dragon, du Dinosaure et du Tyra sont respectivement seg-

mentés en 50, 70 et 50 parties. La tolérance d’évaluation des coefficients et la

mesure de précision géométrique ǫ sont fixées à 95% et 0.001 respectivement

pour tous les modèles. Les bandes passantes satisfaisant cette précision sont

160, 450, 320, 256, 350, 320 respectivement.

5.2 Surfaces représentées par des nuages de points

Proposées comme une alternative aux surfaces polygonales, les surfaces

représentées par des nuages de points ont fait l’objet de nombreux travaux.

En effet, les progrès matériels depuis une dizaine d’années permettent aujour-

d’hui de traiter des maillages volumineux en temps réel. Mais dans le même

temps, la définition des écrans n’a pas beaucoup évolué. En effet, les tailles

des triangles sont parfois plus petites qu’un pixel à l’écran. Ainsi, le para-

digme du point s’est imposé comme une bonne alternative, réduisant l’espace

mémoire des modèles en oubliant la composante topologique explicite présente

dans les surfaces polygonales. Cette absence de topologie explicite permet no-

tamment d’établir une structure multirésolution plus simple sur un nuage de

points.

Grâce à la localité des calculs de la représentation en harmoniques sphé-

riques et à l’opérateur de mélange, il suffit de construire des triangulations lo-

cales pour généraliser notre calcul aux surfaces représentées par des nuages

de points. Cette généralisation s’appuie sur cinq étapes :

– décomposer spatialement le nuage de points en cellules de sorte que le

patch contenu dans chaque cellule ne contienne pas de plis,

– trouver la sphère approximant les points dans chaque cellule,

– trianguler localement la projection de chaque patch sur sa sphère ap-

proximante,

– appliquer notre calcul sur les arêtes de ces triangulations locales,
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FIG. 5.9 – Représentation d’objets 3D en utilisant les harmoniques sphériques.
Les modèles de Bunny, Happy Buddha et Armadillo sont segmentés en 20, 50
et 50 parties respectivement. ǫ est fixée à 0.001 et les valeurs de β correspon-
dantes sont 160, 450 et 320 respectivement (σ = 95%).

FIG. 5.10 – Les modèles de Dragon, Dinosaure et Tyra sont segmentés en 50,
70 et 50 parties. ǫ est fixée à 0.001 et les valeurs de β correspondantes sont
256, 350 et 320 respectivement (σ = 95%).
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– fusionner les représentations locales dans le cadre des surfaces impli-

cites.

(a) (b) (c) (d)

FIG. 5.11 – Les étapes principales de la généralisation de notre approche aux
nuages de points non étoilés ; (a) la décomposition spatiale du nuage de points
(b) les sphères approximant chaque cellule (c) les triangulations locales (d)
l’objet après application du calcul des harmoniques sphériques.

Bien entendu, ces étapes sont également applicables si l’objet est maillé. Dans

ce cas, nous n’avons pas besoin de remailler localement la surface car chaque

patch est déjà maillé. La figure 5.11 illustre les étapes précédentes pour un

modèle non étoilé et de genre non nul.

Dans cette partie, les points sont équipés d’une normale. C’est une hy-

pothèse non restrictive quand on travaille sur des objets représentés par un

ensemble de points. En effet, en l’absence de normales, les directions des

normales à la surface sont estimées par une méthode de moindre carré. Une

orientation consistante de ces directions est ensuite obtenue à l’aide d’une

propagation sur un arbre couvrant de poids minimal de l’ensemble de points

[39].

Étant donné un ensemble de points munis d’une normale, le but de cette

section est de décomposer cet ensemble en des morceaux surfaciques étoilés.

Les kd-arbres [77] sont des structures hiérarchiques d’objets simples et effi-

caces à manipuler. Nous avons utilisé cette structure pour subdiviser la boite

englobant les points de l’objet. Pour chaque noeud intermédiaire dans le kd-

arbre, nous avons utilisé le critère de subdivision proposé par Boubekeur et

al. [14]. Dans cette méthode, le noeud Ci est subdivisé si la condition suivante
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n’est pas satisfaite :

∀p ∈ Ci =⇒ np · ni > δ δ ∈ [0 1] (5.10)

où np est la normale associée à p et ni est la normale moyenne dans le noeud

Ci. Cette condition favorise la propriété que les feuilles de l’arbre kd ne contie-

nnent pas de plis. Cela signifie que les points correspondants sont projetables

sur la sphère approximant chaque noeud (cf. la section 4.2.2) de sorte que

cette projection maintient le voisinage local de chaque point. La figure 5.11(a)

montre la décomposition spatiale d’un modèle 3D, alors que la figure 5.11(b)

illustre la construction des sphères approximant chaque noeud.

Puisque la projection des points sur la sphère est convexe, la triangulation

de leur enveloppe convexe peut être considérée comme une approximation

du morceau de la surface contenant ces points. Soit K le nombre moyen de

points dans chaque feuille et N le nombre de feuilles. N est beaucoup moins

élevé que le nombre total de points. La complexité calculatoire de toutes les

triangulations locales est de N × O(K logK). Cette complexité est inférieure à

la complexité de la reconstruction globale de l’objet. La figure 5.11(c) montre

les triangulations locales de la décomposition spatiale illustrée dans la figure

5.11(a).

Après triangulation locale de chaque feuille, les calculs des harmoniques

sphériques sont appliqués sur cette triangulation. La fusion des représenta-

tions locales en harmoniques sphériques est faite d’une manière similaires à

celle présentée dans la section 5.1.2.2.

Reconstruction de surface

Récemment, plusieurs approches ont été proposées pour tenter d’interpo-

ler ou d’approximer un nuage de points par une surface implicite. En par-

ticulier, les travaux de Turk et O’Brien sur les surfaces implicites interpo-

lantes [99] constituent une approche relativement robuste pour le problème

de la reconstruction de surface. Ils proposent d’utiliser les fonctions à base

radiale (RBF) pour satisfaire un ensemble de contraintes définissant la forme.

Ces contraintes sont des points de l’espace qu’on stipule explicitement comme

étant sur la surface (le nuage de points à reconstruire), ou bien encore à l’in-

térieur ou à l’extérieur de l’objet. Cette méthode marche jusqu’à concurrence
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de quelques centaines de points en entrée. On trouvera un tour d’horizon des

approches les plus récentes dans [7].

FIG. 5.12 – Exemple de la représentation de la surface par une fonction impli-
cite (image extraite de [5]).

L’application de la reconstruction de surface à l’aide de notre représenta-

tion fréquentielle consiste à effectuer la création d’une iso-surface approxi-

mant le nuage de points (cf. la figure 5.12). Un algorithme de Marching Cube

est ensuite appliqué pour mailler cette surface. Étant donné un nuage de

points muni de normales, nous appliquons les étapes illustrées dans la fi-

gure 5.11. Une fonction implicite locale est associée à chaque morceau de la

surface :

gi(p) = fi(θ
(p)
i , ϕ

(p)
i )− r(p)

i (5.11)

où (r
(p)
i , θ

(p)
i , ϕ

(p)
i ) sont les coordonnées sphériques du point p ∈ R3 dans le sys-

tème de coordonnées sphériques local et centré en ci. La surface entière est

donnée par l’iso-surface de la fonction G :

G(p) =
∑

i

wi(p)gi(p) (5.12)

où les poids wi sont identiques à ceux présentés dans la section 5.1.2.2.

Les figures 5.13, 5.14 et 5.15 montrent un exemple de reconstruction d’une

surface approximant un nuage de points munis de normales. Les valeurs dif-

férentes de la précision géométrique ǫ correspondent à des niveaux de détails

sur l’objet. Les valeurs de ǫ sont prises comme un pourcentage par rapport à

la boite englobante du nuage de points.
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(a) ǫ = 0.5,σ =
95%

(b) ǫ = 0.05,σ =
95%

(c) ǫ = 0.001,σ = 95%

FIG. 5.13 – Le modèle de Thai à différents niveaux de détails, le modèle initial
est donné comme un nuage de points orientés de taille 3000k points. Ces
niveaux de détails correspondent à ǫ = 0.5, 0.05 et 0.001 respectivement.
Les valeurs de ǫ sont prises comme un pourcentage par rapport à la boite
englobante du nuage de points. Les valeurs de β sont (a) β = 24 (b) β = 64 (c)
β = 480 (σ = 95%).

5.3 Applications

La représentation fréquentielle d’objets 3D que nous avons proposée offre

toute une variété d’applications. Nous l’avons appliquée à la reconnaissance de

formes 3D, au filtrage de surfaces, à la reconstruction de surface, au transfert

de texture géométrique et à la correction locale de surface. Dans les sous

sections suivantes, nous monterons quelques exemples de ces applications.
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(a) β = 220 (b) β = 256 (c) β = 192

FIG. 5.14 – Reconstruction à l’aide des harmoniques sphériques (ǫ = 0.001 et
σ = 95%) de nuages de points orientés.

(a) β = 480 (b) β = 480

FIG. 5.15 – Reconstruction à l’aide des harmoniques sphériques (ǫ = 0.001 et
σ = 95%) de nuages de points orientés.
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5.3.1 Transfert de texture géométrique

Les textures géométriques nous permettent de rendre la granularité géo-

métrique qui ne peut pas être rendue correctement en utilisant une technique

simple de variation de couleur [22, 23]. Grâce à l’aspect fréquentiel de la repré-

sentation en harmoniques sphériques, les détails géométriques correspondent

aux composants des hautes fréquences. Pour transférer des détails géomé-

triques d’un patch sphérique vers un autre, il suffit d’identifier les coefficients

de harmoniques sphériques correspondant à ces détails et de les ajouter à la

représentation fréquentielle de la surface cible.

Étant donné un patch sphérique S contenant les détails géométriques,

l’objectif est de transférer ces détails vers un autre patch U . Comme expli-

qué avant, les composants de hautes fréquences encodent ces détails géomé-

triques. Le nombre de ces composants est un paramètre défini par l’utilisateur

pour identifier le niveau de détails à extraire de la surface S.

Supposons que ns et nu sont les normales moyennes des surfaces S et

U respectivement. Nous avons deux cas ; le premier est quand ns et nu ont

la même direction et la deuxième quand ils ont deux directions différentes.

Dans le premier cas, le transfert de texture est simplement l’ajout des coef-

ficients des hautes fréquences de S aux leur correspondants dans U . Dans

le deuxième cas, l’ajout de coefficients plonge les détails géométrique en de-

hors de la surface U . Pour résoudre ce problème, les deux surfaces S et U

se sont aligner pour que les deux directions de ns et nu coïncident. En effet,

la rotation d’une fonction représenté en harmoniques sphériques peut être

effectuée efficacement grâce à l’algorithme proposé par Křivánek et al. [54].

Au contraire des techniques de transfert de texture géométrique à partir d’un

exemple [55, 12], notre approche n’exige pas une création d’un ensemble de

champs vectoriel sur la surface. Cependant, notre approche restreint le trans-

fert aux texture paramétrisable sur la sphère. Ainsi, certains types de texture

, l’épine par exemple, ne peuvent pas être transférés par ce schéma. La figure

5.16 montre un exemple du transfert de texture géométrique du dos d’Arma-

dillo au dos de Bunny par les harmoniques sphériques. La figure 5.17 montre

le recouvrement par un texture définie régulièrement sur la sphère.
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FIG. 5.16 – Transfert de texture géométrique à l’aide des harmoniques sphé-
riques.

FIG. 5.17 – Transfert de texture géométrique à l’aide des harmoniques sphé-
riques.
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5.3.2 Correction locale de surface

À l’étape d’acquisition d’objets 3D, les scanners 3D introduisent localement

dans les données du bruit de numérisation dont l’amplitude dépend de leur

précision. L’édition locale des surfaces 3D est très utile dans ce cas. Les opéra-

tions de l’édition des surfaces exigent dans la mesure de possible de préserver

les détails géométriques de la surface. Nous arguons du fait que les détails

géométriques sont une propriété intrinsèque de la surface et que, par consé-

quent, l’édition des surfaces est mieux effectuée par le fonctionnement d’une

représentation intrinsèque de la surface.

Grâce au calcul local des harmoniques sphériques, nous pouvons répa-

rer les discontinuités trouvées sur les surfaces 3D par élimination des com-

posants des hautes fréquence dans la représentation fréquentielle du patch

contenant cette discontinuité. Ceci n’affecte les détails géométriques apparte-

nant aux autres patches. La figure 5.18 montre un exemple de la réparation

de la discontinuité trouvée sur la figure de Igea. Cette opération n’est pas équi-

FIG. 5.18 – Réparation de la discontinuité trouvée sur la figure de Igea.

valente au filtrage du modèle. En fait, le filtrage d’un modèle affecte toute la

surface de ce modèle alors que dans notre cas l’effet est local et tous les autres

détails géométriques sont préservés.
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5.3.3 Compression

Les représentations fréquentielles de surfaces peuvent être utilisées pour

la compression et la transmission progressive des modèles 3D. En effet, les

composants correspondant aux basses fréquences reflètent la forme générale

de l’objet alors que les hautes fréquences correspondent aux détails géomé-

triques. En fait, le taux de compression dépend également du nombre de par-

ties segmentant l’objet. Le tableau 5.1 montre les taux de compression des

modèles présentés dans les figures 5.9 et 5.10. Le taux de compression est

calculé comme le rapport entre la taille de l’objet obtenu à la taille de l’objet

d’entrée. Nous pouvons remarquer que ce taux est moins fort quand l’objet est

segmenté en un grand nombre de parties. L’information de stockage présentée

Modèle # Points #T # Parties % max β
Bunny 35,947 69,451 20 31% 160
Dinosaure 56,194 112,384 70 69% 350
Tyra 100,000 200,000 50 27% 320
Phlegmatic Dragon 240,057 480,076 50 23% 256
Armadillo 172,974 345,944 50 16% 320
Happy Buddha 543,652 1,087,716 50 11% 450

TAB. 5.1 – Le taux de compression correspondant à ǫ = 0.001 et σ = 95%.

dans ce tableau est brute. Pour avoir des véritables taux de compression, nous

pouvons utiliser des algorithmes exploitant la redondance de l’information.
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Chapitre 6

Conclusions et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons apporté des contributions théoriques aux re-

présentations d’objets 3D utilisant les harmoniques sphériques. Ces représen-

tations peuvent s’appuyer sur deux types de fonctions représentant l’objet. La

première correspond à la fonction indicatrice de l’intersection d’un objet avec

une sphère alors que la deuxième est la fonction mesurant la distance radiale

des points d’un maillage étoilé. Étant donné un objet 3D, nous nous sommes

focalisés sur le calcul des coefficients des harmoniques sphériques directe-

ment sur le maillage de l’objet, sans voxelisation de l’espace dans lequel est

plongé l’objet. Dans le cas de la fonction décrivant la distance au centre des

points d’un maillage étoilé, nous avons abordé deux techniques pour calculer

ces coefficients. Le point commun de ces deux techniques est que les coeffi-

cients intervenant dans le développement des ces fonctions en harmoniques

sphériques sont calculés directement à partir de la description du maillage.

Dans la première technique, nous avons proposé un mode de calcul direct

sur les triangles du maillage. Ceci nous donne plus de contrôle sur la tolé-

rance de l’évaluation. De plus, le temps de calcul est linéairement dépendant

par rapport au nombre de triangles dans le maillage. Dans la deuxième tech-

nique, nous sommes allés plus loin dans cette évaluation pour montrer que le

calcul des coefficients peut se faire sur les arêtes du maillages au lieu des tri-

angles ce qui permet de passer à des évaluations unidimensionnelles. Pour ce

faire, nous avons exploité le théorème de Curl. Un tel mode de calcul présente

plusieurs avantages :

⋆ Évaluation efficace. L’évaluation des coefficients des harmoniques sphé-

riques est distribuée sur les arêtes grâce au théorème du Curl qui
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permet de réduire les évaluations sur les triangles à des évaluations

sur les arêtes.

⋆ Contrôle d’erreur. L’évaluation des coefficients des harmoniques sphé-

riques est faite par une méthode de Monte Carlo qui génère un en-

semble de points aléatoires distribués uniformément sur les arêtes.

La tolérance d’évaluation de chaque coefficient est directement liée

au nombre de points générés sur chaque arête. De plus, lorsque la

transformée en harmoniques sphériques est utilisée pour le filtrage,

le contrôle sur l’approximation géométrique globale se fait à l’aide

d’une fonction distance adhoc qui permet de calculer les coefficients

progressivement jusqu’à une bande passante appropriée.

⋆ Calcul local. Le calcul est fait localement et directement sur la descrip-

tion surfacique de l’objet sans voxelisation et paramétrisation sphé-

rique. Ceci peut être intéressant pour un portage sur carte graphique

de ces calculs.

Par la suite, nous nous sommes intéressés à appliquer cette méthode sur

des objets non étoilés. Il s’agit de proposer une généralisation de cette méthode

en décomposant ces objets 3D en un ou plusieurs sous domaines sphériques.

En particulier, les objets de genre zéro sont homomorphiques à une sphère.

Ils peuvent donc être paramétrisés sur une sphère en appliquant un algo-

rithme de paramétrisation sphérique à leur maillage triangulaire. Les calculs

des harmoniques sphériques sont ensuite appliqués à la fonction sphérique

définie sur cette paramétrisation. Autrement, les objets de genre non nul sont

tout d’abord segmentés en un ensemble de sous objets étoilés. Les calculs

des harmoniques sphériques sont ainsi appliqués localement sur ces sous ob-

jets. Finalement, les représentations locales en harmoniques sphériques sont

fusionnées dans le cadre de surfaces implicites pour une recomposition de

l’objet 3D.

La représentation fréquentielle d’objets 3D en harmoniques sphériques fi-

gure dans une variété d’applications. Dans le cadre de nos travaux, nous

l’avons appliqué à la reconnaissance de formes 3D, au filtrage de surface,

au transfert de texture géométrique, au traitement local de surfaces, à la com-

pression géométrique et à la reconstruction de surface à partir d’un nuage de

points.

L’approche que nous avons présentée dans cette thèse présente cependant
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des limites qui touchent sa performance et son efficacité :

– Connaissance de la normale. L’évaluation des coefficients des harmo-

niques sphériques sur les arêtes du maillage nécessite la connais-

sance de la normale à la surface. Ceci restreint l’applicabilité de l’ap-

proche aux surfaces, ou nuages de points, munis de normales.

– La discrétisation sur les arêtes. Même si le calcul des coefficients des

harmoniques sphériques est réduit à des évaluations sur les arêtes

sans voxelisation globale, ces coefficients sont évalués par une dis-

crétisation local sur les arêtes. Nous voudrions ainsi éviter com-

plètement la discrétisation sur les arêtes. De plus, nous voudrions

étendre ce calcul au cas de la fonction indicatrice.

– Segmentation surfacique et l’opérateur de mélange. La segmentation

surfacique décompose l’objet en un grand nombre de morceaux sur-

faciques. Ceci entraîne ensuite la nécessité de recomposer les mor-

ceaux en utilisant un cadre qui ne respecte pas forcément les sou-

cis de décomposition fréquentielle. En effet, la fusion des morceaux

locaux de l’objet segmenté est faite à l’aide de l’application de l’opé-

rateur de mélange à leur représentation fréquentielle. L’opérateur de

mélange est appliqué dans le domaine spatial alors que les objets

sont représentés dans le domaine fréquentiel. Ainsi, nous n’avons

pas une forme fréquentielle globale de l’objet. Nous avons donc be-

soin d’un opérateur de mélange fréquentielle.

– Le transfert de texture. Le transfert de texture géométriques par les

harmoniques sphériques restreint l’application aux détails géomé-

triques qui peuvent être plongés sur une sphère. Par exemple, “les

épines” ne peuvent pas être transférés par cette méthode.

Enfin, avant de conclure cette thèse, quelques questions méritent de faire

l’objet de futurs travaux.

– La segmentation. Les objets non étoilés ont été segmentés en des par-

ties étoilées. Cependant, cette segmentation ne garantit pas un nombre

raisonnable de sous parties. Nous cherchons une méthode de seg-

mentation qui puisse produire une nombre raisonnable de sous par-

ties. Cette méthode nous permettra d’exploiter l’aspect de compres-

sion de la représentation fréquentielle.

– Le Laplacien. Il est possible de considérer le Laplacien comme base de
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la décomposition fréquentielle grâce à la propriété d’orthogonalité de

ses fonctions propres. Nous voudrions exploiter notre mode de calcul

sur cet opérateur pour avoir d’une part des fonctions de base adaptée

à la géométrie et à la connectivité de l’objet, et plus de contrôle sur

la représentation de l’objet d’autre part.

D’autres questions intéressantes concernent l’extension de notre mode de cal-

cul à d’autres représentations fréquentielles, comme les ondelettes par exemple.



Annexe A

La base des harmoniques

sphériques

L’équation de Laplace dans le système de coordonnées sphériques est ex-

primé comme suit :

∇2f =
1

r2

∂

∂r

(

r2∂f

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂f

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
= 0 (A.1)

On suppose que la solution présente des variables séparées : f(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ).

L’équation devient donc :

1

r2

1

R

∂

∂r

(

r2∂R

∂r

)

+
1

r2 sin θ

1

Θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Θ

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

1

Φ

∂2Φ

∂ϕ2
= 0 (A.2)

La première partie est indépendante de θ et ϕ, la seconde partie est indépen-

dante de r. Chaque terme doit donc être égal à une constante sans dimension

dont la somme pourra s’annuler. Pour le premier membre :

1

R

∂

∂r

(

r2∂R

∂r

)

= l(l + 1) =⇒ ∂

∂r

(

r2∂R

∂r

)

= l(l + 1)R

En cherchant des fonctions polynomes du type : R = ra, on trouve pour la

solution :

R = l(l + 1)(rl + r−(l+1)) (A.3)
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FIG. A.1 – Le polynôme de Legendre associé Pm
l . Le nombre de passage par

zero d’un polynome de degré l et d’ordre m est exactement l −m.

pour le troisième membre :

1

Φ

∂2Φ

∂ϕ2
= −m2 =⇒ ∂2Φ

∂ϕ2
= −m2Φ

En cherchant des fonctions trigonométriques du type : Φ = eαϕ, on trouve pour

la solution :

Φ(ϕ) = eimϕ (A.4)

En remplaçant R et Φ, l’équation du Laplacien devient une équation en θ seule-

ment, que l’on peut écrire :

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Θ

∂θ

)

+

(

l(l + 1)− m2

sin2 θ

)

Θ = 0

Avec x = cos θ, on obtient :

(1− x2)
∂2Θ

∂x2
− 2x

∂Θ

∂x
+

(

l(l + 1)− m2

1− x2

)

Θ = 0

Les fonctions solutions de cette équation sont les polynomes de Legendre

Pm
l (cos θ), qui n’existent que pour des valeurs entières et positive de l et des

valeurs entières de m entre −l et +l (cf. la figure A.1). La solution de l’équation

de Laplace est donc :

f(r, θ, ϕ) = RPm
l (cos θ)eimϕ

La partie angulaire de cette solution est appelé les harmoniques sphériques

Y m
l (θ, ϕ).
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Titre : Calcul efficace et direct des représentations de maillages 3D utilisant les har-
moniques sphériques

Résumé Dans le domaine de l’informatique graphique, les harmoniques sphériques
jouent un rôle important dans des applications aussi variées que l’illumination glo-
bale, le rendu, le filtrage de surface et la reconnaissance de forme. La transformée
en harmoniques sphériques permet de réaliser l’analyse fréquentielle de fonctions
définies sur une sphère. Nous nous intéressons ici au cas particulier des fonctions
sphériques définissant un maillage (maillage d’une surface étoilée, BRDF linéaire par
morceaux, fonction indicatrice de l’intersection entre un objet et une sphère 3D) et
nous offrons un algorithme permettant de calculer les coefficients de la transformée
en harmoniques sphériques directement à partir des triangles ou des arêtes compo-
sant le maillage. Cet algorithme s’accompagne d’une analyse permettant de contrôler
la précision et l’erreur géométrique commise suite à des opérations de filtrage. On
évite ainsi les problèmes d’erreur systématiques liés à une voxelisation régulière de
l’espace dans lequel est plongée la forme 3D. Nous avons appliqué ces résultats dans
une variété d’applications telles que le filtrage, le transfert de texture géométrique, la
reconstruction de surface.

Title : Direct and efficient computation of representations of 3D meshes using the
spherical harmonics

Abstract In the computer graphics community, the spherical harmonics play an
important role in many fields such as rendering, global illumination, surface filtering
and shape matching. The spherical harmonics transform allows the spectral analysis
of functions defined on the sphere. We are interested in the case where the sphe-
rical functions define a mesh (star-shaped meshes, BRDF, indicator function of the
intersection of an object and a sphere). We propose an algorithm which enables to cal-
culate the coefficients of the spherical harmonics transform directly from the triangles
or the edges of the mesh. This algorithm is accompanied with an analysis allowing the
control of the geometric error precision resulting from the filtering operations. So we
avoid the error problems relative to the regular voxelization of the space containing
the 3D form. We have applied these results in a variety of application such as the
filtering, the geometric texture transfer and the surface reconstruction.
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