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Rappel

« Polygone connexe | « Convexe

-

» Polygone non connexes Concave

». P

1 — Systemes de coordonnées

» Deux systemes de coordonneées

— espace reéel
» généralement continu
* unités : km, m, millimétre, Euro, litres, etc.
— espace de visualisation (périphérique, écran
» généralement discret
* unités : pixels + couleurs
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Nécessité de transformations

» espace réel espace de visualisation
— transformations linéaires

« Notions clés : Esrgzlce
— fenétre { Espace
— clipping V?':u
— aliasing

Fenétres et clotures

 Deéfinitions normalisées
— Fenétre (monde réel) : window
— Cléture (monde de visualisation ) : viewport

» Usage majoritaire de la notion de fenétre

Clipping

 Clipping : parmi les objets du monde réel,
ne garder que ceux (entiers ou en partie)
gue I'on peut voir depuis cette fenétre
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Clipping d'un objet par une
fenétre rectangulaire

O
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14

Clipping d'un segment avec l'algorithme de
COHEN-SUTHERLAND

] / 0000 w
N\ N

Présentation générale
x]_[A B] [x],[%
Y| |Cc D||y| |¥

Cette matrice intégre :
- rotation
- symétrie
- changement d’échelle

Translation
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2 — Transformations linéaires 2D

* Point :x,, y,
e Translation X =x+a
Y 1,
Y=y+b \ P
* Rotation X = xxcos@) + yxsin(@)

Y = —-xxsin(@) + yxcos@)

Changement d’échelle X =ax
Y =by

Remarques générales

* Les transformations géometriques sont
toutes traitées par des combinaisons

d’additions et de multiplications de matrices

 Serait-il possible de n’avoir que des
multiplications ? Oui si I'on parle en
coordonnées homogenes

Pr. R. Laurini
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3 — Eléments de géométrie
algorithmique

les segments

3.2. Opérations sur les polygones
3.3. Enveloppe convexe

3.4. Triangulation de Delaunay
3.5. Courbes de Bézier

3.1. Opérations sur les points, les lignes et

3.1. Opérations sur les points, les

lignes et les segments

Intersection de lignes et de segments

Généralisation de polylignes.

Représentation

* Point: x, you bienx, y, z parfoisx, y, z, t

« Segment ensemble des points situés sur
une ligne et limités par deux extrémités
==> représentation en intension

éguation paramétriquel)(:

X = Xq HUX (XXs)
Y = Ya tuX (Y Ya)

} Aveco=zu=1

Représentation des segments

v B(xb,yb) Y

A(xa,ya)

Origine Origine

Représentation Représentation
par les extrémités paramétrique
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Généralisation et raffinement Généralisation d'une polyligne
;. Points dont la distance est

Generallsatlon

Raffinement e

geometnque U .

J .
., Ligne originelle [ Ligne généralisée
Intersection de deux segments Appartenance
* exacte :
° —D:y=3x+2

A '\. —(x=0, y=5) 7D
‘- intersection A

* approchée
] — (x=0,00001, y = 4,9999999)
c — (x0,y0/7/D) si |y-3x-2|<&

Segments s'intersectant Segments sans intersection

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn 5
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Appartenance de point & un cercle Appartenance de point
a un rectangle
Y Y
Ymax
Yo
Ymin
0 X X
X0 Xmin Xmax
Cercle : Rectangle :
Si (X-XO)2 + (y-yo)2 - R2 = 0 alors sur cerclenformatiquement presque impossible) . Si (Xmin<X<Xma>) and(ymin<y<yma>) alors interieur )
Si (x-%0)2 + (y-y)? - R2 > 0 alors extérieur Si (X<Xin) OF (X>Xna) OF (Y<Ypyin) OF (Y>Yp00) @lors extérieur
Si (X-X)? + (Y-Yp)? - R? < 0 alors intérieur
Appartenance d’un point Solution du probleme de point

dans un polygone avec le théoreme

a un polygone quelconque de la demi-droite (Jordan)

e Cas simple
— rectangles avec cotés paralléles aux axes
» Cas couranP={x, y}
— polygone connexe
» Cas général
— polygone avec trous et iles
— solution : théoreme de la demi-droite de Jordan

@ point candidat

— demi-droite

numéro d'intersection
avec les cotés

Un point est intérieur si le nombre d'intersections est impair
Un point est extérieur si le nombre d'intersections est pair

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn 6
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Intersections d'un segment

avec un polygone

LD

Test de segment dans
un polygone (avant rotation)

Oz

(Apreés rotation)

3.2. Opérations sur les polygones

* Intersection segment et polygone

» Test d'appartenance d'un point a un polygone
 Union, intersection, différence de polygones

» Détermination de centroide
» Calcul de surface

* Clipping de polygone

* Rubber-sheeting

Rectangle minimum
englobant un polygone

Ymax

Polygone @—mm—-—— |

Rectangle minimum englobant

Ymin

Union et intersection de
deux polygones

min

'

Deux polygones A et B Union de Aetde B Intersection de A et de B

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Découpage de deux polygones ef
tranches paralleles

|

S

Polygone A

Polygone B

s
N PRy e e

~

—

Calcul de la surface d’'un
polygone quelconque

» Découpage en triangles

« Surface d’un triangle a partir du produit

vectoriel V3= Vi0v2

oL |\

S— Z(Z(XY+1— X+1V))+(|Xy— Xn})

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn

Méthode des tranches pour déterminer l'un
et l'intersection de deux polygones

POLYGONES INTER- UNION
DECOUPES SECTION
%) Jasiseel
o B LA B

RS B | L5
NN ESS IVA5555N
S | a
o |

Différents types de centroides

Centroide défini a partir des sommets Centroide défini comme centre de gravité

Centroide défini comme milieu du rectangle englobant

Pr. R. Laurini
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Déeplacement de centroide Calcul du barycentre

» Centroidex,, Y,
— Comme centre de gravité des sommets
Xc:%z xi et yc:%z yi
— — Comme centre de gravité des surfaces (barycentre)
» découpage du polygone en triangles

« calcul du barycentre de chaque triangle
« calcul du barycentre global

— Comme milieu du rectangle englobant
X = %(Xmax— Xmin)etyc = %(ymax— ymin)

Rubber sheeting Formules de rubber-sheeting
| - * Rubber-sheeting linéaire
.ﬂ I = / dongine X = Axx+Bxy+C
o Nouvelle Y =Dxx+Ex y+ F
care HH « Rubber-sheeting bilinéaire
‘! ] :)?!::; ‘4. X =Axxy+Bxx+Cxy+D

Y =Exxy+Fxx+Gxy+H

Transformations élastiques

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Hachurage de polygone

Paramétres :
- d = distance entre deux hachures

- a = angle

Algorithme

» Rotation d’angle @ du polygone
 Calculer rectangle englobanty .
— droite D y:= Y
* DeY,inaYnax@vec un pasd faire :
— intersections de D avec c6tés du polygone
— tri des intersections

— calcul des extrémités des hachures (rotationaje +

— dessin de la hachure

—y:=y+d

3.3 Enveloppe convexe

* Probleme :
 Soit un semis de poing (x, y) :
» Objectif :déterminer le polygone convexe

minimal tels que tous les points soient situés
sur les bords ou a l'intérieur de ce polygone

Enveloppe
convexe

/ (convex hull)

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Algorithme de Jarvis

L'algorithme de Jarvis, appelé aussi parcours dés)aalcule I'enveloppe convexe d'un
ensemble E de points par la technique du paquetcacelle-ci simule I'enroulement de
I'ensemble E par une ficelle.

On attache d'abord I'extrémité de la ficelle anpB le plus bas de I'ensemble des points. Ce
oint est celui de plus petite ordonnée (et de glaade abscisse si plusieurs points ont
‘ordonnée minimale).

On trouve ensuite les autres sommets en "tourmandur des données. Plus précisément, si on
a trouveé les sommets jusquiaf®,; est le point tel que la droiteMR, laisse tous les autres
points du méme coté.

Voici I'algorithme de Jarvis en pseudo-langage:

trouver le point d'ordonnée minimale p 0

list <- {p

répéter
pour tout I=p

calcul?er I'ahgle [(¢] 1PiP iP))

soit p le point qui minimise cet angle
list <- pr . R

Pii =P P =P jusqua p  =pg

3.4 Triangulation de Delaunay

* Probléme :

* Soit un semis de poing (x;, ) :

» Objectif :déterminer les triangles entre ces
points de sorte qu’aucun ne soit situé dans
un autre triangle

Autre définition

 Des triangles sont dits en triangulation de la
surface qu'ils recouvrent:
1- si l'intersection l'intérieur de deux
triangles est vide quelque soit les deux
triangles.
2 - si l'intersection de deux triangles est soit
vide, soit une cote, soit un sommet
cas "interdits":

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Bonne et mauvaise triangulations

semis mal triangulé semis bien triangulé
(les triangles sont allongés) (triangles compacls)

Exemple d’algorithme

* On maintient & jour une liste de triangles qui & tostant forme une

triangulation du rectangle. Celle-ci est forméelépart des 2 triangles
obtenus en divisant le rectangle par une de sgsrides.

* On prend les points un par un dans I'ordre derlearéro. Deux cas

possibles:

* Ou bien le nouveau point est interne a I'un desiglies T de la liste

ou bien il est sur la frontiere de 2 triangled;Tde la liste.

» Dans le premier cas, retire e la liste et rajouter a la liste les 3

triangles obtenus en divisant Jar les droites joignant le point au 3
sommets de T

+ Dans le deuxiéme cas retirgrel T, de la liste et rajouter les 4

triangles obtenus en divisantpar le nouveau point et le sommet
opposé et de méme poyr T

Tessellation de Voronoi

» On appelle polygone de Voronoi associé au site

Pi la régionVor (Pi) (chaque région étant
I'ensemble de poin{g,y)les plus proches a un
point deP) telle que chaque point dea pour
plus proche sit®;.

Vor(P) ={xOR?d(x,P) < d(x P),0P OP-P}

Une tessellation de Voronoi est le dual de la
triangulation de Delaunay

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn

Tessellation de Voronoi

Pr. R. Laurini
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3.5 Courbes de Bézier Exemple de courbe de Bézier

* Soit une ligne brisédy A A, ....... AA, (appelée
polygone de contréle, le%, étant les points de contrdle), la
courbe de Bézier (polynomiale) associée est labeode
paramétrisation ci-dessous

A "

() :iB:(r)ﬁx
=0
avec polynémes de BernsteimB®  Cl=v (1- x)™*

* la courbe passe pay, (pourt = 0) etA, (pourt = 1), et la
portion qui joint ces points est tracée dans |'topme
convexe des points de contrble ; la tangentdast AA,)

et celle er, (A..AY-

Paul de Casteljau et Pierre Béziel Introduction aux splines

En réalité, courbes inventées par de Paul de
Casteljau (ingénieur chez Citroén), mais
connues sous le nom de Pierre Bézier
(ingénieur chez Renault)

™~

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn 13
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4 — Modéelisation des objets spatiaux

4.1 Modélisation des segments, des polylignes et
des mixtilignes

4.2 Modélisation des polygones

4.3 Modélisation des graphes

4.4 Modélisation des terrains

Pr. R. Laurini

4.1 Modéelisation des segments,
des polylignes
et des mixtilignes
* Représentation des segments

» Représentation des polylignes

* Représentation des mixtilignes

Modeélisation d’un segment

Extrémités
- #point, X, y

Origine X

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn

C

Polyligne ouverte

Polyligne fermée

Polyligne

- #polyligne

P O |y| i g n e - indicateur de fermeture

2-n

+regle de
point dans
un segment

Polyligne

- #polyligne
- indicateur de fermeture

Segment

- #segment

14
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Mixtiligne

Mixtiligne

- indicateur
de fermeture:

1-1

Points
d'appui

- npoint
-X Y

1-1

Segment

Portion
de cercle

Portion de
parabole

Portion de
spline

Autre
primitive

- paramétres

- parametres

- parametres

- parametres

- parametres

» Polygone simple isolé

» Polygones complexes isolés

» Tessellations irrégulieres

» Polygones bordés par des polylignes

» Tessellation limitée par des mixtilignes

» Orientation des polygones dans une tessellation
» Organisation hiérarchique des territoires

4.2 Modélisation des polygones

Polygones isolés

Polygones complexes (segments]

D
U

.

L

Polygone unique
avec trous et fles
Polygone Segment Point
Ol Oz o
- #polygone 3-n 1-1 | -#segment |22 \_/ 25" ch;lmt
+régle de point -
dans un polygone

POLYGONE (#polygone, #segment)
SEGMENT (#segment, #pointl, #point2)
POINT (#point, X, y)

Polygone Point
- #polygone - #point
“X.y
+ regle de point

L dans un polygone
POLYGONE (#polygone, #point, ordre)
POINT (#point, X, y)
REGLE de point dans un polygone

REGLE de point dans un polygone

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Polygones complexes (morceaux

Polygone unique
avec trous et fles

Polygone complexe
#polygone

Polygone simple

#polygone

POLYGONE-NON-CONNEXE

POLYGONE

(#polygone-non-connexe,
#polygone, connexité)
(#polygone, etc...)

REGLE de point dans un polygone

)
Y

Orientation des polygones

POLYGONE (#polygone, #segment, #segment-suivant)
SEGMENT (#segment, #pointl, #point2)
POINT (#point, X, y)

REGLE de point dans un polygone

Tessellations polygonales
guelconques

Polygone

- #polygone | 3-n C 1-2

Segment Sommets
- #segment EOZ - #point
=Xy
+ régle de point
dans un polygone

Tessellations avec polylignes

Polygone Polyligne | Extrémités
- #pol _O . i ( ) - #point
#polygone | 1. 1-2 #polyligne 2.2 2| oy
. 0-n
+regle + régle de point
point dans @ dans un segment
un polygone 1-1
Point intermédiaire
- #point
-Xy
A S

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Tessellations quelconques Tessellations avec segments orientés
.#zr:ne m Droite @
O
1-2 m

— - - IFEDERIE
Mixtiligne Portion de Point W 4 t
@ mixtiligne M e - #segmen

1-n -1

- #point
-X, Y, Z

- #mixtiligne | 1 o Y g | e 3-n  1-2|- orientation

- type =X,y + régle de point

+ regle de point dans une mixtiligne dans un polygone

Tessellations hiérarchiques 4.3 Modélisation des graphes

» Graphe non-orienté

Extrémités

» Graphe orienté

Points
intermédiaires

Introduction a la géométrie algorithmique euclidienn 17
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Graphe
@ié a> Ardte
@

Graphe orienté

entrant - Arc
sortant

4.4 Modélisation des terrains

Points avec gradients

Tessellations triangulaires

Grilles orthogonales (ou maillage)

Courbes de niveau

Points avec gradient

Point

- #point
=X Y, Z

120 Gradient de P

G =(Gx, Gy, Gz)
100

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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a/ représentation directe

TRIANGLE (#triangle, #sommet1, #sommet2, #sommet3)
SOMMET (#sommet, x, v, z)
et

REGLE de point dans un triangle

b/ représentation orientée segment
TRIANGLE (#triangle, #segmentl, #segment2, #segment 3)
3-3 ' + regle de point SEGMENT (#segment, #pointl, #point2)
o dans un triangle SOMMET (#sommet, X, Y, z)
z2 + régle de poin et
o ) dar:glundrrigng|; Sommet REGLE de point dans un triangle
X, Y,Z
Sz en incluant davantage de topologie :
— SEGMENT (#segment, #pointl, #point2, #triangle-droi t,
#triangle-gauche)

Interpolation planaire pour estimer Maillage simple
» Chaque triangle est situé dans un plan dont

I’équation est :

-
= + + N\,
Z=AX By C ) Par exemple pas de 100 m
« Comment connaitre les 3 parameteB etC ? 7
* Nous avons trois sommets donc : l/
p . <A ~ /
— 3 équations a 3 inconnues A S
— Détermination dé\, BetC

TRIANGLE (#triangle, #segmentl, #segment2, #segment 3, A B O

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn 19
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Maillage

o

T

=

Interpolation dans une maille

Terrain

Maille

- #terrain 1-n C 1-1 - #maille

Points maillés
4-4 C 1-4 | -#point
Xy, z

+ regle de point
dans une maille

YO0

X(@) X0 X(i+1)

Formule d’'interpolation bilinéairez = Axy + Bx +Cy +D

.
ad aptatlf
1n - #terrain &

11 1-1

Ligne en x m Ligne eny

-52 Point -y

-y min 1-n z 1n - x min

-y max - X max

+ regle de point dans une maille
Terrain
- #terrain

Courbes
de
niveau

)

)

)

=

Y

2\

1-n
0-1

Courbe de niveau

-z
0"
|
\

1-1
( N
Portion de courbe
- numéro de portion
- indicateur de fermeture
+régle de 40
point dans @
des courbes
de niveau 11
Point
- #point
-X, Y
k J

5 — Relations Topologiques

» Relations d’Allen entre intervalle de temps

» Relations d’Egenhofer entre objets 2D

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Relations d’ALLEN

Abetore B prm— Aoafrer B — AduringB | p—)

| | |

Ameets B )—|_| A ~meets B '_,—1 A ~during B lﬁ

A overlaps B )_'|_‘ A ~averlaps B — AeqmalsB ﬂ
A ~finishes B )ﬁ A frishes B :
A ~starts B :| A starts B 1'

Relations d’Egenhofer

A disjoint B

Atouches B

A conteins B

Aequals B

Ainside B

AcoversB

O @ O o

A overlaps B

A ~covers B

Modeéle des 9 intersections
d'Egenhofer

-B Objet B:

intérieur : B°

Objet A:
interieur : A°

extérieur = A extérieur =B

contour :0A contour :0B
B° 9B -B
A | A°nB° A°ndB AR-B
R(AB) = 9ANB° 9AndB 9An-B
- A ~AnB° -AndB ~An-B

RA,B)=|d4nF

(4£nB A4noB A0F)

24 B aAmB‘J

A NBE 4 nNdB 4 nNnE

disjoint meet overlap contains
(2 @ @\ | (o o -2\ | (2 -2 -2 (-2 -& -@)
| o o ﬁ@J | o -@ ﬂ@J |- -2 ﬁ@J | o o ﬁ@J
o 2 -2 o @ 2| e 2 o |le 2 @

equal coveredBy inside covers
(-0 @ @ (- @ o (2 & @) |(-2 -2 -@)
| @ 2 @ |2 -2 @ |- @ @J | @ —@ ﬁ@J
lo o ﬁ@J -2 —o ﬁ@J 2o 2 w2 |[le ¢ -2

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn
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Voisinage des relations topologiques

overlap
covers P ~
contains @

\

Traitement d’un couple de points

M e AN Ag(v)

N € RN Ay(v)

¢ R —RT

NM — o(NIM)

ICAN Ag(’v)

J C RN Ay(v)

A se trouve dans la
direction @ par rapport a
R

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn

Discrétisation des objets

e

Pr. R. Laurini
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Résultats

(HRO 2D-2D)

209
A
I
|
,,,,,,, . —-
i

Objets dynamiques

Introduction a la géomeétrie algorithmique euclidienn

Exemple I.
Objets dynamiques

Pr. R. Laurini
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Recherche de configurations Recherche de configurations
spatiales similaires (1/3) spatiales similaires (2/3)

i
.
O
.
P
]

Recherche de configurations

spatiales similaires (3/3) 6 - Conclusions

g =)

raisonnement géométrique

o

wlt

e e - Importance de la géométrie euclidienne

-‘OO )Q OD OD * Nécessité de revoir les algorithmes afin
QD : < S . 8 d’améliorer leur efficacité

O(—le (O e s « Probléme des structures de données

: U  Importance de la topologie dans le

g o) : étriq
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