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 Qu’est ce qu’on a envie d’afficher

— Courbes et surfaces paramétriques et courbes et
surfaces de subdivision

— Surfaces implicites / CSG



Pourquoi ?




© Sherlock Holmes, images courtesy of Framestore and Warner Bros
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Un tout petit peu d histoire

* Modélisation surfacique (années 1960 — 70)
— De Casteljau (Citroén)
— Bézier (Renault)
— Coons (General Motors)
— Ferguson (Boeing)

 Modélisation volumique (années 1980)
— Réquicha
— Mantyla
— Hoffmann



Chaine de visualisation

Scene 3D

~~

Transformation géomeétrique

(-

(-

Rendu réaliste

(-

[ Elimination des parties cachées

Affichage

|
|
|
|
|

= Modélisation géométrique

» Transformations
= Projections

= Algorithme du peintre

= Z-buffer

= Lignes de balayage

= Subdivisions de |” espace image
= Lancer de rayon

= Eclairement

= Ombrage

= Modeles de couleurs
= Radiosité

uoAes ap Ja0ue] =
o3eAe|eq op soudi =

= Ecran |




Courbes et surfaces
paramétriques



Représentation des courbes et
surfaces

* Représentation implicite \A\f;zy;ﬂz'lzo
e Courbes : f(x,y,z) = 0 et g(x,y,z) =0 /\
e Surfaces : f(x,y,z) =0

* Représentation paramétrique /
e Courbes:x =f(t), y=g(t), z=h(t)
e Surfaces : x =f(u,v), y =g(u,v), z=h(u,v)

e Courbe cubique: <
o x = axt3 + bxt? + cxt + dx
e v =ayt3+ byt? + cyt + dy
e z=azt3+ bzt? + czt + dz




Représentation des courbes

* Représentation cartésienne
— Courbes planes : y = f(x)
— Courbes gauches : y = f(x), z = g(x)
— Avantages :
* simple

(b)

e acces direct a y et z connaissant x

— Inconvénients : \
* tangente verticale non représentable

 rotation altere la courbe (b) (c)
* (c) non représentable



Représentation des courbes

* Représentation paramétrique
— Courbes planes : x = f(t), y = g(t)
— Courbes gauches : x = f(t), y = g(t), z = h(t)
— Avantages :

* liberté sur les tangentes
* forme quelconque

* plein de propriétés
— Inconvénients :

* calculs parfois lourds ou délicats
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Historique

Grands noms (années 60 — 70) :

— Bézier (Renault)

— De Casteljau (Citroén)

— Coons (General Motors)

— Ferguson (Boeing)

— De Boor €< B-Splines

Grands systemes de CFAO (années 80) :
— Euclid

— Catia

Fin du duel Bézier — B-Splines : 1990
Probleme de reconstruction : 1990

Surfaces de subdivisions : 1995



Interpolation vs approximation

* |[nterpolation

* Approximation
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Continuité

Continuité de position
— GO: Vn - WO
— CY: pareil

Continuité de tangence
— G':V, .V, et WoW;, colinéaires
— C: méme norme

Vn-1

e [} V4 Vn Wo
Continuité de courbure
_ GZ W,
_ 2

. e, 7 . Vn-1
Continuité de torsion Vo w,
_ 3

G W,

— C3
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Interpolation de points



Interpolation polynomiale

* L'interpolation polynomiale est a la base de tous
les concepts d interpolation

* Soient Py, ..., P, ett,, ..., t, les valeurs du
parametre correspondant.

— Interpoler consiste a trouver une courbe P(t) passant
par tous les points

— On cherche un polyndme satisfaisant les contraintes
d’interpolation : P(t.) = P, (i=0..n)

e Théoreme::

— |l existe un unique polyndme P de degré < n tel que
P(t.) = P, (i=0..n) avec P, et t, fixés




Polyndmes de Lagrange

* Forme explicite du polyndme d’interpolation P :

P()=Y PL (1)

ﬁ(z—zj)

() =

H(ti _tj)

j=0,j#i

L?(tj)zgi,j =

L’; : polynbmes de Lagrange

avec ZL’; (t1)=1
i=0

1pouri=]

\O SInon



Approche de Vandermonde

* On utilise la base monc“)mialept Z r
P(t)=P =a,+at,+...+a,t, ()_l,ZO“Z‘
J... n+1 équations
Pt )=P =a,+at, +...+at
Bl |1 ¢t ¢ t, | a,
- : : Oou encore
Pl |1t & - tla P=TA—>A=T"'P




Algorithme d’Aitkem

* Interpolation de deux points A et B

telol]:  P@)=(1-1)4+tB

b—uA+u—a

u ela,bl: P(u)zb_a —p

B




Algorithme d’Aitkem

 Evaluation récursive

[, —t [ —1.
Bl(t): i+1 })l'_l_ i
.y —1,

I i+

1+1 l:O..n_l

P (t)interpole B, B,.... P, Bt)=B"'(1)="P

n

P""(¢)interpole P, P,, ..., P

n

t —t t
—— R () +—=B"(1) By (t)=F
t —t, t —t,

n n

alors P(t) =



5
t, —t
t, —t,

Algorithme d’Aitkem




Algorithme d’Aitkem

* Algorithme:

) t. —t . t—t. . r=1.n
. — 1+r . l P
Pr(y=— P B D

I+r I I+r I




Interpolation polynomiale

* Propriétés
— Précision linéaire
— Invariance par transformation affine

— La courbe P(t) n’est pas contenue dans I'enveloppe
convexe des points interpolés

— La propriété de diminution des variations de la courbe
par rapport au polygone des points P, n’est pas
satisfaite

* Limitations
— Interprétation géométrique non satisfaisante



Interpolation de points

* |nterpolation de points et d’autres informations :
— On ajoute les dérivées (tangentes)...

— Soient les points P,, P, et les vecteurs tangents D, et
D,. Trouver une courbe polynomiale cubique P(t)
interpolant ces données

- Interpolants cubique et quintique d’'Hermite
* Interpolation polynomiale par morceaux
* Splines
— signifie « latte » (coques de bateaux)
— |a latte prend une position qui minimise la torsion



Courbes de Bezier



Polyndmes de Bernstein

* Le i®™me polyndme de Bernstein de degré n est :

(. n! . .

C, =- — s10<i<n
il(n—1)!

0 sInon

B'(t)=(1)r(1—t)" avec ()=

* Exemple le plus courant : n=3
By () =(1-1)’

B’(t) =3t(1-1)’
<Bj(t) =3t*(1-1)
B; ()=t




Polyndmes de Bernstein

* Propriétés
— Stabilité :

* base optimale pour effectuer les principaux calculs

* passage Bernstein — Base canonique (P, (t) =t") connu

— Valeurs d

4

es polynbmes
(B"(0)=1

0 (0) de plus:
B,(1)=1

— Positivité

Vvt e[0,1] B (1) =0
Vit €]0,1[ B" () >0

<

Vi#0B"(0)=0

Vi#nB'(1)=0



Polyndmes de Bernstein

* Propriétés

— Symeétrie

vt e[011B] ()= B, (1-1)
— Partition de I’ unitén
vt e[0,1]) B'(t)=1
1=0

— Relation de récurrence

By (t)=1
B/()=(1-0)B"'()+t B/ (t) avecB!(t)=0pour j10,...,n|



Polyndmes de Bernstein

 Exemples
Bz'z Bi3 B> B
B! B ’
B, B
B;
(D2 2 p
By(t) =17 =2t +1 Bi(f)=—1* +3t* =3t +1

Bl () =2t + 2t
B, ()=t ]

-

B’ (t) =3t —6t> +3t
B)(t)=-3t +3t°
B ()=¢’




N

Polyndmes de Bernstein

(B(1) =1 —48 + 61> — 41 +1
Bl (t) =—4t* +12¢° —12¢* + 4¢
By (t)=6t*—12t> +6¢°

Bl (t) =—4t* +4r

Bi(t)=1t4

(B3(f)=—1° +5t* =106 +10¢> —5¢ +1
B> () =5 —20t* +30t° —20¢° + 5¢
B, (t) =—10¢> +30¢* —30¢° +10¢°

B () =10£ —20¢* +10¢°

B (t) = -5t +5¢°

"B (t) =t



Courbes de Bezier

e Définition
— Soient (n+1) points P, de R? ou R3

— La courbe de Bézier associée a ces points est la courbe
obtenue en prenant comme fonctions de poids les
polynomes de Bernstein de degré n

P(z):ier(r) Vvt [0,1]

— Les points P; sont appelés points de contrdle

— La ligne polygonale P4P;...P,, est appelée polygone
caractéristigue de la courbe, ou polygone de controle




P(t):zn:B.Bl.”(t) vt €[0,1]
=~ Exemples de courbes

* Linéaires (degré 1), deux points de controle
— P(t) = (1-t)P, + tP,, t € [0,1]
* Quadratique (degré 2), trois points de controle
— P(t) = (1-t)%P, + 2t(1-t)P, + t?P,, t € [0,1]
e Cubique (degré 3), quatre points de controle
— P(t) = (1-t)3P, + 3t(1-t)?P, + 3t2(1-t)P, + t3P,, t € [0,1]
* Courbes de Bézier de degré supérieur a 3 :

— rarement utilisées

— raccordement de courbes cubiques

* chevauchement de points de contrdle pour assurer la
continuité



P(t):zn:Pl.Bl_” () Vtel0,]]

Forme matricielle
B
P(t)=[B,(t) B'(t) --- B/ ()] :
B
_mo,o o My, _Po_
P =[t" t"" --- 1] N
_mn,O mn,n__Pn_
(D374 43 2
"1 3 3 1 B(;(t)— t3+3t2 3t+1
B (1) =3 — 61> + 3t
3 -6 3 0 1 3 3 2
n=3: M = Bi(t)=-3t+3¢
1 0 0 0




P(t) = ZHZBB;’J (1) Vte[0,]]
Caracteristiques

* Les points P; contrdlent la forme de |la courbe

Point de controle

Polygone caractéristique

* La courbe est obtenue par pondération des
points de controles. Les points sont ordonnés.

* La courbe P est un polyndme de degré n
exactement

* Autres fonctions de base = autre méthode




P(t):zn:Pl.Bi”(t) vt e[0,1] o
Proprietes

* Précision linéaire :
— Si les points de contrdle P; sont alignés, alors la
courbe de Bézier est sur un segment de droite

e La relation entre les points de controle est |a
courbe est invariante par transformation
affine

e La relation entre les points de controle est |a

courbe n’ est pas invariante par
transformation projective




P(t) = ZPB (1) Vte[0,1]
Propriéteés

* |nvariance par transformation affine deE )
_0<t<1>a<u<b: ZPB (1) —ZPB(

)

— Probleme simplifié pour les Bézier
— Importance du paramétrage :

Courbe « bien » paramétrée Courbe « mal » paramétrée



P(t):zn:Pl.Bi”(t) vt e[0,1] o
Proprietes

* La construction de la courbe de Bézier a partir du
nolygone de contrdle est invariante par combinaison

parycentrigue :

@ BB 1)+ BY. VB ()= (P + BV)B (1

* La courbe de Bézier est contenue dans |’ enveloppe
convexe des points de contrdle

* Symeétrie :
— Py...P, visuellement identique a P,....P,

Y PB'(t)=) P, B'(1-t) carB'(t)=B, (1-1)
i=0 i=0

n—i



P(t):zn:Pl.Bi”(t) vt €[0,1] o
Proprietes

e La propriété de diminution des variations de la

courbe par rapport au polygone de contréle
est satisfaite
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P(l‘)zzn:PiBin(t) vt el0,1] « 7, 7
Proprietes

* Condition aux limites :

— La courbe de Bézier passe par Py et P, : P(0) = P

— Elle est tangente a5, Fen Pyeta P Pep P,
 Continuité :

— Une courbe de Bézier de degré n est C"! continue
 Controle global

* Ladérivée n+p™e d’ une courbe de Bézier de degré n est nulle
— conséquence : une courbe de Bézier de degré 2 est forcément plane



Calcul d’un point

 Méthode a proscrire :

— Calcul direct des polynémes de Bernstein pour tout t

 Construction d” une parabole a partir de 3 points
R®)=(-0B+tR  PB(O)=(1-0F )+ )

P\(6)=(1-1)R +1P, =(1-1)’ B, +24(1~ )P, +£°P,
P

R (t) 1 l§ 5

\1 /\1 /
P K@ B(©)

5 N/
| Fy (1)




Calcul d’un point

* Algorithme de De Casteljau
P’(t)=P,i=0.n
P (t)y=(1-t)P" +tP'(t),r=1L.n,i=0.n—r

I+1

— Alors P (¢) estle point de paramétre t sur la courbe de Bézier P(t) de

degré n
P\ (1) &




Algorithme de De Casteljau

R=R®)  R=B®)  B=F() PR=P®
S A e A A
PL(t) P(1) PL(1)
A e A
(1) P2 (1)

N A

Fy (1)



Algorithme de De Casteljau

début
pourideOan * Formulation récursive a proscrire
‘ po_p  Complexité :
finpourl : — 0O(n?) (n: degré) pour chaque valeur de t

pourrdelan — Couteux mais stable
pouride O_é n-r Convergence :

— Augmentation du nombre de points de

‘ P =(1 —t)Pl-H + fE:II contrdle
finpour — Quand le nombre de points de contrdle
finpour augmente, la courbe et le polygone de
fin controle tendent a se confondre (si points

« bien » répartis)

Alafin, P(f) = P!



Algorithme de De Casteljau

 Exemples

%\h




Manipulation de Béziers

* Fermeture

Raccoro
Raccoro

Raccoro

ement C°:
ement C:
ement C?:

D —
O_PS

P1 = Po=Ps—Py

32'2P1+PO=P5_2P4+P3




Manipulation de Béziers

* Raccordement C? de deux courbes de degrés n

— Raccorc
— Raccorc

— Raccorc

ement C°:
ement C:

ement C?:

D -
n_RO

Dn _ Pn—l = Rl_ RO

:)n = 2Pn_1 + Pn_z = R2 - 2R1 + RO




Conclusion sur les Béziers

* Modele historique
— simple,
— expression de tout polyndme a coefficients vectoriels
— controle global bien connu (lissage important)
— peu de parametres
* Mais
— la complexité augmente avec le nombre de points
— limitation obligatoire du degré (9 a 10 en pratique)
— controle global

— pas adapté pour |’ interpolation directe d’ un nuage
de points



Courbes B-Splines



Fonctions B-Splines

B (1) = (—l)k (u,,, —u)u,(k):t](u —t)f__1 pouru, <u<u,,,
l Opouru<u, etuzu,, ,

avec ZBl.k(u) =1, B (u)>0pouru, <u<u,,

Les différences divisées [u. (k) : t)(u—1)"" =[u.,u,,,,...,u,,, :tJ(u—1)""
sont définies par récurrence :
[, : =) = (=)

k—1
[uz‘ﬂuiﬂﬂ z+k ](u t)

( k-1 k-1
[ui+1 5* Uiy - ](1/[ t) [ Uiqgseo s Uigg - ](l/l t) pour U, < Uu;
—J Ui — U
1
(k) k—1
k' D (u zL) t=u; pour Mz+k < Z/li




Fonctions B-Splines

Bik (1) = {(—l)k (u,,, —u)u,(k):t](u— t)j‘__1 pouru, Su<u,,

Opouru<u, etuz=u,,,

avec ZBZ‘ (u)=1,B"(u)>0pouru, <u<u,,

. y k-1 y .
Les puissances tronquees (4 —u, ),  sont définies par:

j
lpourst<u
(u—t)g =< p
Opour?>u

(Ut ;(u-t)r pourt <u
u—t) =

Opour?>u



Fonctions B-Splines

 Relation de récurrence

1l u,<u<u,,

Bil (u) — {

0 u<u etuzu,,

Ui —u

L B (u) +
k
Bi (l/l) = U, 1 U, | Ui — Uy

l 1+

0 u<u etuzu,,

k-1
B (u) u<usu,,

i+1




Fonctions B-Splines

 Vecteur de nosuds

— point de départ : suite non décroissante de
valeurs t, <t <---<t

— les t; sont appelés les nceuds
— la suite des t; s’ appelle vecteur de nceuds

— les t; peuvent étre entiers ou réels




Fonctions B-Splines

* Fonctions B-Splines normalisées d'ordre k définies sur le
vecteur de nosuds
— soit k un entier fixé > 1
— (m-k+1) fonctions polynomiales par morceaux de degré k-1 notées

vérifia ntBl.k
m-k
1) > Bf =1 partition de I'unité
1=0
2)Vi,Vk,B >0 positivité
3)Bf =0site[t,t,,] support local

4) B! est C**continue sur[¢,,7, ]



Fonctions B-Splines

Interprétation : la fonction B/ est

— non nulle sur [t,t,,]

— nulle en dehors

— un polynéme de degré k-1 sur chaque [t;t;,,]
(j=i, i+1, ..., i+k-1)

De plus

— les k polyndmes se raccordent en Ck2

— la continuité implique : B'(¢t)=B/(t,,)=0



Fonctions B-Splines

* Fonctions avec des nceuds équidistants :

une B’

B, B B B, B B B B




Fonctions B-Splines

* Fonctions avec des nceuds équidistants :
— ordre 2 (k=2, degré=1)

B%ﬂ—-t s10<7<1
T l@-r) sil<e<2

— ordre 3

ftz
— s10<r<1

2
(=2£% +6t—3)

2
3-0)

2

B (1) =+ sil<¢<?2

s12<t<3

\



Fonctions B-Splines

* Influence de la répartition des noeuds (ordre 4)
— vecteur des nceuds : 4, 5, 6, 14, 15

— vecteur des nceuds : 4, 10, 11, 14, 15




Fonctions B-Splines

e Superposition de nceuds (ordre 4)

vecteur des noeuds :
0,000,1,1,1,1

B,

B! B,

By

vecteur des nceuds :
0,000,123,3,3,3




Fonctions B-Splines

. Superposmon de nceuds (ordre 3)
1,1,3,3 t 11,23

ANAN

- 1,2,2,3




Fonctions B-Splines

2 Superposition de nceuds (ordre 4)

1, 1,2,3,4 1I 1) 11213
1,2,2,2,3

1,1,1,1,3




Courbes B-Splines

Définition
— Soient (n+1) points P, de R? ou R3

— La courbe B-Spline associée a ces points est |a courbe
obtenue en prenant comme fonctions de poids un
ensemble de fonctions de base

P(6)= Y PB! (1)

— Les points P; sont appelés points de contrdle

— La ligne polygonale P4P;...P,, est appelée polygone
caractéristigue de la courbe, ou polygone de controle




Courbes B-Splines

e || faut choisir un ordre k et un vecteur de nceuds

— k choisi en premier
e degré de continuité souhaité
* pour avoir des polynémes de degré le plus bas possible
e tres souvent, k=4
— nombre de nceuds
* nombredenceuds:n+k+1
e vecteurde nceuds T: ty, ty, ... thek
— choix des nceuds
e onprendengénéralty=t; = ... =t <t <..<t, <t =tm=..
tn+k
 |'intervalle de travail est toujours [t, 1, t,,:1]

— vaste probleme




Courbes B-Splines

* Propriétés

P(t) est le barycentre des points P, affectés des masses B
Enveloppe convexe

Caractere local : P(t) ne dépend que de k points de controle
Invariance par transformations affines

Passage par les points extrémes

Propriété de diminution des variations

Propriété de reproduction de la linéarité

Si un point apparait plusieurs fois, P(t) est tirée vers ce point

La courbe est plus proche des points de contrdle qu’ une courbe
de Bézier

Les courbes de Bézier sont un cas particulier des B-Splines



Calcul d’un point

e Algorithme de De Boor — Cox (De Casteljau)
début

Qoprmd_ei-k+1§i kkl<isn
P =P t.<t<t, avect <t
finpour

([t ,ti,1] vrai intervalle)
pourjdelak-1

pour mdei-k+j+1ai
(t_tm)Pnf +(tm+k—j _t)Pn{—l
[ [

m+k—j  “m

J+l _
‘f; -

finpour
finpour
fin

Alafin, P(t)= P*



Dessin d’une courbe

Exemple : n=6, k=4, 11 nceuds

P3

*

‘/prproxime P1, Py, P3, Py \

Approxime P,, P3, P,, Ps

Approxime P,, P;, P,, P5

Approxime P, P,, Ps, Pg




Choix du vecteur de

noeuds

Exemple : n=6, k=4, 11 nceuds

e Noauds répartis uniformément

Pz‘

P3

i=3,3<t<4




Choix du vecteur de

nocuds
Exemple : n=6, k=4, 11 nceuds
 Noeuds confondus P,
P, o

\ ?
i=4,1<t<2 -




Lien avec les Béziers

P, ¢ B-Spline nceuds uniformes
? P,
B-Spline nceuds confondus
/ P6 &

/ \

{ )

. -

\

PO \_/ P

Pl P5 4

67



Rappel : interpolation

Interpolation (Aitkem)

P,

68



Fermeture d’'une B-Spline

e Fermeture C°

— Premier point de contrble = dernier point de contréle

P, =P, )

 Fermeture C!/ G (Fnéthode 1)
— Alignement de P, P, Pg

e | ]
"'. Y T ® T PY
i ’ \ ® \ / \
\ ‘,‘."
_ ‘(/ | ¢
PO - P"r 3 / | /



Fermeture d’'une B-Spline

* Fermeture C'/ G! (méthode 2)
— Ajout de 2 noeuds = deux points de plus



Conclusion sur les B-Splines

e Béziers : cas particulier des B-Splines

e B-Splines : Modele opérationnel actuellement

— Plus souple que Bézier
e controle local

e degre
e vecteur de points
* Inconvénients
— complexité algorithmique plus importante
— difficile de mattriser le vecteur de nceuds



Surfaces parameétriques



Surface réglée

Une surface est réglée si et seulement si par tout point il
passe au moins une droite entierement contenue dans la
surface.

On définit une surface réglée par deux courbes P1(u) et
P2(u) sur lesquelles s'appuient les droites de la surface.

Exemples :

— Le cone est une surface réglée dont toutes les droites (appelées
directrices) sont concourantes au sommet.
Les directrices s'appuient sur le sommet et sur un cercle non
coplanaire avec le sommet.

— Le cylindre est une surface réglée dont toutes les droites sont
paralleles a 'axe.

Un patch réglé est un morceau de surface réglée obtenu en
limitant les valeurs de u et v a des intervalles finis.



Surface réglée

(u)+-vP1(u)

(1-mP,

PCu, )
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V4

INealre

Patch bil

églée telle que Py(u) et

Un patch bilinéaire est un morceau de surface r

P,(u) sont des segments de droites.

75



Carreaux de Coons bilinéaires

* Interpolation de courbes frontiéres a I'aide

d’ opérateurs booléens
* On dispose de 4 courbes frontiere a interpoler
F(UIO) "/\
/_/
,0) F F(0,v)
,1

/ F(u,1)
/

BT




Carreaux de Coons bilinéaires

» Surfaces réglées s’appuyant sur les courbes frontieres :

P.F

—

P.F=(1-u) F(O,v) + u F(1,v)

-

\,A u_

N

P,F = (1-v) F(u,0) + v F(u,1)



4

INnealires

Carreaux de Coons bil

Co a3
=404
N ol TN T
S V)
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«@Q )()
>
= 2 5 75
X —i i
Q S— S—
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j= =
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Q a¥
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Q
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Q
=
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Carreaux de Coons bilinéaires

* Le patch de Coons est obtenu en ajoutant les surfaces réglées
et en retranchant le patch bilinéaire

P, ®P,F

P1@® P2 F = P1F + P2F — P,P,F
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Carreau de Coons bicubiques

* En plus des 4 courbes frontiere, on utilise les
dérivées le long de ces courbes :
— F,(u,0)
— F,(u,1)
— F,(O,v)
— Fy(1,v)
* On remplace les fonctions de base (1-u, u, 1-v, v) par
les polygones cubiques d’ Hermite :
— hg3(t) = 2t3-3t%+1
— ho?(t) = -2t3+3t2
— hol(t) = t3-2t%+t
— ho?(t) = t3-t2



Carreau de Coons bicubiques

[ F(0,v) |
F(1,v)
£, (0,v)
FL(Lv) |
(V)]
B (v)
hy (v)
| A (V)|

PFuv) =@ K@ Ew) kW)

PF(u,v)=[Fu,0) F(ul) F,u0) F,u))]

F(1,0 F(ll F (10 F(ll
PRF@) =) By B hw)] Fio 0)) Fgol)) 'E'((é'é))"'ﬁ"(('é'f)

|F(10) E(L1) [F,(10) F(LU}

P®PF=PF+PF—PPF
10 ! 2 "2 Eléments de torsion J
(carré de Gregory)

(F(00) F(01) F(00) F(01)

()]

h13 (v)
B (v)
().




Carreau de Coons bicubiques

* Eléments de torsion : carré de Grégory

u g F (0,0)+ vaFv(0,0)
ou

F (0,0)=
P u-—+v 0
u—F (0,1)+(1-v)— F,(0,])
Fw (0,1) — 8v 61/!
u+(1-v)
0 %)
(1-u)—F (L0)+v— F (10)
Fuv (1’0) — 8v 8u
(1-u)+v

t-u) O FEan+a-v 2 Fa

F (1 1): 8v (9%
e (1-u)+(1-v)




Carreaux rectangulaires de Bézier

* Principe
— Soit une courbe C,
— Déformons C, vers une nouvelle position C,
— Supposons que la déformation soit continue

1 décrit
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Carreaux rectangulaires de Bézier

° Surface bicubique de Bézier 16 points de contréle P;

4 points M,(t) sur les courbes
cubiques de Bézier définies
par ij

Le point N(t,s) sur la courbe

de Bézier définie par les 4

points M, (t) précédents
P14
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Carreaux rectangulaires de Bézier

* Produit tensoriel a partir des polygones de Bernstein
* Forme explicite : Pu,v)=>">" P B"(u)B'(v)

1,] 1
i=0 j=0

* Forme matricielle :

Bo = B || Bo(V)

n

Pu,v)=|BI() - B'w)]

_PmO Pmn_ B:(V)

- _/
~

maillage des points de contrble de Bézier



Carreaux rectangulaires de Bézier

 Exemple avec 16 points de contrble
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Carreaux rectangulaires de Bézier

* Propriétés : les mémes que pour les courbes
* Perte de convexite :

B i T AN SO .
7L  RRORE RS ‘Q’
!
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Calcul d’un point

* Interpolation bilinéaire de 4 points
Po,or Po,1, P1o €t Py g

P o y
Po,6 =(- V)Po,o + VPo,l
0,1 0,1
£o® o—o I P =(1-v)P ,+VP
Pl,l 1,0 1,0 1,1
0:0 1,1 0,1 0,1
Ry =0-uvER +uvh
@ @
F, I

Pol,’é =(1-u)(- V)Po,o +(1- U)VPO,l +u(l- V)P1,o + ”VPl,l

P P |[1=v
P(u,v):[l—u u] }f’o 1;)’1 { }
| fo T (LY




Algorithme de De Casteljau

* Pour m=n

(10,0
Plww=p,

) Pr.—l,r—l Pr-—l,r—l ] 1 —v
r,r . l,] i,j+1
Pi,j (ua V) - [1 —u u] Pr—l,r—l Pr—l,r—l v

| T i+l i+1,j+1 |

Alors P""(u,v) est le point de parametre (u,v) sur la surface



e\lgorithpme de De Casteljau

54

B % B



Algorithme de De Casteljau

début
pourideOan
pourjdeOan

‘ 0,0 _
finpouf -~ 1
INpour

finpour
pourrdelan
pourideO0an-r
pourjdeOan-r
r,oy . . r—1,r—1 . r—1,r—1
B = (1=u)1-v)B " + (1—u)pP
-+u(1—\0}yuhp44—uvly_”“1

i+1,j i+1,j+1

finpour
finpour Ala fin
finpour ’
. n,n
fin P(u,v) =R




Algorithme de De Casteljau

£

* Pour m#n

k = min(m,n)

k.k
“/ forme un polygone de contrdle d’'une courbe de Bézier

On applique l'algorithme a une variable de De Casteljau



Raccordement de carreaux

\ AlS, Al6=B13 et Bl4
WA13 o

“t&k&}}Q\ alignes

SisetnY |

OERVL LA

R

R TITS e
A7, A8=BS5 et B6 %&%s%&‘.\
oy - RIS
alignés } .'\'\_‘“

A3, A4=BletB2 7/,
alignés

93

. All, A12=B9 et B10

alignés



Raccordement de carreaux

Frontiere commune

..-Tangente commune

>
Mw
E
- m ’
= 0%
S OSSO
%
AAES
N S
_ NS
MRS
WISISNNSI S
SRS
SISO
REe% %%..&M.___i‘.._‘«\
% %% %

¢

i

')
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NURBS

* Non Uniform Rational B-Splines

* Objectif : représenter sous un méme formalisme
— les courbes et surfaces de forme libre
— des primitives :
* cercles
e coniques (paraboles, hyperboles...)
e quadriques (cylindres, spheres, cones...)
* NURBS : implémentation de courbes et surfaces
parameétriques OpenGL



NURBS
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NURBS

* Les surfaces NURBS s'obtiennent par extension de la
définition des courbes NURBS :

— deux vecteurs de nceuds T et S, un pour chacune des
variables t et s,
— (m+1) x (n+1) points de controle P;,

— (m+1) x (n+1) fonctions de pondération R, ,;  deduites des
fonctions de ponderation des B-splines S, , au moyen de
(m+1) x (n+1) poids w; :

R (t) = Wi,kSm,i (t)Sn,k (S)
e ij,lSm,j (t)Sn,l (S) N(ZL’ S) = ZRm,n,i,k (t)})l’k
Iy i,k




NURBS

 Exemple OpenGL / GLU

Source du code : The OpenGL Red Book

http://www.opengl.org/documentation/red_book/
98



NURBS

e Exemple OpenGL / GLU

Source du code : The OpenGL Red Book
http://www.opengl.org/documentation/red_book/
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PN triangles

* Principe
— Une surface construite a partir de 3 sommets et
de leurs 3 normales

— La surface « la plus simple » : pas de données
supplémentaires (triangles voisins...)

— Résultat : on « tire » la surface vers les plans
tangents
e Détails : Curved PN triangles, A. Vlachos, J.
Peters, C. Boyd, J.-L. Mitchell, 2001



PN triangles

* Principe
— Construction de 9 points de controle a partir des 3
sommets et de leurs normales

— La surface est définie par un polyndme de degré 3
s'appuyant sur les points de controle

— L’évaluation d’ un point de la surface (pour une
valeur des parametres u, v et w) fournit un point
de la surface



PN triangles

Construction des points de controle

— A partir d’'un sommet, de sa normale et d’'une aréte

— Projette un point de I'aréte sur le plan tangent
Ng

102



PN triangles

b300

e Evaluation de polynome
— P(UV)y=1ouy = D3ggW? + Dg3u® + bogsV?
+ b,p;3W2U + byg3wu? + b,y 3wV
+ by,,3U%v + byy,3wv? + by,3uv?
+ b,,,6wuv
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PN triangles

e Evaluation des points de la surface
— Domaine paramétrique (u, v, w)
— Contraintes :
eu+v+w=1
*0O<fu<fletO0O<Lv<letw=1—-u—-v
* Rappel

— On peut évaluer les points d'un triangle abc de la
méme maniere : p(u, V), =1.u.y = WA + uB + vC



PN triangles

« Domaine paramétrique

- p(ololl) =A
- p(llolo) =B
- p(0,1,0)=C
C
w=0 ¢
w=1 A B
A B A v=0

* Exercices
— Quelles sont les valeurs de u et v pour le milieu du triangle ?
— Quelle position (x, v, z) correspond au milieu du triangle ?
— Mémes questions pour le milieu de chaque aréte du triangle
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PN triangles

0ms 60us / 16666fps

O record frame (00002)




PN triangles

0ms 60us / 16666fps

[ record frame (00000)

=N,
Wl

¢
‘“ L
Yo BERT (]
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Courbes et surfaces de
subdivision



Surfaces parameétriques

* Carreaux de Bézier, B-splines, NURBS...

* Avantages

— Modélisation par carreau type couture

— Chaque carreau est défini par un polygone de controle
* Difficultés

— contrble des connexions entre carreaux

— ajuster la surface a un polygone de contréle quelconque
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Surfaces de subdivision

maillage initial apres 1 pas de apres 2 pas de surface limite
subdivision subdivision

110



1¢re utilisation

e Geri’'s Game (1998) : Pixar Animation Studios

=~ e







| | | |
| P | P | P :
| |
P S o o2 ® - - -
P P
Y G .PI,] o—- & - - -
0
O =
P P P
___' 2,0 .2,] ’22 ’____
| | | |
| | | |
1. Chaque sommet P;; est deplace
La nouvelle p05|t|on Q dépend - de Pi,j

=2 notion de masque

- de ses voisins
113

1 6 1
aB),o 64P01 64PO2

6 36 6
+ap10 64P“+6_4Pl’2

1 6 1
+6_4on+apzl+6_4pzz



| | | | 4 — 4
___"PO,O ‘P(),z ‘Po,z ‘____
24 — 24
4 — 4
___'on .P1,1 .Pzz )
R 4 4
R= PYRCPYRL
24 24
_ P P P, _ +—P +—P
¢ 7 T T 64 ' 64"
I I I I 4 4
' ' ' ' +apz,o+6_4pzl

2. De nouveaux points sont inséres
a. sur chaque aréte
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Py Py Py
S
P P P
I SN o— o> ® - - -
P
---@ * - ¢ ---

2. De nouveaux points sont inséres
b. sur chaque face (éventuellement)

115

16 — 16
| |
16 — 16
16 16
6_4P0,0 +6_4P01
16 16
+aP1,o +aP1,1



Principe

S S WP -
000000
- —0—9—0—0—0—9---
000000
--0—0—0—0—0—0—0---

Les étapes 1 et 2 sont répétées sur tout le maillage initial
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Principe

64
@ @ @
® 64
32
@ @ @ o
64
O o o O 32
3 48 3 64

64 64 64
Masques spécifiques pour les bords
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Les nouveaux points sont maillés

Catmull-Clark

(grille rectangulaire)

\4

=>» tout ceci correspond a un pas de subdivision

=>» a réitérer jusqu'a la surface limite
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Principe

* Relativement facile avec un maillage régulier fermé
e Autres masques pour

— maillages quelconques
— bords

* Disposer d'une structure de données permettant

"pour chague sommet, aréte, face...",

"couper une face en deux..."
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Courbes de subdivision



Principe

* Courbe limite a partir d'un carré

Chaque aréte est coupée en 2
Courbe limite

Chaque aréte est coupée en 3

Courbe limite
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B-Splines uniformes
(rappel)

* Courbes B-Splines unifor,

PO =[t"t"" - 1IM

mes

122

M =

—1

Quintique (n=3)

3
-6

-3

oSO O =



B-Splines uniformes quadratiques

* Courbes B-Splines uniformes|[ 1 -2 1][p
P(H)=[t* t1]|-2 2 Ol P
. 1 0 0|l R

2€me moitié
de la courbe

18" moitié
de la courbe
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B-Splines uniformes quadratiques

e 1 moité de la courbe

) 1 -2 1]
t 4 4
P[o,l/zl(t)—P(E)—[(E 5 Ijj-=2 2 0

1 0 o] [R
=[£¢t1]|0 1/2 0 |M|P
0
0

0 0 1/4]
10

£y
[tztl]MM[O 1/2 M{Pl
0 0 1/4 P,
1 0 0 P,
=[t1M| M {0 1/2 0 }M [P]]
0 0 1/4 P,

O, 0, 1 0 0
=[£* t1IM| Q, avec |Q, |=|M7"'|0 1/2 0 |M
0, 0, 0 0 1/4

S = W
W W =
- o ©

o S 2V

3B, + R

1
=434
3B+ P,

R~ A v Ia

1
I
N

|



B-Splines uniformes quadratiques

e 1°® moitié de la courbe 2¢Me moitié de la courbe
o B
P (t)=[t> t 1IM| P" PX@)=[t> t 11M| P*
P P
Pl [3 1 0o][R] [3P+P] Pl 1 3 0l[R] [P+3PR]
1!%:%130101:%100+3P1 19&:%031101%3101“02
Pl |0 3 1||R]| |3BR+P Bl |0 1 3||R| [B+3PR




B-Splines uniformes quadratiques

* On regroupe

&
O,
0

Qs |

])()L
BH|=1
])2L

3 1 0

- algorithme de Chaikin

N
S O = W

_— U9 WO =

w = O O

OO U ST

3P, +P,
1| R +38

4|3F + P,

R +3P,

126

Ryl eV

})()R
})IR
1)2R

o8 ST 20




* Encore appelé corner-cutting

O
O,
0

s |

3

Schema de Chaikin

1

0

3PP
P,+3P,
3P + P,

_P1 +3Pz_
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Schema de Chaikin

, , . . (B)OSiSn—l — (Qj>0£j£2n—3
* Schéma régulier approximant

O, =ab+(1-a)F,, 3 ]
aveca=—etb=—

Pour 0 <i < n-2
Q2i+1 — b})z +(1_b)6+1 4 4

—
N

128




Schema de Catmull-Clark

P <i<n-— — i ]0<j<2n—
* Schéma regulier approximant Edosizns = (Qosjeon-s

Pour 0 <i < n-l1 Q,=

Pour 0 <i <n-2 Q,,, =

129



Schema de Catmull-Clark

(})i)OSiSn—l — (Qj)0£j£2n—4
* Schéma régulier approximant

Pour 0 <i < n-l Q,, —lPJrlB+1
< I %6
Pour 0 <i <n-2 Q,,, = §B+8PZ+I+§PH2

& viewer EEX
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Four points scheme

. A I I (131) <i<n— _>(Q) <i<on—
* Schéma régulier interpolant vt j70<j<2n-2

(Pour0 <i<nl Q. =P
3 1 9 9 1
Pourl < i < n-3 =P +—P+—P —P
| QZH—I 16 i—1 16 I 16 i+1 16 i+2
0 =R+ R-P
Conditions aux bords < 1 ¢ 3
\an—3 — _§Pn—3 + gf)n—2 + gpn—l




Four points scheme

. A ar i F)ocicnt = Q) o< j<an-
* Schema régulier interpolant (Fiosisn j/0sj<2m=2

(Pour0 <i<nl Q,=P

] | 9 9 1
Pourl < i < n-3 =P +—P+—P, , ——P
| QZH—I 16 i—1 16 i 16 i+1 16 i+2
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Four points scheme

. A ar i F)ocicn = Q) o< j<on-
* Schema régulier interpolant (Fosisi j/0sj<2m=2

(Pour0 <i<nl Q,=P

4 1 9 9 1
Pourl <i < n-3 =P +—P+—P ——P
| QZH—I 16 i—1 16 i 16 i+1 16 i+2
— A=/

(_\

-
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Four points scheme

Problemes d'oscillation
& viewer =1E3

La convexité du polygone de contrdle n'est pas
toujours respectée dans la courbe limite
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Fractale chou fleur

* Schéma fractal interpolant
(Pour 0 < i

Pour 0 <

.

l

l

<

<

n-l 0, =
n- 2 Q21+1

1

avec pour un pomt P =(x,y), N(P) =(— y,x)

Pi+1

(])i)OSiSn—l — (Qj)0£j£2n—2

(P+ l+1)+ N( i+1 Pz)
Q2'+I
-’ ‘”\l
//// >1/3\\
sz'// . Qi+
. o .
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Fractale

flocon de Von Koch

P <i<n-— — ] 0< j<4n—
* Schéma fractal interpolant Fdosicar = (€ dosysun-s

(Pour 0 < i < n-l Q4l. =

1
Q4z+1 §(2P +P+1)

J5

1
Q4i+2 _5( i+B+1)+?N(P,-+1 _B)

|
Q4i+3 — 5( i +2B+1)

Pour 0 <1 < n-2

N

avec pour un point P=(x,y), N(P)=(—y,x) @ Oyir
Pi Pi+] Q4z / \\ Q4(i+1)
®

Q4l+1 Q4i+3
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Surfaces de subdivision
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Schémas principaux

Doo-Sabin < Surface B-Spline quadratique uniforme

approximant (équivalent aux courbes de Chaikin)
maillages de quadrilateres ou quelconques

Catmull-Clark | < Surface B-Spline cubique uniforme

approximant
maillages de quadrilateres ou quelconques

Loop <> Surface Box-Spline quadrique uniforme

approximant
maillages triangulaires

Butterfly

interpolant
maillages triangulaires 138



Schémas principaux

Doo-Sabin Catmull-Clark

Butterfly




Schema de Doo-Sabin

e Malcolm A. Sabin (11/2008)
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Schema de Doo-Sabin

Principe du corner cutting (Chaikin)

Schéma approximant (ne passe pas par les sommets
originaux)

Fonctionne sur des maillages quelconques

Surface B-Spline Quadratique

C! continue

Apres 1 subdivision :

— tous les sommets sont de valence 4




Pap

P(u,v)= [u2 u 1]

[?0,1/2] (u,v) = P(

Docl))-Sabin pour les maillages quadrangulaires réguliers

0,1

P2 . . . .
 Surfaces B-Splines“uniformes quadriques
Bo By 5,

Po,2

1 -2 1
-2 2 0
1 0 0

By By

REIRES

e 1°" quart de la surface :

u v
—,—

2 2

j:[uzul]i

(3 1
1 3
0 3

Y

5

2

,2

1 -2 1
2 2 0
1 0 0

[\®)
o —

a7

W W =

_—o O




Doo-Sabin pour les maillages quadrangulaires réguliers

. Py =1c O +38, +3R, + B,)
' =" R =—<31%,0+91%,1+R,o+3ﬁ,1>

P, R 1

P Ry =GR R, +9R, +3R)

Py T Py Py = (P +38, 43R, +9R)

* Pour chaque face

9 — 3
— pour chaque sommet de cette face | |
* créer un sommet a partlr du Mmasque 3 — 1



Doo-Sabin pour les maillages quadrangulaires réguliers

* Apres une subdivision

* Masques spécifiques pour les bords (pour "coller" au
bord)




Doo-Sabin pour les maillages quelconques

e Autre formulation

1
E() :E(})(),O+})l,0) El
1 PO,O
E1 :E(Po,o"'Po,l) Pos
P'e
1
F=2(Ro+Ri+Ry+R) Ey F
P'—l(P +E,+E +F)
4 00 o P,® Py
1 1 1 1
:Z(P(),0+E(P(),O+P1,0)+5(P0,0+P0,l)+Z(PO,O+P0,1+P1,0+P1’1))
1 4 2 2 2 2 1 1 1 1
=7 G et ot Rot photpRatp Rotp lat pho+ By

|
— E (9P0,o + 3Pl,o + 3Po,1 + P11)



Doo-Sabin pour les maillages quelconques

b

[« |

Un edge-point est le milieu d'une aréte

Un face-point est le centre d'une face
Un nouveau point est la moyenne

- d'un ancien point

- d'un face-point d'une face incidente a I'ancien point

- des deux edge-points incidents a I'ancien point et a la face
Les nouveaux points sont reliés entré’eux



Schema de Catmull-Clark

 Schéma approximant

* Fonctionne sur les maillages quadrangulaires ou quelconques
* Surface B-Spline cubique

* G! continue (sauf points extraordinaires)

* Apres une subdivision :

— toutes les faces sont des quadrilateres
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Catmull-Clark
Gestion des arétes vives

non vive
non vive

non vive




Catmull-Clark
Gestion des arétes vives

. , 1<~ 0
Face (inchangé) f — Zvi

Aréte

Nombre d’arétes

‘ Sommet ‘ vives adjacentes

pointe  >2 V.. =V,
e +6v +e,
angle =2 Vi+1 =
3

| n—2 | 1
con 01V, = Vi_l'_zzej-l__zzfj
n ] n .
150
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Doo-Sabin
vs Catmull-Clark

Doo-Sabin

A

Catmull-Clark

PR

151



Doo-Sabin

Doo-Sabin
vs Catmull-Clark

Catmull-Clark

o new vertexr points
» new edge poinds

o new face poinds
r--"—<
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Schéma de Loop

t

V4

éma approximan

* Sch

langulaires quelconques

* Fonctionne sur maillages tr

e Surface Box-Spline quadrique

e G!cont

INalres

, sauf aux points extraord

inuité

— 2 masques pour les sommets internes

* Simple a mettre on ceuvre

— 2 masques pour les sommets du bord

e ee e eSS

AT AT e

OO s eseese se A ]
e,
2 S e

L2y i S

U

/‘
it
/
X
>



Loop
Masques de subdivision




Loop
Masques pour les bords

Loi d’aréte Loi de sommet
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Schéma de Loop

1
8
3 3 .
3 . 3 Interior
1
8
® . Crease and boundary ® 1
L . 4 E 5
2 2 8 4 8

a. Masks for odd vertices b. Masks for even vertices
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Schéma Butterfly

 Schéma interpolant
* Fonctionne sur maillages triangulaires quelconques

* Simple a mettre en ceuvre

— 3 masques
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Schéma Butterfly

—_
[0 o]} Y
—

N —
NI
2

1 1

16 1 16

8
Mask for interior odd vertices with
regular neighbors

Mask for crease
and boundary vertices

a. Masks for odd vertices b. Mask for odd vertices adjacent to
an extraordinary vertex
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Schéma Mid-edge

Masque d’aréte ?— —?

2 2
Puis relier entre eux chaque paire de nouveaux sommets
adjacents a un méme ancien sommet
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Schéma Racine de trois

— un sommet est ajouté au centre de chaque triangle
— chaque triangle est coupé en 3

— les anciennes arétes internes sont "basculées"

SAY

VAVAY.




Seconde partie

Surfaces implicites et CSG



Surfaces implicites

=
@)

* Rappels

— Définies par une équation implicite
S={P(xyz) / flxyz)=iso}
— festla « fonction potentiel »

— Normale a la surface : N =- V[ o ama

— Modélisation volumique : intérieur f(x,y,z) > iso
— Test d’appartenance d’un point

(détections de collisions, lancer de rayons)
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Surfaces implicites

* Visualisation par marching cubes
— intersection de la surface implicite avec un cube

— on obtient 0, 1 ou plusieurs polygones
— 256 configurations de polygones possibles

— 14 cas possibles a symétrie et réflexivité pres

g u ) [ﬁﬁﬂjj‘ :

- .

"EL

]

5 ¢

D M«
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Surfaces implicites

* Visualisation par marching cubes

— On échantillonne I'espace = voxels

— On calcule l'intersection de chaque voxel avec la
surface

— On assemble les polygones obtenus
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Surfaces implicites

* Visualisation par lancer de rayon : intersection
rayon/surface
— analytique

* si on sait résoudre I'équation de l'intersection rayon /
surface

— dichotomique
* nécessité d’échantillonner le rayon

— lancer de spheres

* nécessité de connaitre la distance a la surface



Surfaces implicites

* Visualisation par lancer de spheres

— Sphere tracing: a geometric method for the
antialiased ray tracing of implicit surfaces, John C.
Hart, The Visual Computer, 1996

— On doit connaitre

* Pour une surface A, la fonction f,(P) qui donne |a
distance minimale entre tout point P et A

* Pour une surface A, la valeur D, qui est la distance de
traversement maximale depuis l'origine du rayon



Surfaces implicites

* Visualisation par lancer de spheres

lllustrations : Pascal Mignot, Université de Reims
http://mathinfo.univ-reims.fr/image/siRendu/Documents/2004-Chap6-RayTracing.pdf
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Surfaces implicites

* Visualisation par lancer de spheres

— Les fonctions de distances sont connues pour les
surfaces classiques

— Avec une liste d’objets
* La distance a cette liste et la plus petite des distance a
chaque objet

* On lance donc un seul rayon par pixel, et on itere en
progressant de cette distance



Surfaces implicites

* Visualisation par lancer de spheres

Lancer de rayon Lancer de sphere
~ 0,5 seconde ~ 1 seconde ...
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Objets construits par opérations
booléennes

e Opérations booléennes :

(AUB)-C)nD

— union,

— intersection, (AVB)\C e

— différence
B'
U @

AU
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Geometrie constructive CSG

* Représentation des objets par un arbre de construction

— les feuilles :
* représentation volumique d’ objets simples ou paramétrés

— les noeuds::
e opérations booléennes (régularisées)
* transformations affines
 opérations d’ extrusion

* Passage CSG = B-Rep
— évaluation du bord des objets

* Passage B-Rep = CSG
— opérations booléennes sur des objets définis par leur bord



CSG

Lancer de spheres

— Soient A et B deux surfaces implicites et f, et f;
les fonctions de distance signées
* La distance est négative si le point P est a l'intérieur de
I'objet
* Les objets sont donc forcément fermés et orientables

— On détermine les fonctions booléennes en
combinant les fonctions de distance



CSG

* Lancer de spheres

— L'union de A et B est calculée par lancer de sphere
avec la fonction de distance

d(P, AU B) = min(fA(P)l fB(P))
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CSG

* Lancer de spheres

— Lintersection de A et B est calculée par lancer de
sphere avec la fonction de distance

d(P, AN B) = maX(fA(P), fB(P))
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CSG

* Lancer de spheres

— Le complémentaire de A dans R? est calculé par
lancer de sphere avec la fonction de distance

d(P, R®\ A) = - f,(P)



CSG

* Lancer de spheres

— La différence de A et B est calculée par lancer de
sphere avec la fonction de distance

d(P, A - B) = d(A m R3\ B) = max(fa(P), —fs(P))
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