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CM 6

INDECIDABILITE
MT ET GRAMMAIRES



Grammaires

« Une grammaire (générale) est un quadruplet
G=(V,,R,S)ou:
— V : symboles non terminaux
— Y :symboles terminaux (V N Y = &)
— S €V :symbole de départ

— R est I'ensemble de regles :
sous ensemble finide (VU X)*V (VU DY) x (VU D)*

Au moins un non-terminal

(Dans une grammaire algébrique, RCV x (V U ))*.)

Un et un seul non-terminal



Grammaires

« Soientuetve (VU Z).
On dit que v dérive directement de u, et on note u =4 v,
ssidx,y,we(VUZX)* A&V tels que
u=xAyetv=xwyetA—-weR

 Larelation =4 est la fermeture réflexive transitive de la
relation =.

« Soientuetve (VUZ).
On dit que v dérive de u, et on note u =4’ v,
ssidwg, ..., w, € (VU X)* tels que
u=wyetv=w,etw,=5w,, Vi<n.




Grammaires

* La §uit_e Wy =g W, = ... =g W, est appelee une
dérivation

« Lavaleur de n (n = 0) est la longueur de la dérivation.

« Soit G=(V, Z, R, S) une grammaire. Le langage
engendré par G, noté L(G), est :

LG)={wEI*|S =4 W)

 Deux grammaires qui engendrent le méme langage sont
dites équivalentes.




Grammaires

 Exemple:
G=(V,) R, S)ou:

- V={S,A/B,C, T, T,,T.}
- Y={a,b,c}
R={

BT, — T_b, le langage genére est { a"b"c" | n = 1}.

Preuve : TD



Grammaires

* Théoreme

— Un langage L est engendré par une grammaire geneérale ssi il est
recursivement énumerable.

(c-a-d accepté par une machine de Turing)




Grammaires
Calculabilitée grammaticale

« SoitG=(V, Y, R, S)une grammaireetf: >* — Y* une
fonction. On dit que G calcule fsiVw,ve Y*ona:

SwS =" v ssi v =f(w)

c-a-d toute dérivation par G de SwS donne v

« Une fonction f: >* — Y* est grammaticalement
calculable ssi il existe une grammaire la calculant.

e Théoreme

Une fonction f: }* — Y* est récursive (Turing-calculable) ssi elle
est grammaticalement calculable




Probleme indecidables a propos des grammaires

« Théoreme (grammaires générales)

Les problemes suivants sont indécidables :

(a) Soient G une grammaire (générale) et w € Y*. Est-ce que w €
L(G)?

(b) Soit G une grammaire. Est-ce que e €L(G) ?

(c) Soient G, et G, deux grammaires. Est-ce que L(G,) =L(G,) ?

(d) Soit G une grammaire. Est-ce que L(G) = O ?

(e) Il existe une grammaire G, pour laquelle le probleme suivant
est indécidable : Soit w € }*. Est-ce que w €L(G,) ?

(G, : grammaire universelle.)

Preuve



Probleme indecidables a propos des grammaires

« Theéoreme (grammaires algeébriques)

Les problémes suivants sont indécidables :

(a) Soit G une grammaire algébrique. Est-ce que L(G) = }* ?

(b) Soient G, et G, deux grammaires algebriques. Est-ce que
L(G,) =L(G,)?

(c) Soient M, et M, deux automates a pile. Est-ce que L(M,) =
L(M,) ?

(d) Soit M un automate a pile. Trouver un automate a pile
equivalent minimal en nombre d'états.

Preuve



Propriétés des langages recursifs

* Rappel
— Reécursivement énumérable = accepte par une MT
— Reécursif = s'arréte pour toutes les entrées

« Rappel:
— Reécursif = récursivement énumeérable (Réciproque fausse)

 Théoreme
Un langage L est récursif ssi L et =L sont recursivement
enumerables.

Preuve

10



Propriétés des langages recursifs

« Définition (énumeération)

On dit gu'une machine de Turing M énumeére le langage L ssi pour
un certain état fixé g, on a :

L={w: (s, #) |—M* (q, #w) } (q est appelé I'état d'affichage)

Un langage est dit Turing-énumeérable ssi il existe une MT qui
I'énumere.

« Théoreme

Un langage est recursivement enumérable ssi il est Turing-
enumerable.

Preuve

11



Propriétés des langages recursifs

« Deéfinition (énumeération lexicographique)
Soit M une MT qui énumere un langage L (avec I'état d'affichage
q).
On dit que M énumeére lexicographiguement L si la relation
(a, #w) hy* (a, #w)
entraine que w' vient apres w dans l'ordre lexicographique.

Un langage est lexicographiguement-énumeérable ssi il existe une
MT qui I'énumere lexicographiquement.

« Theoreme
Un langage est récursif ssi il est lexicographiquement-énumérable.

Preuve

12



Propriétés des langages recursifs

« Théoreme de Rice

Soit C une partie propre non vide de la classe des langages
récursivement énumerables.

Le probleme suivant est indéecidable :
Soit M une MT. Est-ce que L(M) €C ?

Preuve

13



