
Récriture (premier ordre) Termes

Signature : triplet (S,F , τ)
● S : ensemble ≠ ∅ de sortes

● F : ensemble de symboles

● τ : fonction F → SN+ ,
f ∈ F ↦ s1 × . . . × sn → s

n : arité de f
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Récriture (premier ordre) Termes

(S,F , τ),
X = ∪s∈SXs : ensemble de variables

T (F ,X) : plus petit ensemble tel que

● x ∈Xs terme de sorte s

● f ∈ F , f ∶ s1 × . . . × sn → s,

t1 ∶ s1, . . . × tn ∶ sn
f(t1, . . . , tn) terme de sorte s

Termes clos : T (F ,∅)
Arbres ↝ définition alternative : avec des positions attention aux infinis
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Récriture (premier ordre) Termes

Définition du sous-terme en fonction des positions

Sous-terme de t à position p, t∣p, défini par l’ensemble de positions :

{q ∈ N∗+ ∣ p ⋅ q ∈ Pos(t)}
t∣p(q) = t(p ⋅ q)

Si t∣p, (p ∈ Pos(t)) et u de même sorte,

Remplacement t[u]p, défini par l’ensemble de positions :

{q ∈ N∗+ ∣ q ∈ Pos(t)⋀p /≤préf. q} ∪ {p ⋅ q ∣ q ∈ Pos(u)}
t[u]p(q) = t(q) si q ∈ Pos(t)⋀p /≤préf. q

t[u]p(p ⋅ q) = u(q)
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Récriture (premier ordre) Substitutions

Substitution : application X → T (F ,X) conservant les sortes

Généralement : identité sauf sur un ensemble fini

Notation postfixée : tσ

Extension naturelle unique aux termes

Renommage : rel. d’équiv. analogue à l’α-conversion

σ = {x1 ↦ y1,⋯, xn ↦ yn} yi distincts deux à deux
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Récriture (premier ordre)

Règle de récriture : couple de termes s→ t

s
p−−−−−→

l→r,σ
t si s∣p ≡ lσ t ≡ s[rσ]p

Système de récriture : ensemble de règles

−→
R

: s−→
R

t ssi ∃l → r ∈ R,∃p ∈ Pos(s),∃σ, s p−−−−−→
l→r,σ

t

En fait, extension monotone (contexte) stable (subst.) du système

Clôture réflexive/transitive : −→
R

⋆
Clôture transitive : −→

R

+
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Récriture (premier ordre) Exemple calcul
Arithmétique binaire

Représentation de 6 : #110. Ensemble de variables : X = {x ; y . . .} ;

Signature : F = {# ∶ 0 ; 0 ∶ 1 ; 1 ∶ 1 ; + ∶ 2} ;

Ensemble de règles.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

#0 → #

# + x → x x +# → x

x0 + y0 → (x + y)0 x1 + y0 → (x + y)1
x0 + y1 → (x + y)1 x1 + y1 → ((x + y) +#1)0

Relation → monotone : si s→ t alors C[s]→ C[t] ;
stable : si s→ t alors sσ → tσ.

#10 +#1→ (#1 +#)1→ (#1)1 STOP
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Récriture (premier ordre) Exemple calcul

Arithmétique unaire?
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Récriture (premier ordre)

Puissance de calcul : ? Turing complet

Questions :

● Existence du résultat ↝ terminaison

● Unicité du résultat ↝ confluence, convergence
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Récriture (premier ordre) Terminaison

t forme normale pour R si aucun u tel que t−→
R

u

t forme normale de s pour R si aucun u tel que t−→
R

u et s−→
R

⋆ t
↝ s normalisable

Système normalisant si tout terme normalisable

Système fortement normalisant si tout calcul mène à une forme normale
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Récriture (premier ordre) Terminaison

Automatisation? ↝ correctes, incomplètes...

Toujours difficile.

● f(f(x))→ f(x). mouais. . .

● f(f(x))→ f(g(f(x))).
● f(a, b, x)→ f(x,x, x).
● 1800 règles (> 1000 symboles). spec. com.

●
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a(a(x)) → b(c(x))
b(b(x)) → a(c(x))
c(c(x)) → a(b(x))

● Syracuse...
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Récriture (premier ordre) Terminaison

Décidabilité... Et si on restreint les règles?

● Qualité : linéaires?

● Quantité?
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qj

L ∣ l1 ∣⋯∣ lp ∣ ai ∣ r1 ∣⋯∣ rk ∣ R
tlL tlR

(qj , ai, a′i, q′j ,▸) q′j

L ∣ l1 ∣⋯∣ lp ∣ a′i ∣ r1 ∣⋯∣ rk ∣ R
A

Q

T

: :

lp tlL

qj ai : :

r1 tlR

q1⋯qm
a1⋯an

A

Q

T

: :

a′j : :

lp tlL

q′j r1 tlR

q1⋯qm
a1⋯an

X. URBAIN CALCU 2023-2024 UCBL1 UN JEU DE SLIDES N’EST PAS UN POLY DE RÉFÉRENCE 63



A

Q

T

: :

lh lt

xq xa : :

rh rt

q1⋯qm
a1⋯an

Ω

A

Q

T

⋯ A

Q

T
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A

Q

T

: :

lh lt

xq xa : :

rh rt

q1⋯qm
a1⋯an

Ω

A

Q

T

⋯ A

Q

T

A

Q

T

: :

aj : :

lh lt

ql rh rt

q1⋯xqσ⋯qm
a1⋯xaσ⋯an (qk, ai, aj , ql,▸)

xaσ à la place de

ai

xqσ à la place de

qk
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A

Q

T

: :

lh lt

xq xa : :

rh rt

q1⋯qm
a1⋯an

Ω

A

Q

T

⋯ A

Q

T

D0 Ω

D1 Dj Dk

Ω

D1 Ω

Dj1 Dji Djk

Dk

Ω

D1 Ω

Dj1 Dji Ω

Djk1Djki′Djkk

Dk

⋯
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Récriture (premier ordre) Terminaison

Décidabilité... Et si on restreint les règles?

● Qualité : linéaires?

● Quantité?

Cool : indécidable même pour une seule règle linéaire à gauche
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Récriture (premier ordre)

Questions :

● Existence du résultat ↝ terminaison

● Unicité du résultat ↝ confluence, convergence

R confluent si

u←⋆ s→⋆ v⇒ ∃t, u→⋆ t←⋆ v
R localement confluent si

u← s→ v⇒ ∃t, u→⋆ t←⋆ v
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Récriture (premier ordre)

Exemple : théorie équationnelle des groupes

x ⋅ e = x

x ⋅ x−1 = e

(x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅ (y ⋅ z)
Pas facile pour les preuves... et si on oriente les équations?
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Récriture (premier ordre)

Exemple : théorie équationnelle des groupes

x ⋅ e → x

x ⋅ x−1 → e

(x ⋅ y) ⋅ z → x ⋅ (y ⋅ z)
ça ne conflue pas !

x ⋅ (x−1 ⋅ z) ← (x ⋅ x−1) ⋅ z → e ⋅ z
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Récriture (premier ordre)

Décidabilité

Donnée : système R (fini)

Question : R confluent?

Indécidable admis (réd. pb. du mot)
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Récriture (premier ordre)

Très souvent R non confluent : paire critique non confluente.

x ⋅ e → x

x ⋅ x−1 → e

(x ⋅ y) ⋅ z → x ⋅ (y ⋅ z)
x ⋅ (x−1 ⋅ z) ← (x ⋅ x−1) ⋅ z → e ⋅ z

Idée : ajouter x ⋅ (x−1 ⋅ z) → e ⋅ z
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Récriture (premier ordre)

Équations vers système convergent (et même calcul) : complétion

x ⋅ e = x

x ⋅ x−1 = e

(x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅ (y ⋅ z)
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Récriture (premier ordre)

Équations vers système convergent (et même calcul) : complétion

e ⋅ x → x e−1 → e

x ⋅ e → x (x ⋅ y)−1 → y−1 ⋅ x−1
x−1 ⋅ x → e x ⋅ (x−1 ⋅ y) → y

x ⋅ x−1 → e x−1 ⋅ (x ⋅ y) → y

(x ⋅ y) ⋅ z → x ⋅ (y ⋅ z) (x−1)−1 → x
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Récriture (premier ordre)

e ⋅ x = x ⋅ e ?

Avec équations. . .

e ⋅ x = e ⋅ (x ⋅ e) = e ⋅ (x ⋅ (x−1 ⋅ (x−1)−1)) = e ⋅ ((x ⋅ x−1) ⋅ (x−1)−1)
= e ⋅ (e ⋅ (x−1)−1) = (e ⋅ e) ⋅ (x−1)−1 = e ⋅ (x−1)−1
= (x ⋅ x−1) ⋅ (x−1)−1 = x ⋅ (x−1 ⋅ (x−1)−1) = x ⋅ e

. . . avec règles :

e ⋅ x→ x ≡ x← x ⋅ e
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