Récriture (premier ordre) Termes | Reécriture (premier ordre) Termes
(S, F,7),
Signature : triplet (S, F,7) X = Uss X : ensemble de variables
* S :ensemble * & de sortes T(F,X) : plus petit ensemble tel que
e F :ensemble de symboles e z¢ X, terme de sorte s
e 7 : fonction F — SN+, o feF, fisyx...x8, >8,
feF>s81%x...x8,—~>8 bresi,.oxin = sn
f(ty,...,t,) terme de sorte s
n : arité de f Termes clos : T(F, )
Arbres ~- définition alternative : avec des positions attention aux infinis
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Récriture (premier ordre) Termes | Reécriture (premier ordre) Substitutions

Définition du sous-terme en fonction des positions
Sous-terme de t a position p, t|,,, défini par 'ensemble de positions :
{geN} [ p-qePos(t)}

tly(q) = t(p-q)

Si t|,, (p€Pos(t)) et u de méme sorte,
Remplacement t[u],, défini par 'ensemble de positions :

{qe Ny [ qgePos(t) Ap forst. ¢} U{p-q|qePos(u)}

tlulp(q) =t(q)
tlulp(p-q) = u(q)

si g € Pos(t) Ap torst.
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Substitution : application X — 7 (F, X ) conservant les sortes
Généralement : identité sauf sur un ensemble fini

Notation postfixée : to

Extension naturelle unique aux termes

Renommage : rel. d’équiv. analogue a I'a-conversion

o={x1 P> Y1, Tn > Yn} y; distincts deux a deux
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Récriture (premier ordre)

Regle de récriture : couple de termes s - ¢

14 .
s——t si sl,=lo t=s[ro],
l-r,o
Systéeme de récriture : ensemble de régles

—:s—t ssi A ->reR, EIpePos(s),Ha,s—p—>t

R R l—r,o

En fait, extension monotone (contexie) stable (subst.) du systéme

Cléture réflexive/transitive : ?*

Cléture transitive : E>+
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Récriture (premier ordre) Exemple calcul

Arithmétique binaire
Représentation de 6 : #110. Ensemble de variables : X ={z; y...};

Signature : F={#:0;0: 1;1:1;+: 2};
Ensemble de régles.
#0 -~ #
#+x > x rT+# - x
20+y0 - (z+y)0 z1+y0 - (z+y)l
20+yl - (z+y)l zl+yl - ((xz+y)+#1)0
Relation - monotone : sis—t alors C[s] - C[t];
stable : sis >t alors so — to.

#10+#1 - (#1+4)1 > (#1)1 STOP
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Récriture (premier ordre) Exemple calcul

Arithmétique unaire ?
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Récriture (premier ordre)

Puissance de calcul : ? Turing complet
Questions :

e Existence du résultat ~ terminaison

e Unicité du résultat ~» confluence, convergence
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Récriture (premier ordre) Terminaison

t forme normale pour R si aucun u tel que t}’“
t forme normale de s pour R si aucun « tel que tgu et s ?*t
~» s normalisable

Systéme normalisant si tout terme normalisable
Systéme fortement normalisant si tout calcul méne a une forme normale
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Récriture (premier ordre) Terminaison

Automatisation ? ~» correctes, incomplétes...
Toujours difficile.

o f(f(x))— f(x).

o f(f(@)) = flg(f(2))).

e f(a,b,z) > f(x,z,x).

e 1800 regles (> 1000 symboles).
a(a(x)) - b(c(x))

° 1 b(b(z)) - alc(z))
cle(x)) - a(b(z))

e Syracuse...

mouais. ..

spec. com.
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Récriture (premier ordre) Terminaison

Décidabilité... Et si on restreint les régles ?

e Qualité : linéaires ?

e Quantité?
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rq0 a la place de
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A Q Récriture (premier ordre) Terminaison
/\ TIN
ai---a
N AN
—> Q Q i . . ,
//T\\ a1 dm I TN I TN Décidabilité... Et si on restreint les régles ?
T T
1 Tq Tg N N N
/\ ¢ /\ e Qualité : linéaires ?
I, Ul Th Tt e Quantité ?
DO _— s Q — QQ — () —>
Dy Dj Dy Dl/ﬂl\Dk‘ Dl/ﬂz\Dk‘ Cool : indécidable méme pour une seule régle linéaire a gauche
D,h Dji Djk Djl Dji/ | \
Djle D kk
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Récriture (premier ordre)

Questions :
e Existence du résultat ~ terminaison

e Unicité du résultat ~ confluence, convergence

R confluent si

u<«*s->"v=3t u->"t<"v

R localement confluent si

u«s—v=3t, u—>"t< v
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68

Récriture (premier ordre)

Exemple : théorie équationnelle des groupes

xZ-e = X
z -zt = e€
(x-y)-z = z-(y-2)

Pas facile pour les preuves... et si on oriente les équations ?
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Récriture (premier ordre)

Exemple : théorie équationnelle des groupes

T-e - X

z-x ! - e

(x-y)-z = z-(y-2)

ca ne conflue pas!

z-(ztz2) « (zoaV)z - ez
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Récriture (premier ordre)

Décidabilité
Donnée : systeme R (fini)
Question : R confluent ?

Indécidable
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admis (red. pb. du mot)
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Récriture (premier ordre)

Trés souvent R non confluent : paire critique non confluente.

T-e - X

x-x!

(x-y)-z = z-(y-2)

- €

z-(z7l2) « (z-ah)z - e-z

ldée : ajouter z-(x7l2) - ez

Récriture (premier ordre)

Equations vers systéme convergent (et méme calcul) : complétion

T-e =
x-x ! = e
(z-y)-z = x-(y-2)
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Récriture (premier ordre) Récriture (premier ordre)
e-x=x-¢?
. , . X . Avec équations. ..
Equations vers systeme convergent (et méme calcul) : complétion
erw =e-(z-e)=e(z- (a7t (z7) ) =e ((z-27) - (7))
e-x -z et - e
T-e - (z-y)™ - oyt =e-(e- () H=(ee)-(zHt=e (a71)!
g - e r-(z7ly) - y
-1 -
x-x - e r o (zy) -y =(z-z V) (@D l=z-(-(@HH=z-e
(xy)z - a-(y-z) (7)) -
... avec regles :
€CT>T =T <<T €
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