Premier ordre Formules

T(F,X) termes
Symboles de relation (S, p)
Formules ensemble défini inductivement par :

e PeS,p(P)=n,ty,...,t, termes - P(ty,...,t,) formule (atomique)

e F formule — —F formule
e FetG formules — F o G formule ou o € {=,v,A}

e F formule, z € X - Vz, F formule, 3z, F formule

V et 3 quantificateurs priorité minimale
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Premier ordre Formules et...?

Pourquoi ?
Sémantique ?

Déduc. nat. ?
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Premier ordre Sémantique

Pourquoi ? pour parler des gens qui vont a Paris. .., des hommes...

e Termes : objets du discours ~ ensembles connus

e Relations/prédicats : propriétés des objets ~ algébre B

X. URBAIN LIFLC 2023 UCBL1 UN JEU DE SLIDES N'EST PAS UN POLY DE REFERENCE

49

Premier ordre Sémantique

(F,7) signature termes, (S, p) signature relations
Interprétation I : (D, Ir,1s)

e D domaine, ensemble non vide
e [y :pourchaque feF,7(f)=n, Ir(f)=fr:D"—>D
e Is:pourchaque PeS,p(P)=k, Is(P)=P;:D'->B

Valuationv: X - D
Notation : v[x/vg] telle que v[x/vo](x) = v
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Premier ordre Sémantique | Premier ordre Sémantique
Interprétation : extension de v par I a 7(F,X) : puis aux formules :

e [,(z)=v(x)pourzeX Petit retour de syntaxe : variables sous quantificateur

o I,(f(t1,...,tn)) = f1(I,(t1),..., L,(t,)) pour f e F P -

'/"7 A ) 9 ?

o L(P(thr... 1)) = Pr(L(t1). ... (1)) pour P e (e 2) n v T () 9))

o I,(FVG)=1,F)+1,(G) pour F et G formules et puis « muettes » ~ renommage

e I,(FAG)=1,(F)-I,(G) pour F et G formules P(z,2) AVz,R(f(2,9),9(y))

e L,(1)=0 o L(=F)=1,(F) pour F formule P(x,2) AV, R(f(v,9),9(y))

o [,(Vx,F)={lsipourtoutde D, onal,[,q(F) =1, 0 sinon mais pas y !

e I,(3z,F) = {1sil existe un d e D, tel que I,(,/4(F) =1,  0sinon P(x,2) Yy, R(f(y,v),9(y))
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Premier ordre Sémantique | Premier ordre Sémantique
Petit retour de syntaxe : variables libres
Variables libres d’un terme : Petit retour de syntaxe : variables sous quantificateur

o FVo(z) = {z} pour z ¢ X Quid de la substitution étendue aux formules ?

~ remplacement des variables libres. . . facile ?
o« FVr(f(t1, . 1)) = FVp(f) U U FVp(f) P
Pouro={y—~t...}
d’'une formule : .
e Blabla sur constructions formules. . .
o FV(P(t1,...,t;)) =FVp(t1)u--uFVp(t ,
(Pt ©)) r(t1) 7 (%) o (Vo,F)o=Va,Fosiz+yetz¢FV(t)
e FV(FoG)=FV(F)uFV(G) pour o € {= A,V} .
e (Iz,F)o=3x,Fosiz+yeta¢FV(t)
e FV(-F)=FV(F) e FV(1)=0
o FV(ve, F) =FV (e, F) = FV(F) ~ {} Exemple capture Solution ? renommer les occ. liées (non libres)
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Premier ordre Sémantique

F formule, I interprétation, I,,(F') ne dépend pas des variables lices
Si F telle que FV(F') = g alors I,,(F') = I,(F') pour toutes valuations v, u

noté I, = I

SiI,(F) =1 alors I, satisfait F,

noté I, =T

Si I, & F pour tout F €T alors I, satisfait T,

S’il n’existe aucune I, telle que I, = IT" alors I" contradictoire

Si I, = F pour tout I et tout v alors F' valide

Si I, = F pour tout I et tout v tellesque I, =ET"alors ' = F

F et G équivalentes : FEGetGE F
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Premier ordre Qq. résultats

Proposition.
F et G formules, I' ensemble de formules.
e ' F=(GsietseulementsiTu{F} G

e ' F si et seulement si ' u {-F} contradictoire.
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Premier ordre Qq. équivalences

Celles de la logique propositionnelle +
Ve, Vy, F =Vy,Va, F
dx,dy, F' = 3y, 3z, F

—|V.T7F = EL'L‘,—|F
ﬁEI.I’,F = V.T,—IF

(V:I?,Fl)/\FQEV.’L‘,Fl/\FQ SI$¢FV(FQ)
(E|ZIZ‘,F1)/\F2 EEL’,C,Fl/\FQ SI:I?¢FV(F2)
(VQZ,Fl)VFQE Vl’,FlVFQ SIx¢FV(FQ)
(HQS,Fl)VFQ EE'I',Fl\/FQ SIQS%FV(FQ)
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Premier ordre Sémantique
Dans les faits. . .
Exemple : {Z:0;S : 1; Plus : 2; Mult : 2}
Mult(S(x), Plus(S(Z),y))
V(@) =3 wl(y) =2
D=N [}'(Z) = 0 I}‘(S) = :1:»—>x+N1
Ix(Plus) = zyrxz+nyy Irp(Mult) = x,y—>xxyy

v(x) = place la plus a gauche v(y) = 3° place en partant de la gauche
D =10 places de parking en ligne

Ix(Z) = laplace la plus a droite

Ix(S) = p~ laplace a droite de p ou p si pas de place a droite de p
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Premier ordre Déduction naturelle

Extension des séquents au premier ordre  couple ensemble / formules

Séquents prouvables définis inductivement par

e Déduc. nat. logique propositionnelle

'+ F ou z non libre dans I' (¥))
-V, F !
'V, F
(v,
I+ Flz —t] (Ve)
I+ Flz —t]
I'-3dx, F

'3z, F Tu{F}+G «zlibrenidansT nidans G
¢ -G (3e)
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(3)

Premier ordre Déduction naturelle

Théoréeme.
Si I formule sans variable libre,
alors + F séquent prouvable si et seulement = F

~ extensible sans perte de cohérence (difficile)

e | Aexivit '+ Flx —t] F»—tzs( )

xemple . —— (=;) retiexivi =
ple: 7= (=) y T+ Flz - s] ¢
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Premier ordre Déduction naturelle

Tout homme est mortel, Socrate est un homme donc Socrate est mortel
Termes {S: 0} Relations {H : 1, M : 1}
Modélisation
r- Vo, H(xz) = M(x)
H(S)
Montrer " - M (S) est prouvable

I'+Vz,H(z) = M(z) (ax)

e H(S) = M%) ") Tems) @
T+ M(S) (=)
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Premier ordre Ajouter des regles

~ extensible sans perte de cohérence (difficile)

Ex o F'rFlx—t] T'rt=s (=)
X. m (_Z) reflex1v1ty FI—F[{L‘—)S] —e
I'rt=s ,_ I's=t T'+t=u ,_ o

7F p— (—Sym) symmetry Trs-u (—tmns) transitivity

Termes inductifs + bonnes propriétés : possibilités ?
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Premier ordre Ajouter des regles Premier ordre Ajouter des regles

Entiers E définis inductivement : Listes de nat L définies inductivement :
o >/ Z el o — [] [1eL
e n—>Sn nel - SneFE e [ > n:lpourn nat leL—>nxzlel

Prouver P sur E par induction : stabilité de F' ¢ E t.q. sin € F' alors Pn Prouver P sur L par induction : stabilité de F' c L t.q. sil € F alors Pl

o PZ e P[]
e Si Pn alors P(Sn) neF - SneF e Si Pl alors pour tout n, P(n::1) le F>nuleF

PZ Vy,Py— P(Sy) P[1 vn,VI',Pl' > P(n:1")
Vo, Px (Eind) V1, Pl (Lind)
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++Premier ordre

Termes pour calculer (données, programmes sur ces données)
Formules pour raisonner (propriétés sur termes, preuves)

Induction

~ sens d’'un programme ? sémantique des langages. . .
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