Automates finis

Automate fini non déterministe : (V;,Q,qo, F, T : Q xV; - P(Q)) ou

e V} vocabulaire fini

Q ensemble fini d’état

qo € Q état initial

F c @ ensemble d’états finals (ou acceptants)

T fonction de transition, application Q x V; - P(Q)

w est reconnu S’il existe une exécution de A
qui se termine en ayant lu w et telle que I'état
atteint soit acceptant.

L(A) ensemble des mots reconnus
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Automates finis

Det(A) . (%77)(@)7 {QO}aFde'[deet) ou
° Fdet:{KGP(Q) |KOF¢®}

hd Tdet(K»O‘) = quK T(q,OZ)

Théoreme.
Det(A) est déterministe et reconnait le méme langage que A

Preuve. Méme langage : par récurrence sur |w|
g—5qre FssiVScQ,qeS = 85"55; ¢ Fyy

o |lw=0geFdoncVScQ,qgeS == ¢ Fye
Si (VS cQ,qeS =5 ¢ Fye) en particulier {g} € Fyet donc q € F
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Automates finis

Det(A) : (Vi, P(Q).{q0}, Faet; Tdet) OU
° Fdet:{KEP(Q) |KI'1F:/:®}

® Tdet(K7 Oé) = quK T(Q? O{)

Preuve. Méme langage : par récurrence sur |w|
g—5qre FssivVScQ,qeS =555 ¢ Fyq

e lwl=n+1etdoncw=av
w * . 0% v *
q—qreFssig—op—qrel
ssigpetvs' cQpes =5 258 eFyy  (HR)
VSCcQ,qeS=858" =45 {¢cQ|IreS,r>¢}doncpes”

*
58" 25 S) e Fyer exo : autre sens
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Automates finis

Det(A) : (WaP(Q)a {QO}aFdetaTdet) ou
° Fdet:{KGP(Q) |KOF¢®}

® Tdet(K»a) = quK T(q,O[)

Preuve. Méme langage : par récurrence sur |w|
g—5qre FssiVScQ,qeS = 5"55; ¢ Fyy

e |w|=0
o |wl=n+1...

Enfin S5 5" = {pe Q| 3¢ S,q—p} uniquement déterminé
~ Déterministe
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Langages rationnels

Expressions régulieres sur V4 fini
Plus petit ensemble E tel que

e ek
e ceF
e aveclValorsace F
e ci,eocFalorse;+ese Betey-ege
eccFalors(e)eE,e*cFEete" ekl
Priorité : » > - > +
Vi={a,B}

(a+a-B) -a*+¢
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Langages rationnels

Langage représenté

. [2]l -2
o [ell ={e}

o [a]] = {a} pour eV,

e [[ex+e2]l = [[ex]] U [[e2]]

o [[er-e2]] = {wiwa | wy € [[e1]], w2 € [[e2]]}
e [T - Usp [T ob el - e, = {e)
o [l =Upz [[e"]]

X. URBAIN LIFLC 2024 UCBL1 UN JEU DE SLIDES N'EST PAS UN POLY DE REFERENCE

29

Langages rationnels

Exemples
0+1-(0+1)" :entiers en binaire

0+1-(0+1)*-0 :entiers pairs en binaire

Mots sur {0, 1} sans 1 consécutifs : 0 - (1-0")*(1+¢)
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Langages rationnels

Systeme d’équations linéaires gauche

X1

et X1+ +el X, + f1

Xn = et Xp+-+ey Xp+ 1

avec ef expressions régulieres e {c} UV, U@

Solution : X1, X, si X; = [e!J o X1 U U[[e}] o X, u [, etc.

X. URBAIN LIFLC 2024 UCBL1 UN JEU DE SLIDES N'EST PAS UN POLY DE REFERENCE

31




Langages rationnels

Exemple
X1 = aX9+pX3+¢
Xo = aXi+8Xy
X3 = [X1+aXy
Xy = aXs+pXs
X1 = {mots ayant un nombre pair de « et pair de 5}
Xo = {mots ayant un nombre impair de « et pair de 5}
X3 = {mots ayant un nombre pair de « et impair de 5}
X, = {mots ayant un nombre impair de « et impair de 5}
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Langages rationnels

Systéme d’équations linéaires gauche

X1 = efXi+-+epXn+ f!

Xn erXi+-+ep Xp+ f"

avec e{ expressions régulieres e {c} UV, U@
Solution : XX, si X1 = [[ei]Jo Xju-—u[[ef]] o X, u [f]]

L rationnel si 3S tel que (L, Ly,-+, L,,) est solution minimale de S
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Langages rationnels

Lemme.
X=eX+f
e c¢e,unique solution:e*- f e ece,solution minimale : e* - f
Preuve.
e’ - f=(e"+e)-f=(e-e"+e)-f=e-(e"-f)+f Solution
e Si X solution alors (e™ - f) € X par récurrence sur n Minimale
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Langages rationnels

Lemme.
X=eX+f
e c¢e, Unique solution :e* - f e ce€e, solution minimale : e* - f
Preuve.
e’ - f=(e"+e)-f=(e-e+e)-f=e-(e"- )+ f Solution
e Si X solution alors (e™ - f) ¢ X par récurrence sur n Minimale

e Siec¢e,comme X ceX + f, siwe X alors

we fouw=wiws,wy €e,wy €X Onveutwee* - f
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Langages rationnels

Lemme.
X=eX+f
e c¢e,unique solution:e*-f e cece,solution minimale : e* - f
Preuve.
e -f=(e"+e)-f=(e-e*+e)-f=e-(e"-f)+f Solution
e Si X solution alors (e™ - f) € X par récurrence sur n Minimale

e Siede,comme X ceX + f, siwe X alors
we fouw=wiwsy,wy €e,wy €X Onveutwee* - f

Réc. sur |w|:e|w|=0alorswe fce*-f cete
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Langages rationnels

Lemme.

X=eX+f

e ¢ ¢e,uUnique solution:e*- f o e ce, solution minimale : e* - f

Preuve.
e’ - f=(e"+e)-f=(e-e+e)-f=e-(e"- )+ f Solution
e Si X solution alors (e™- f) ¢ X par récurrence sur n Minimale
e Sicd¢e,comme X ceX + f, siwe X alors Unicité

we fouw=wwsy,wy €e,wy€X Onveutwee*- f

Réc. sur |w| e |w|=0 e|w|=n+1,
e wef

o w=wiwy, e ¢e,|w >wyetwyee - f(HR)doncwee-e*- f
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Langages rationnels

A=H{0,1}
X() = 6+1X0+1X1
X1 = 0Xp
Xo = 0X1+0Xo+1X5
Xo = (1+10)*
Solution? X; = 0(1+10)*
Xo = (0+1)*00(1+10)"
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Langages rationnels

Systeme d’équations linéaires gauche

X el X1+ + el X, + f1

Xn

er Xy +-+en Xp + f"
avec e{ expressions réguliéres € {£YV; u @
Solution : X71---X,, si Xj =[[efJoe X1 u--u[[el] o X, u[[f1]]

L rationnel si 35 tel que (L, L1, -+, L,,) est solution minimale de S
Remplacement... ~ solution € expressions régulieres !

Théoreme.

Rationnel = Défini par expression réguliere. (par réc. sur n)
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Langages rationnels

Théoreme.
Reconnaissable = rationnel.

ldée de la preuve
aq
qa—q1

~ Xg=onXg +--+ay Xy, +¢
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