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Calculabilité/Complexité — 22/01/2021

Lire ATTENTIVEMENT les questions. Il est possible d’admettre des réponses pour ne pas rester
bloqué dans un probleme. Répondre dans le cadre. Ecrire au stylo (pas de crayon). Seule une
feuille A4 manuscrite de documents est autorisée.

1 Fonctions récursives

On se propose de regarder partiellement le codage du fonctionnement d’une machine de Turing simple
(une bande, alphabet binaire 0, 1) a I’aide de fonctions récursives.

Question 1. On suppose connues I’addition add, la soustraction tronquée minus et une comparaison < qui
retourne 0 quand elle est vérifiée. Proposer des fonctions récursives pour les opérations suivantes :

1. La multiplication par deux : times2,
2. Le quotient de la division entiere par deux : div2,

3. Le reste de la division entic¢re par deux : mod?2.

On suppose récursives les constructions de triplets et couples (qui sont donc des entiers), elles seront
notées dans la suite a I’aide de crochets. On se donne également les projections sur le premier, le deuxiéme et
le troisieme élément des n-uplets ainsi construits : respectivement Py, P, Ps.

Par exemple : Py([a,b,c]) = b, Ps([a,b,c]) =¢, Pi([a,b]) = a.

On associe naturellement la valeur O au caractere O et la valeur 1 au caractere 1. La configuration d’une
machine simple dont la bande contient le mot w;ws, dont la téte pointe sur le caractere a I’extréme gauche de
wy et dans I’état ¢ est notée (w1, ¢, w2 ). On peut représenter cette configuration par un entier [nq, 14, n2) o
ng est un entier représentant 1’état g, nq est un entier représentant w; et 1y est un entier représentant wo lu de
droite a gauche (penser a une fagon de voir la bande proche de la partie 3 du contrdle de décembre).

Question 2. Proposer une fonction récursive qui sur la donnée d’une configuration retourne le caractére pointé.

On suppose qu’une regle de transition R = (o, q¢) — (1,¢’,») s’applique a une configuration (wy, ¢, ws)
codée par [n1,ny,n2] (on ne s’occupe pas des tests d’applicabilité). On cherche une fonction récursive R
codant I’action de R.

Question 3. Plus précisément on a dans ce cas : R([n1, ng, n2]) = [f1([n1,nq, n2]), f2([n1, ng, n2]), f3([n1, ng, n2])].
Proposer les expressions des fonctions fi et fs.




2 \-calcul pur

On rappelle I’ opérateur de point fixe de Turing : (Z Z) ou Z = Ay.Az.(z ((y y) x)). On suppose un codage
arbitraire des entiers (on les notera en base 10) et d’une fonction successeur .S. On donne dans ce cadre un test
a0, T, tel que (T, n) se -réduit en vrai (la premiére projection) si n = 0 et en faux (la deuxieéme projection)
sinon.

Question 4. Vérifier que (ZZ) est un opérateur de point fixe puis proposer deux A-termes codant respective-

ment I’addition et la multiplication des entiers (attention on n’est pas en train de travailler avec des entiers de
Church).

Point fixe :

ADD

MuLT

Question 5. Calculer ((ADD 2) 1) en soulignant a chaque étape le rédexe choisi !.

3 \-calculs typés
3.1 Types simples

Question 6. Montrer par induction que pour tous types simples ¢ et ¢/, et tous termes U et V,si U : tetV : t/
alors pour z variable de type ¢’ ona Uz — V] : t.

3.2 Systeme T

Question 7. (Bonus) On a vu en cours que toutes les fonctions exprimables dans le systetme T de Godel
étaient totales (les calculs s’arrétent toujours). On a aussi énoncé que des fonctions non primitives pouvaient
y étre représentées. On est donc plus expressif avec T qu’avec des fonctions récursives primitives. Expliquer
rapidement pourquoi on ne peut pas représenter foutes les fonctions récursives totales dans le systeme T.

1. On pourra choisir ((ADD 1) 2) si ¢’est plus court pour 1’addition codée a la question 4.
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4 NP-complétude

Question 8. Soit P} un probleme NP-complet. Proposer une méthode faisant intervenir P, pour montrer qu’un
autre probleme P, est NP-complet.

Question 9. TRIPARTITE MATCHING est un probleme NP-complet qui a pour données :
— Trois ensembles ? finis B, G et H de méme cardinal m,
— Unensemble T C Bx G x H
et pour question :
— Existe-t-il un ensemble D C T  tel que
— Les triplets dans D n’ont pas de composantes communes deux a deux et
— Chacun des éléments de B, G et H apparait dans un triplet ?

On considere le probleme EXACT COVER BY 3-SETS qui a pour données :

— Un ensemble fini U de cardinal 3m,

— Une famille F = {54, ..., Sk} telle que pour tout ¢ : S; C U et est de cardinal 3
et pour question :

— Existe-t-il m ensembles disjoints dans F' dont I’'union est U ?

Ce probleme est dans NP, montrer qu’il est NP-complet.

2. Historiquement on les note B, G et H pour Boys, Girls et Homes.



Constantes
Ck,c Efk, C}m‘(xl,...,xk) =c

Successeur
SeF,Sx)=z+1

Projections
Tk,iefky 7Tk7i(1171,...,xi,...,xk):Ii

Schéma de Composition :

— f an arguments

— g1,---,gn & m arguments
~» h a m arguments

h(l'l,.-.,l‘m) = f(gl(xla--'axm)a"'agn(xlw"axm))
h = Compn}m(f7gl7' .. 7gn)

Schéma de récursion primitive :
— b an arguments

— h an+ 2 arguments

~ fan+ 1 arguments

fO,z1,...;2n) = b(x1,...,%0)
f(k+17x17"'axn) = h’(k7x17"'aInaf(k7x17"'7xn))
———

f = Rec(b,h)

Schéma de minimisation :
— g an + 1 arguments
~» f amn arguments
f(z1,...,xn) = min{k | g(k,21,...,2,) =0}

f = Min(g)

Regles de typage simple du A-calcul

Variable %;1; (premiere occurrence)
. {x:tl}UF}—E:tQ

Abstraction T E = h

AppliCﬁtiOH 'k E1 1t — 1o 'k E2 A

'k (El Eg)ltg



